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UnlersucbuDgen  über  die  AnwenduDg  der  imaginäron 
GrOsseit  io  der  Curvenlehre. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Durege 

am    HnlylKr.linikum  iii  Zürinli. 


Die  fnlgemlen  Betrachtungen  scbliessen  sieb  an  die  beiden  be- 
merk obs  wert  ben  Abhandlangen  des  Herrn  Siebeck  (,,U«ber  die 
gTKpb'iBcheDar  st  diu  ng  imaginär  erFn  II  ctioDen."  frei  le'e 
Joaro.  t!  (1.35.  ond:  „Die  Brennpunkte  cinesKegelschnitts 
alBsolcbe  Pookte  der  Ebene  aufgefasst,  in  welchen  je 
sirei  enleprecbe  n  de  Punkte  zweier  kreis  verwandter  Sy- 
sleme  vereinigt  oind."  Crunert's  Archiv  Bd. 33.)  an.  In 
diMeit  Abhandlungen  ist  gezeigt,  wie  man  vermittelst  der  iinagi- 
Bären  tirrifisen  die  Vorwandlscbaft  iweier  ebener  Figuren  onalytiich 
behandeln  kann,  nnd  dadurch  der  lirnnd  zu  einer  neuen,  auf  die 
ttciinietri*cbe  Darstellung  der  imaginSten  Grüssen  gebauten  Beband- 
hragsweise  der  analytischen  Geonieltie  gelegt  worden.  Biem 
t  tieitiäge  zo   liefern,  ist  der  Zweck   dieses  Aufsatzes. 


I.  Ich  beginne  mit  einigen  Bemerkungen  über  den  Ausdruck 
für  den  Krü'mmungskreis  einer  Cnrve.  Da  diese  sich  auf  die 
Lehre  von  der  Kreisverwandtschaft  stützen,  so  möge  zunSchst 
Folgendes  vorangeschickt  werden._ 


Ordckt  man  die  Punkte   zv 
!  Werthe   «weicr  com 
S    die   Verwandtschaft    n 
■it  und  «,   «reiche  keine 


lexer  Variablen 


indter  Figoren-Syeleme 


durch    eine   Gleichung   1 
iranderiiche  Grüsee  ent»  J 


hilt,  ausdrflclien ,  wenn  die  beiden  Systeme  in  ihren  kleinaten! 
Tbeilen  Sbnlich  sind;  datier  hat  Siebccic  solche  Ver>vandtscbnf- 
tflD  isogaoale  genannt.  Wenn  dies  nicht  mehr  der  Fall  ist,, 
so  wird  y,  ivenn  man  x  =£  -K  in  setzt,  eo  von  den  reellen  Bestand- 
Iheilen  £  und  i;  der  complexen  Variablen  x  abhängig  sein,  das« 
dieae  nicht  einzig  und  allein  in  der  Verbindung  |  +  iij  in  der 
Function  y  enthalten  sind.  Dies  tritt  z.B.  bei  der  Verwandtschaft 
der  AffinitSt  ein.  Bei  dieser  sind  die  Abscissen  je  zweier  ent-' 
sprecbender  Punkte  einander  proportional,  ebenso  auch  die  Ordi- 
nalao,  eher  nach  einem  anderen  VerhSlIaiese  *).  Setzt  man  daher 
*=£  +  ii),  so  wird  y  — nS  +  ifii)  zu  setzen  sein,  wo  n  und  6  iwei 
CoDStanten  bezeichnen.  Es  ist  dann  nicht  mehr  mügiicb,  ^  durch' 
die  Veränderliche  x  allein  auszudruclien. 

Die  einfachsten  isogonalen  VerwandtscbaDen.  von  denei 
Folgenden  allein  die  Rede  sein  soll,  sind  nun  diejenigen,  bei  wel* 
chen  jedem  Punkte  dee  einen  Systems  nur  ein  einziger  Pur' 
des  anderen  entspricht.  Bei  solchen  muss  daher  ^  eine  eindeutige 
Function  von  x,  und  x  eine  eindeutige  Function  von  y  sein.  Nut 
hat  Mübius")  gezeigt,  dasa  die  Vern-andtachaft  der  Aefanlicb- 
kflit  entsteht,  wenn  dem  unendlich  entfernten  Punkte  des  einen 
Systems  auch  der  unendlich  entfernte  Punkt  des  anderen  Systems 
entspricht.  Dann  muss  also  y  eine  ganze  Function  von  x,  nad 
X  eine  ganze  Function  von  y  sein,  und  folglich  wird  die  Aebnlicfa- 
fceit  dadurch  ausgedruckt,  dass  eine  der  beiden  Variabein  x 
y  gleich  einer  linearen  Function    der  anderen  gesetzt  wird. 

Die  Kreisverwandtschaft  entsieht  nach  Mübius.  wenn  zwar 
nieder  Jedem  Punkte  des  einen  Systems  nur  ein  einziger  Pui 
des  anderen,  den  unendlich  entfernten  Punkten  jedes  Systemes 
aber  endliche  Punkte  des  anderen  entsprechen.  In  diesem  Falle 
niDSS  daher  jede  der  beiden  Variablen  :r  und  y  eine  solche  ein> 
deulige  Function  der  anderen  sein,  welche  nur  für  einen  eiozigeo' 
Werth  der  letzleren  uoeodlicb  wird.  Es  müssen  also  x  und  yl 
durch  eine  Gleichung  verbunden  sein,  welche  fCir  jede  der  beiden 
Variablen  vom  ersten  Grade  ist;  oder  y  ist  auszudrucken  durcb 
einen  rationalen  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  in  Bezug  aof- 
X  vom  ersten  Grade  sind.  In  der  Thal  hat  Siebeck  gezeigt* 
dasB,  wenn  x  und  y  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

^         T+tX 

')  UöbU«.     Der  l>arj'<;«nlri«rhe  Catnul.    Lclp«i|c   1B2T.  p.  IDS. 
")  USbiui.     Die  Tfadoric   der   KreiitorwandticIiHfl.     AbhsndL 
»■Ih.-phf«.   Clatae   der   b^l.    Biirhiitehcn    Geacliach,    der  Wiia.     Bd.  2. 
Lviptig  1455. 


(1) 


dtr  Imaolttären  Cröntm  in  der  rurrmlfAre. 


Kborp.  f,  r.icompIexeCoiistanteD  bedeutet!,  ferbonden  aind, 
von  ilem  verKnderlicben  Punktete  benchri ebenen  Kreide  im 
ein«a  ein  von  dem  Punkte  y  bescIiriebencrKreis  entspricht*). 
Sterbet  Ist  nocb  Folgendes  zu  bemerken.  Da  nicht  blas«  jedem 
eodlicheti,  aniidetn  auch  dem  unendlichen  Punkte  ein  heNtiniraler 
Pankl  rntaprichl,  eo  irird  es  angemessen  sein,  auch  den  nnend- 
licben  Punkt  als  einen  beslininilen  aufzuraBsen.  Daher  ist  die 
Rleaiann'sche  Vorstcllungsart  hier  ganz  am  Platze,  nach  wei- 
chet die  uneiidtiche  Ebene  als  eine  geschlossene  FISche,  und  der 
uaeitdlicb  entfernte  Punkt  aU  em  bestimmter  Punkt  in  derselben 
lu  betrachten  ist.  Demgemäss  gehen  dann  alle  Geraden,  auch 
»olche,  die  nicht  parallel  sind,  durch  den  unendlich  entfernten 
Pnnkt;  oian  ivird  also  daraus,  dass  xwei  Gerade  den  unendlich 
■ntferolen  Punkt  gemein  haben,  noch  nicht  ihren  Parallalismus 
in  folgern    berechtigt  sein. 


l  Bfinst  r 


I  die  Gleichung  (I)  auf  die  Form 


•awla  M,  A,  c  drei  andere  complexe  Conslanten  bezeichnen,  so 
bedeuten  a  und  b  die  beiden  Centralpnnkte  der  Kreis  Verwandt- 
schaft. nSmlicb  diejenigen  beiden  Punkte,  nelchen  der  unendlich 
entfernte  Punkt  des  anderen  Systems  entspricht;  denn,  wie  sieb 
uDmitlelbaf  ergiebt,  ist  y=:c»  für  x^a  und  x  =  'X  für  y=6. 
Beschreibt  dann  x  eine  Gerade,  welche  nicht  durch  a  hindurch 
ftehl,  so  beschreibt  y  einen  Kreis,  der  darch  ö  gebt;  jeder  durch 
it  blndurchgehenden  Geraden  x  aber  entspricht  eine  durch  Ä  hin- 
durcfagebende  Gerade  y-  Nimmt  man  irgend  zwei  von  o  und  b 
rerscbiedene  Punkte  Xi  and  y,  an  und  setzt  von  ihnen  fest,  dass 
■le  einander  entsprechen  sollen,  so  hat  man  auch 

M  —  6      x,^a 


Rlemacb  ist  das  ^anse  System  der  entsprechenden  Punkte   be- 
sobsld  die  Central  punkte  a  und  6  und  irgend  ein  Paar 


*)  Der  BBcliJtte  Schritt  wärde  jelil  lu  der  Annahme  führen,  daii 
i*d«ai  rnnktt:  de«  ein^n  Syllema  iwei  Punkte  des  anderen  enla|irrchen. 
Oam  wurden  x  nnd  v  durch  eine  Gleichung  m  wrliinden  sein,  welche 
io  Rt^ag  auf  jede  Veränderliche  lam  iweiten  Rradn  ist.  Man  hätte 
dann  Meli  EtierauDn  die  Ehnne  nli  am  iwei  BtSllern  beatehend  za  be- 
toarhtra,  »nd  die  Windnngipuntilc  dei  ejnvn  Sj'ilein«  würden  KDglelcb 
die  OrMinjiunkle  (tru  Sinne  Siebeck'a)  de*  anderL-n  «ein. 


Dureffe 


l'nlfrsuchunBfn  über  die  inveMlung 


eutsp rechender  Punkte  ^i  und  ^,  gngeben  sind;  und  da  aus  dit 
ser  Gleichung  folgt,  dass  das  Dreieck  i/iliy  dem  Drcictke  xai 
einstimmig  ähnlich  sein  muss,  so  kann  /.u  jedem  Punkte  x  dl 
entsprechende  y  mit  Leichtigkeit  conätruirt  werden. 

Für  das  Folgende  ist  es  von  Wichtigkeit,  bei  einer  gegeben« 
KreUver  wand  tschaft  denjenigen  Kreis  leicht  zeichnen  zu  könne 
n-elcher  einer  durch  den  Nullpctnkt  gehenden  Geraden  entitprich 
Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  nehmen  wir  die,  die  Kreisverwandl 
achaß  bestimmende  Gleichung  in  ihrer  allgcmetndten  l<'orm  ge 
geben  an: 


(1) 


y=V 


Beschreibt  nun  x  eine  Gerade  durch  den  NDll|iunbl,  so  geht  dei 
Kreis  y  durch  die  beiden  Punkte  -  (für  ar^O)  und  -(föra;^»). 
Differentiirl  man  ferner  die  vorige  Gleichung,  so  erhGIt  man 

^__  ^9  —  *P 
d.r-  (r+M)^  ' 
und  far  X  ^  ü : 

/^\       _rq-~tp, 

also  bildet  das  Uogenelement  des  Kreises  y  ira  Punkte^  (oder 
was  dasselbe  ist,  die  Tangente  in  diesem  Punkte)  mit  der  Gerad« 
X  denselben  Winkel,  wie  der  Radius  Vector  des  Punktes  ^ 
mit  der  Uauptaxe  (d.  h.  derjenigen  Geraden,  deren  Punkte  dii 
reellen  Zahlen  reprSsenliren).  Hat  man  in  der  Gleichung  (I)  dl) 
Cunstante  r  durch  Division  im  Zähler  und  Nenner  in  I  ve 
delt,  und  beschreibt  der  Punkt  x  die  Hauptaxe  selber,  so  gieb 
der  Kadius  Vector  des  Punktes 

t  —  'P 
sogleich   die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  p  an.    Da  mi 
nun  zwei  Punkte  des  Kreises  und  in  einem  derselben  die  Richtun) 
der  Tangente  bestimmen  kann,  so  hat  die  Construction  des  Kreisel 
keine  Schwierigkeit. 

Unter  den  mannigfaltigen  Formen,  welche  die  Gleichung  di 
Kr  eis  Verwandtschaft  annehmen  kann,  möge  nur  eine  hervorgebobf 
nerden,  nämlich  die  folgende: 

m+fdi 


drr  imnginäTtn  Crossen  tri  der  Curvenlehre.  5 

*dd>N  m  und  n  zwei  complcze  Constanten  hezeicbnea,  iioter 
«eine  reell«  Varialile,  al«o  ein  Punkt,  welcher  die  Hau|it- 
t  darcblJiurt.  verstanden  werden  soll*),  la  diesem  Falle  geht 
it  Krvi«  y  durch  die  Punkte  m  und  »;  die  Tangente  in  m  aber 
kil  die  Hivbluu;;  des  Hadtu»i  Vectors  des  Punktes  -^i\n~m). 
m  ttehl  also  senkrecht  auf  der  Geraden  mn,  und  folgliih  sind 
la  nii4  n  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  des  Kreises,  Ist 
»=— m,  also 

.'/  =  '",  47;- 
•0  sind  die  in  Bezu^  auf  den  Nullpunkt  diametral  gegen  überliegen- 
den Punkte  m  und  —  m  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  ;  daher 
fillt  der  Jllillelpunkt  des  Kreises  in  den  Nullpunkt,  und  der  Halb- 
»esser  int  gleich  dem  Radius  Vector  am*'). 

i.    Wenn  die    variablen    Punkte   x  und   y  xwei  nach  irgend 
einer  durch  die  Gleichung 

S=f(') 
aosgedrSckten  Vcnvandlschari  einander  entsprechende  CurVen 
beschreiben,  so  kann  man  stets  die  Curve  x  nach  irgend  einer 
■nderen  Verwandtschaft  mit  einer  beliebigen  G'>raden  oder  auch 
mit  der  llauplaxe  in  Beziehung  setzen.  Durch  Substitution  de« 
betreffenden  Ausdrucks  für  x  erhält  man  dann  auch  y  durch  die- 
jenige Variable  ausgedrückt,  welche  diese  Gerade  beschreibt,  nnd 
«s  erhellt,  dass  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen 
kftBB,  X  beacbreibe  eine  beliebige  Gerade  und 

MI  die  Gleichung  irgend  einer  derselben  entsiirechenden  Curv«. 
Denkt  man  sich  nun  in  irgend  einem  Punlite  y  dieser  Curve  den 
KrtluiRiutigskreia,  so  kann  man  denselben  stets  als  einen  der  Ge- 
raden X  krci  SV  er  wandten  Kreis  betrachten;  denn  da  der  Punkt  y 
dar  Corve  einem  Punkte  x  der  Geraden  entspricht,  so  wird  es 
Rur  darauf  aukommen,  die  Ontralpunkte  einer  Kreisverwand tschall 
•o  aa  bestimmen,  dass  der  kreisverwandle  Kreis  eben  der  Krdm- 
■tangskreia  wird.  Da  aber  der  letztere  von  einem  Punkte  der 
CuTTS  zum  anderen  sich  ändert,  so  werden  auch  die  Centralpunkte 
der  Krcisverwandtschaft  von  Punkt  zu  Punkt  ihre  Lage  ändern 
vnd  daher  ron  x  und  y  abhgngig  sein. 


')  la  der  Folge  «erden  «iilolic  GrS«i«n,  die  nur 
ksbca,  aiiMcliIitMiliEh  durch  die  bleiDVn  f[rievhi«cl 
UccicbDal  werden. 

-)  Vgl.  Rlebeck.  Crellc'i  Janrn-  B«.K>.  |i.X:lS. 
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U&ll  [DBti  nun  irgend  eineo  Pankl  y  der  Corve,  entaprocfai 
einem  Punkte  j;  der  Geraden,  Test  und  bezeichoel  mit  i  und  fsn 
in  Krelsverwandtschafl  siehende  Variable,  von  denea  die  letxtei 
(,  die  nSmIiche  Gernde  beschreibt  trie  x,  so  kann  man,  wenn  rai 
zunächst  nur  beachtet,  dass  der,  iei  Geraden  t  eütsprechew 
Kreis  i  durch  den  Punkt  y  (entspr.  x)  hindurch  gehen  soll,  nw 
§.  1.  seinen: 

C^)      ^=fr^°''"  U-6){*^fl)  =  (j-fc)(:r-a), 

(voriD  a  und  b  die  noch  zu  bestimmenden  Ceulralpnnkte  d 
Kreisverwandtscbaß  bedeuten.  Diese  Bestimmung  kann  nnn 
durch  geschehen,  dass  der  Kr{fmmungEkTeis  nicht  bloss  durch 
Punkt  y,  sondern  auch  noch  durch  zwei  demselben  unendlich  i 
liegende  Punkte  hindurch  geben  muss.  Demgemjfss  qiubs 
vorige  Gleichung  erfüllt  bleiben,  wenn  man  gleicbieitig 


und 


«+<ia:,    x  =  y  +  dy 


l=X+2dx,    i=y  +  2dy^d>y 

setzt*).     Es   leuchtet  ein,    dass  dies  darauf  hinaus   kommt, 
Gl.  (fi)  nach  x  und  y  zu  differenliiren  und  bei  dieser  Differentiat 
t  und  I  als  conatant  zu  betrachten.     Dadurch  erhält  man  dl«  I 
den  Gleichungen: 

(y~b)dx  +  (x—a)dy  =  0, 

idxdy+(x-a)d*y=.0: 

und  aus  ihnen,  wenn  man  der  Kdrze  wegen 


dy 


tfy 


Nachdem   hierdurch    die   Cenlralpunkte    der   Kreis venvandtscbaK 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  x  und  y  ausgedrückt  sind,  erhält  i 
durch  Substitution  dieser  AusdrGcbe  in  (3)  für  den  Krfimmuag| 
kreis  folgende  Gleichung: 


*)  So  lange  x  eine  Gerade  t)c>chreibl,  kaon  i^  i 
d*2=0  aDfenomnieii  «erden. 


hindurch  (waa   auch  die  Gl.  (3)   bestätigt,    denn  Tür 
^).     Nimmt   man   ddii  an,   da«8  die  Gerade, 


itfrfR  Srätsen  in  der  CurvenieArt. 

B«lTaebtung    beetStigt   zunächst   die  Richtigkeit  eioe« 

,  den  Siebeck  in  seiner  ersten  Abhandlung  ohne  Beweis 

ilt  hat*).     Da  nümlich  der  Krümmnngskreis  einer  Geraden 

rrtrwaDdl  ist,    eo   gehl    er    stets    durch    seinen   Centralpnnkt 

«tieft«  i-on  X  und  f  beschrieben  wird,  sich  nm  einen  festen  Punkt, 
4tg  nlr  durch  x  bezeichnen  wollen,  dreht,  so  erhSlt  man  ffir  y 
«taeSchaar  der  Verwatidtschart  y  — /'(a:)  angehöriger  Curven,  die 
lUtdirch  einen  festen  Punkt y  (entsprechende)  hindurch  gehen. 
Für  diesen  festen  Punkt  haben  nun  aber  auch  y'  und  y"  feste 
Wertfi»,  und  daher  ist  auch  b  ein  unveränderlicher  Punkt  Dem- 
iKb  baben  die  Krümmuugskrcise  an  deni  gemeinschaftlichen 
Psnite  einer  Schaar  durch  denselben  hindurch  gehender  Curven  y, 
<relcbe  alle  nach  der  nämlichen  Verwandtschaft  y^f(x)  den  sich 
fo  einem  Punkte  schneidenden  Geraden  x  entsprechen,  noch  einen 
iwetlen  Punkt  gemein,  und  bilden  ein  System  von  ChordalbretBen. 

3.    .Setzt  man  in  der  Gl.  (3) 


■od  ISsst  (  veränderlich  sein,  während  x  fest  bleibt,  so  beschreibt 
^  da«  der  Geraden  t  parallele  Gerade,  die  aber  durch  den  Null- 
pgakt  gehl.  Daher  kann  man,  wenn  k  irgend  einen  bestimmten 
Pviikt  dieser  Geraden,  und  ff  eine  reelle  Variable  bedeatel. 

Wird  ausserdem    noch  der  Kürze  wegen 


,  so  gebt  die  Gleichung  (3)  des  Krümmungskreises  über  i 

._y-(ty»-y')*° 

~  I— iwA« 


•)  Grell«'*  Jdurii.  Bd.  Sä.  p«g.a33.  Avie. 


8  Durege:    Untersuchungen  über  die  Anwendung 

Diesen  Ausdrack  kann  man  nun  durch  EinfuhraDg  einer  anderen 
reellen  Variablen  t  auf  die  §•  1.  erwähnte  Form 

(4)  ,  =  »±i?I 

^*^  *        l+tr 

bringen,  so  dass  dann  v  den  dem  Berührungspunkte  y  diametral  ge- 

genOberliegenden  Punkt  des  Krümroungskreises  und  folglieh     ^ 

den  KrOmmungsmittelpunkt  bedeutet.    Zu  diesem  Ende  setzt  man 


so  dass  T  fOr  alle  reellen  Werthe  von   a  ebenfalls  reell  bleibt; 
dann  erhält  man: 

'-         ß^yt  +  iukv         •  juk^r 

/^ 
Soll  nun  dieser  Ausdruck  die  Form  (4)  annehmen,  so  muss  es 
zuerst  möglich  sein,  die  reellen  Grossen  ß  und  y  so  zu  bestim- 
men, dass 


werde,  und  dann  ist 


ß 


Diese  Bestimmung  Ist  aber  möglich,  denn  man  erhält  sofort 

und  folglich  ist  y  der  reelle  unä  iß  der  Imaginäre  Theil  der  com- 
plezen  Grösse  kuk.  Alsdann  ergiebt  sich  für  den  diametral  gegen- 
über liegenden  Punkt: 


iß 
und  fflr  den  KrQmmungsmittelpunkt: 

2         ^       2iß 

Lässt  man  nun  den  Punkt  y  auf  der  gegebenen  Curve  seine  Lage 
ändern,  so  beschreibt  der  Krfimmungsmittelpunkt  die  Evolute  der 
Curve;   bezeichnet  man  daher  den  Evoluteupunkt,  welcher  dem 


der  imagindren  Grössen  in  der  Curtenlekre,  9 

CanrenpuDkt  y  zugehört,  mit  Ey  so  erhält  man  ffir  die  Evolate 
die  Gleichung 

worin  nan  2i/3  den  imaginären  Theil  von  ku  oder  k^  bedeutet. 

Dieser  Aosdrnek  nimmt  eine  noch  einfachere  Gestalt  an,  wenn 
man  den  Neigungswinkel  des  veränderlichen  Punktes  y'  einfuhrt. 
Bezeichnet  man  diesen  nämlich  mit  q>  und  setzt  demgemäss 


y'zsQe^, 


so  ist 


und  daher 


u  =  —7=-  .-7 — r  t  -j-- 
y       Q  äx        da: 


Nun  liegt  ferner  der  Punkt  k  auf  einer  durch  den  Nullpunkt  gehen- 
den, mit  X  parallelen  Geraden,  folglich  hat  das  Element  äx  die 
Ricbtnng  des  Radius  Vectors  von  k;  bezeichnet  daher  d|  ein 
reelles  Differential,  ein  Element  der  Hauptaze,  so  kann 

dx=kdi 

gesetzt  werden;  dann  ist 

.         l   dQ        dq> 
^   ag  ■     di 


und  der  imaginäre  Theil  hievon 


2£p  =  t^; 


ebenso  ist 


and   damit  erhält  man  Mr  die  Evolute  den  ausserordentlich  ein- 
fachen Ausdruck: 

wofiB  9  den  Neigungswinkel  des  Punktes^  bedeutet.  Der Krüm- 
moDgsbaibmesser  endlich  wird  dann  ausgedruckt  durch 


.1 


i 


in 


\Tege:    VnteTmehtmgen  über  die  Anwendwi» 


4.  Wenn  der  KrOmroungskreis  in  eine  Gwade  fiborgebl.  »a 
iat  der  Bertlhrungspanlit  ein  Wendepunkt  der  Curve.  Dies  tritt 
nun  ein,  wenn  die  dem  Krümmun  galt  reise  k  reis  vernan  die  Gerade 
durch  ilireo  Centralpunkl  hindurch  geht.  Wenn  also  ffir  irgend 
einen  Werth  vod  x  der  Ceatralpunkt 


a  =  x\ 


auf  der  Geraden  x  seihet  liegt,  so  ist  der  entsprechende  Carveti' 
puokt  y  ein  Wendepunkt.  In  diesem  Falle  Ist  aher  a  —  x  eii 
Punkt,  dessen  Radius  Vector  der  Geraden  x  parallel  ist,  dasselbegUt 

also  auch  von  -~r  und  von  ^,-     Constniirt  man  daher  die  Com 
y"  y" 

welche  der  veränderliche  Punkt  ^,  bescbieibt,  und  sucht  di 
Punkte  auf,  in  welchen  sie  von  einer  durch  den  Nullpunkt  m! 
der  Geraden  x  parallel  gezogenen  Geraden  geschnitten  wird,  s 
geben  diese  Punkte  die  Werthe  von  i(a  — x),  für  welche  die 
Curve  y  Wendepunkte  besitzt. 


6.  Eine  iweile  Bemerkung  betrifft  die  Bestimmung  der  Fusk- 
panktencnrvB  Tdr  eine  gegebene  Curve.  Um  diese  zu  erhalten, 
niuBS  zuerst  die  Aufgabe  gelöst  werden,  den  Fusspunkt  des  Per- 
pendikels  zu  finden ,  das  vom  Nullpunkte  auf  eine  gegebene  Ge> 
rade  herabgelassen  ist.    Sei 

a  +  6. 

der  Ausdruck  einer  Geraden,  welche  durch  a  hindurchgeht  and 
mit  ob  parallel  läuft.  Fällt  man  von  o  auf  dieselbe  ein  Perpen* 
dikel  und  bezeichnet  mit  p  den  Fusspunkt  desselben,  so  liegt 
erstlich  p  auf  der  obigen  Geraden;  also  giebt  es  einen  reellen 
Werth  von  t,  für  welchen 

ist;  stveitens  aber  steht  op  eenkrecbt  auf  ob,  daher  muss  es  auch 
einen  reellen  Werth  a  gaben,  (Cr  welchen 


ist.    Uan  bat  also 
oder 


a^bt^ib« 


r 


tttr  fataffnam  Gr^iattn  In  ätr  Curventthrt. 


=  -t+W. 


Bteroacb  8[ad  die  beiden  reellen  Wertbe  t  und  a  dadarcb  be- 
»timDil.  dass  — i  der  reelle  und  i'a  der  riDBgiuSre  Tbeil  der  com- 

plcxen  GrOue  ;  sein  tnass.  Wendet  man  eine  von  Bjerknes  *) 
vaf^eMklagcne  Bezeichnungsweise  an,  nacb  welcber  der  in  i  mui- 
tiplicirte  Tbeil  einer  coiaplexen  Grüsse  u  durch 

im  C«) 
wugedrftekt  vrXiä,  so  kann  man  in  unserem  Falle  achreiben: 


.  =  in>(?). 


k  BrUlt  dann  ßr  den  gesuchten  Pusepunlct  p  des  auf  die  Ge- 
(  a-f-^*  vom  Nollpimbte  gefüllten  Perpendikels  den  Avsdrack 

rNnD  sei.  durch  eine  reelle  Variable  d  ausgedrückt, 

cbung  einer  Curve;  dann  wird  die  Tangente  am  Punkte  t 

tdrOckt'*))  wo  T  eine  andere  reelle  Variable  bedeutet  Fflr 
tFaBSpnnbt  y  de«  ans  dem  Nullpunkte  auf  die  Tangente  gefäU- 
Ppetpendikels  erhält  iDao  daher  nacb  dem  Vorigen: 


I*  dies  ist  also  für  ein  verinderliches  i  zugleich  die  Gleichung 
\  Fasspunkten curve. 

!  Cm  diese  Betrachtung  auf  ein  Beiapiel  anzutranden,  wollen 
■  dte  Fnaspunktencnrve  einer  Hyperbel  aubncben.     Mao  kane 

*)  Ctber  die  ge o nie I rieche  Bepräieotalian  der  Gleichungen  Bwiicbep 
■wvl  TninderlicbeD,  reellen  oder  com )>l exen  Gtöatea.  Uniteraitäu -Progr. 
CttrUHania  )S59.  pag.  28. 

")  Siebcck.    Crelle'*  Jaorn.  Bd.  U.  pug.  SS4. 
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leicht  einen  einfachen  Auetlruck  ffir  eine  Hyperbel  geMinnen,  wenn 
man  die  Eigenschaft  analytisch  ausdrückt,  dans  znei  \ 
H^perbelpiinble  mit  den  Asymptoten  parallel  laureniie  Gerade  t 
den  Asymptoten  eivei  Slftcke  abschneiden,  deren  Product  i-onstanl 
ist.  Sei  I  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
im  Nullpunkte  liege;  man  ziehe  aus  z  Enei  Parallelen  mit  d« 
Asymptoten  und  bezeichne  die  Durchschnitlspuiiklo  mit  den  let» 
teren  durch  x  und  w,  so  ist,  wenn  der  eonslante  Werth  des  Pro 
ducts  der  Abschnitte  durch  c*  bezeichnet  wird, 

xu  =  (^    und    x-fu^i. 
Uurebläun  nun  x  die  eine  Asymptote,  so  beschreibt  u  =^  —die an 
dere  Asymptote,  und  die  Hyperbel  wird  durch  die  Gleichung 

ausgedrSckt.  Da  c  die  mittlere  Proportionale  zwiechen  dei( 
Asymptolenpunkten  .r  und  u  ist,  so  balbirt  der  Radius  Vector  de« 
Punktes  c  den  Winkel  zwischen  den  Asymptoten;  es  wird  dabei 
am  eiafachsten  sein,  c  als  Ausdruck  der  Einheit  anzunehmen, 
und  dann  hat  man  l'ur  die  Hyperbel 

."^^ 

wnrin  nun  x  eine  durcli  o  gehende  Gerade  beschreibt,  welche  die 
eine    Asymptote   der    Hyperbel   bildet,   während    die   andere   von 

dem  veränderlichen   Punkte  —  beschrieben  wird,     Will   man  jetst 

t  durch    eine    reelle  Variable  «  ausgedruckt  haben,    so    braucht 

X=kQ 

2u  setzen,  wo  k  einen  beliebigen  Punkt  der  Asymptote  x  bedeutet. 
Wir  wollen  der  Einfachheil  wegen  gleich  annehmen,  dass  dieser 
Punkt  k  vom  Nullpunkte  die  Entfernung  1  bähe,  dass  also  mod.  k 
s=l  sei. 


Dm  nun  die  Fussputiklencurv 
den  wir  sunScbst 


der  Hyperbel   ta   finden,  bll- 


dx  x'      x^        X 

und  mit  Berücksichtigung  von  dx=ltdfi 


der  imafffndren  Grössen  in  äer  Curvenlehre.  13 

dz      k^         1  1.         1 

dQ     x^        x'         9^        x' 

Man  übersieht  leicht,  dass  durch  x die  der  Hyperbel  z  con- 

X 

jnglrte   Hyperbel  aasgedrflckt  wird,  weil  —-—dem  Punkte—  dia- 

metral  gegenfiberliegt;  bezeichnet  man  diese  durch  z',  so  hat 
man  einfach 

(worin  zugleich  der  Satz  enthalten  ist,  dass  die  Tangente  einer 
Hyperbel  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel  ist),  und  erhält 
dann  aas  (5)  die  Fusspnnktencurve  ausgedrQckt  durch  die  Gleichung 

Weil  aber  q  reell  ist,  so  ist  imf  ^J  s=  g  imf  —  J«  und  daher 

Um  DUO  diese  Gleichung  weiter  zu  entwickeln,  kehren  wir  zu  den 
reellen,  die  complezen  Grossen  zusammensetzenden  Ausdrücken  zu- 
rück. Bezeichnet  man  mit  a  üen  Winkel,  welchen  die  Asymptote 
X  mit  der  Hauptaxe  bildet,  so  Ist,  weil  mod.  X;=l  angenommen 
war, 

Xr^coso  -f-  tsino,    x  =  kQ=:Q(cosa+iBma); 
demnach 

ar±-  =  (^±-)cosa+i(pT")«ina, 
also,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

^^         A  > 


setzt: 


•  ■  .    •  Ä«+f — 5 — sin  2a 

2      ocosa-|->*sma  '        2 

ff     ecosa-f  tdsino        e*cos*a-f  ^sin^a 


aÜK^ 
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Demnach  ist 

•    (*\—  i(g*— ^g'P2tt  28in2a 

'™\»V      €*cos*a  +  d*8lo*a  ""       •  .  1 

9*+-i— 2coa2a 
Q 

Um  Dan  dies  wieder  darch  x  ausandrücken,  fahre  man  Ezponen 
tialgrössen  ein  nnd  schreibe 

^imfp)  = j ; 

sobstituirt  man  darin 

sc 
9=-T     und  «'«=i6r, 

so  erh&ltman: 


«■"^^ 


(?«-?)  <*-i> 


ood  endlich,  da  x'  = «  —  -  war. 

Dies  ist  die  gesachte  Gleichung  f&r  die  FassponIcteDcarTe  dei 
Hyperbel.  Dieselbe  lässt  sich  aber  mit  einer  anderen  Hyperbel 
in  Beziehnng  setzen.    Weil  nSmIich 

x^ p 

X  1 

ist,  so  beschreibt  der  veränderliche  Pankt  t§  die  Gerade— ;  setal 

X  1 

man  daher  tj  =e,  so  sind  e  und  -  wiederum  die  Asymptoten  d^ 

gegebenen  Hyperbel.  Ausserdem  ist  iE;*— tj  =:2tsin2cr, man  hat 
also  auch 


I 


der  magtiiäm  erSuea  in  der  CvreenUAre. 


Darin  ist   aber  ic  ~|-  -^  =  ui  der  Ausdraclt  einer  Hyperbel,  deren 

AsYnptoteu  auf  denen  der  gegebenen  Hyperbel  senkrecht  stehen. 
Setil  man  endlich  noch 


M  wt  «"    eiae    der    Hyperbel   w  fibnliche  nnd    &bnlicli  liegende 
~    ubtl,  da  ihr«  Radien  Vectoren  im  Verbäftaiase  von  l:'2Bin2« 
Blaert  sind,  und  man  erhalt 


•«  dasH  die  Fasspunlctencurve  y  der  Hyperbel  W  reciprak  ist. 
Für  den  specWIleo  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel,  in  welchem 
die  Fits«pi>nkiencurve  eine  Lemiscafe  ist,  bat  Siebeck  dies  Re- 
•altal  ans  einer  anderen  BelracbluDg  abgeleitet*). 

III. 

6.  Ich  wende  mich  nun  «ur  Betrachtung  einer  speciellen  Art 
»(M  Curven,  die  ans  den  Kegelscbnillen  entspringen.  Siebeck 
bat  iD  seiner  swetlen  Abhandlung  (Grunerl'a  Archiv  Bd.  33.) 
ICtvigt.  dass  in  Uebereinslimmung  mit  dem  barycentrischen  Calcul 
ifer  Ausdruck 

einen  Kegelschnitt  bedeutet,  nenn  t  eine  reelle  Variable  be/.eich- 
Bct,  nnd  der  Nenner  ganz  reell  isL  Es  wird  iveiler  unten  sich 
x«lgeo,  wie  man  direct  tu  diesem  Ausdruck  gelangen  kann.  Da 
bicria  y  fSr  ein  unendlich  grosses  i  einen  endlichen  Wertb  an- 
nimmt, so  lange  fi  von  Null  verschieden  ist,  so  gebt  die  ron  y 
bMcbricbeoe  Curre  entweder  gar  nicht  oder  einmal  oder  swei  Mal 
durcti  den  unendlich  entfernten  Punkt,  je  nachdem  die  Gleichung 


ßuregc:    (ntsrtucluinsen  ilber  lUr  Xnutniliins 


keine  oder  Kwei  gleiche  oder  zwei  ungleiche  reelle  Warietn  bä 
Der  Punkt  \]  wird  daher  in  dieseo  drei  Fällen,  wie  Si«beck  am 
angieht,  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  beschreiben. 

Man  kann  nun  in  diesen  drei  Fällen  der  obigen  üleichun 
eiiifacbere  (ienlallen  geben.  Wenn  man  nSmlich  statt  der  Vnriabls 
r  eine  andere  stets  reell  bleibeDde  Variable  o  einfuhrt,  dum 
welche  der  Ausdruck  für  y  seine  Form  nicht  ändert,  was  im  AG 
i>emeiiißn  durch  eine  Substitution  von  der  Form 


l  +  yö 

geleistet  wird,  so  kann  in  den  drei  erwähnten  Fällen  der  Nenner  u 
I  +  o*,  1,1— ö'reducirt  werden,  sodass  man  für  die  Parabel  dieselb 
Form  wieder  erhält,  unter  welcher  Sieheck  diese  Curve  in  seiai 
ersten  Abhandlung  betrachtet  hat-  Die  Aasrchrung  der  Rechnunj 
welche  keinerlei  Schwierigkeiten  unterliegt,  müge  hier  der  Küra 
wegen  übergangen  werden. 

Es  soll  nun  die  Parabel  weiter  nicht  berßcksichttgt,  sondom< 
nur  die  Ellipse  und  Hyperbel  betrachtet  werden,  deren  Gleicbun 
gen  sich  also  in  den  Formen 


l  +  (r* 


1- 


schreiben  lassen;  a,  h,  c  bedeuten  darin  beliebige  complexe  Coi 
Btanten.  Nun  ist  aber  erstchtlicb,  dass  jeder  dieser  AnsdrSot 
sogleich  in  den  anderen  übergeht,  wenn  a  sich  in  ia  verwände! 
Daher  kann  man  beide  Curven  wieder  unter  einem  gemeinsame 
Gesichtspunkte  betrachten.  Schreibt  man  nämlich  :r  statt  o,  nm 
betrachtet  die  durch  die  (ileicbung 

ausgedrückte  TerKandlschaff,  so  beschreibt^  eine  Hyperbel,  i 
j-  die   Hauptaxe,    und   eine  Ellipse,  wenn  x   die  imaginäre 
durchläuTt;  wenn  aber  x  eine  beliebige  durch  Null  gehende  Geradl 
beschreibt,  so  wird  eine  neue  Art  von  Curven  entstehen. 

Die  vorige  Gleichung  nimmt  eine  noch  einfachere  Gestall  sq 
wenn  man  die  Curvo  so  parallel  mit  sich  selbst  verschiebt,  daa 
der  Mittelpunkt  mit  dem  Nullpunkte  susaramenf^lll.  Suchen  tv] 
daher  zuerst  den  Mittelpunkt.    Bezeichnet  m-in  diesen  mit  m,  inH 


ätr  Imntlmäfen  Cröuen  in  der  Cttmniehre.  ]7 

id  jr*  >wni  (Ksnelriil  gegen (iiterliegende  Punkte  de«  K»g»l- 
)  m  so  lieMÜnimt  »erden  kOnnen,  das« 

y  — M  =  — (/— m) 

I   Bezeichnen  nun   x  und  Z'  di«  Werlbu  von  x.   «rslcbe  y 
K:  Mtopf ecben.  ao  hat  man 

'  (a-m)  +  2bx-t-{cijn)x''_      (g  — m) +gAj'-Kc+iH)j'* 
■  1—0^»  — ~  l-j:'« 

£l«i<:bDng  wird  genQgt.  nenn  man 


erlaubt  ist,  ila  -  ein  Punkt  der  (icraden  x  ist,  sovrofil 

i  mit  der  Hau()taxe,  als  auch  wenn  ai«   mit  der  iraagi- 
[i  Ax«  zusamtnenOillt.    Hierdurch  erhSIt  man 

m)+2ft■a:+(c^^w)J:«_(c^-m)  +  2^r-f  («-■«)■»* 
\-x^  —  "f-js  '     • 

e  GleicfaoDg  wird  errfillt,  wenn 

a— ro=<r  +  m     oder     ra  = -»-s— 

^er  Ist  — ft  -  der  Mittelpunkt  des  Kegelscbuitts.  Verschiebl 

latt  den  letzteren   so,    dass    der    Mittelpunkt    io    deo   Null- 
Rftllt,  an  wird  jeder  Punkt  dieses  verschobenen  KegelschDUta 
uagedrilckt;  schreibt  man  wieder  y  dafür  und  setzt 


bbl  sich  als  Mittelpunkts-Gleicliung  dev  Kegelschnills 

y= — i-j:>    ■ 

idbs  geht  stets  durch  n  (für^=0],  also  auch  dnrch  —  n 
!r«);  beschreibt  fernere  die  imaginäre  Axe,  snkaDnx=;^i 
in.  dann  ist  ,v=:  J:'V>;  also  sind  ±iA  Punkte  der  Ellipse;  bei 
iet  Mt-pcrbcl  dagegen,  wo  x  die  Hauptaxe  beschreibt,  kann  x  nicht 
rifen,  daher  geht  die  Hyperbel  weder  durch  6  noch  durch  ib- 

iBeuiehnet   man    den  Punkt  des  Kegelschnitts,    »etcher 
pkt«  — X  entspricht,  mit  y,  so  hat  man  fOr  diesen 
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-_-26a?-f  n(l  +  a:«) 

Daran«  folgt 

Ist  nun  x  reell,  so  sind  -s ^  ""^^  i i  ''^cide   reelle  Grossen» 

daher  verschiebt  sich  bei  ?eräDderlicheiii  x  die  Sehne  yy    parallel 

mit  der  Creraden  ob,  während  ihr  Halbirangspunkt  -  ^^  aaf  der 
Geraden  on  liegt.    Ist  dagegen  x  rein  imaginär,  so  ist  twar  | ^ 

X 

wieder  reell,  aber  | \  rein   imaginär,    folglich  steht  dann  die 

Sehne  yy  senkrecht  aaf  o6,  und  ihr  Halbirungspunkt  beschreibt 
ebenfalls  die  Gerade  on.  Hieraus  erhellt,  dass  bei  der  Hyperbel 
n  und  6,  und  bei  der  Ellipse  it  und  ib  die  Endpunkte  conjugirter 
Halbdurchmesser  sind. 

Fahrt  man  nun   statt  x  eine  andere  Variable  t  ein,  die  mit 
jener  in  der  Beziehung 

steht,  80  durchläuft  t  die  nämliche  Gerade  wie  j:,  wenn  man  fSr 
g  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  annimmt,  denn  dann 
sind  X,  g  und  %  gleichzeitig  reell  oder  rein  imaginär.  Diese  Sub- 
stitution hat  nun  aber  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  durch 
sie  der  Kegelschnitt -Ausdruck  seine  Form  nicht  ändert.  Denn 
man  erhält 

26(H-^)(^  +  z)-Hi[(l+^2)«-fOy-fi)«] 

also,  wenn  man 


setzt. 


26'j  +  it'(l  +  z«) 

y= — r=:i5 — • 


Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch  n'  und  b'  (bei  der  Ellipse  n 
und  ib*)  die  Endpunkte  conjugirter  Halbdurchmesser  shid.  Nun 
ist  aber  y=n',  wenn  x=0  oder  x^g  ist;  nimmt  man  also  f&r  g 


In 
md  nseh  |«den  l'ankl  der  Geraden  x  kd,  ao  fölll  n'  oncli  und 
mit  jedem  Punkte  des  (Cegetscboitla  Kueammfln.  Schreibt 
Ina  wieder  x  für  g  und  zieht  linrcb  einen  beüebitren  PudIcI 
iM^}»girto 


//*r  fotaaindren  CrSttm  in  der  CtmenltHre. 


!&.r-fH(l+a') 


itnilts  einen  Dorchmec 
girton  Diirthm 


ler,  8o  ist  der  eine  Endpunkt  de« 
:h  den  Ansdruclc 


m  6'  =  - 


l  — ar* 


r*) 


(bei  der  Ellipse  durch  ilf)  bestimmt.  Üer  leUtere  Ausdruck  hat 
dieselbe  Form  wie  der  eralere,  indem  nur  b  nnd  >i  mit  einander 
fcrtauschl  oind.  Daher  beschreibt  b'  ebeiifallH  eine  Hyperbel, 
(reiche  mit  der  crstercn  den  unendlich  entfernten  Punkt  (enl- 
•prechend  x=:4:l)  gemeinsc  hall  lieh  bat.    Ist  also 


.V  = 

2Ax  +  «(l  +  i«) 

bei  reeliem 

I  Ansdcu 

rk  einer  Hyperbel,  »o  ist 

s'.~ 

2»x +  *(!+*•) 

Am  Aaadfiick  filr  die 

con 

ifcirte  Hyperbel. 

Ana  der 

Gleichungen 

(6)  nnd  (7)  erbfill  man  ohn 

l+x« 

nn'- 

-66'           'Ix          nb'~bn' 

1—««-  n*—h*'      1— .r<—  n*~h* 
Md  wenn  man  daa  Quadrat  der    zweiten  dieaer   lileiclitingeti    v 
d«n  der  ersten  absteht : 

n'*  —  b'*  =  n*~b*. 
I  Mob  auch  schreiben  ISrat 

«"  t  d'A')«  -  «•  +  («.)• 

I  B«f^  der  bekannte  Satz,  daes  bei  der  flyperbel  die  Differeni 

1  der  Elltpa«  die  Summe  der  Quadrate   uonjagirter  Halb* 

cocistant  ist.     Zu|^«ich  besftitigt  sieb  die  llemerkung 

ek'a,   daas  xivei  Punkte  x  und  y.  die  lu  einander   in  der 


jt*+jf' neonat. 
I  EndpVBkIfl  cnnjngirter  Ualbdurchro 


r  einer  Ellipse 


j^T 
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sind;  als  Ergänzung  daza  aber  ergiebt  sich»  dass  zwei  Pankten^ 
die  In  der  Verwandtschaft 

X* — y'  =  const. 

stehen,  die  Endpunkte  conjagirter  Halbdurchmesser  einer  Hyperbel 
bilden.    Setzt  man  nun 

so  folgt  ferner,  dass  -f  e  und  —e  die  beiden  Brennpunkte  sind. 
Die  Ellipse  und  Hyperbel  sind  daher  confocal,  was  auch  darani 
hervorgeht,  dass  beide  Curven  der  näiulichen  Verwandtschaft  an- 
geboren. Siebeck  hat  nämlich  den  ßegriff  der  Brennpunkte 
einer  Verwandtschaft  aufgestellt,  die  dadurch  deCnirt  sindj  dass 

in  ihnen  der  Differentialquotient  ^  verschwindet,  und  In  der  That 

fallen  bei  Kegelschnitten  In  der  Regel  diese  Brennpunkte  mit  den 
gewöhnlich  so  genannten  Brennpunkten  zusammen*).    Bildet  man 

nun  in  der  vorliegenden  Verwandtschaft  -^,  und  lässt diesen  Aus- 
druck verschwinden,  so  erhält  man 


und  hieraus 


—n±e  , 

x=z — r~ ,    y=±e. 


8.  Wir  gehen  nun  dazu  fiber,  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
aufzusuchen.  Der  unendlich  entfernte  Punkt  entspricht  den  Punk* 
ten  -t-l  und  — 1  der  Haoptaxe.  Nehmen  wir  zuerst  den  erstereUf 
as=^  +  i,  so  haben  wir  als  Asymptote  eine  Gerade  u)  zu  suchen, 
welche  durch  den  Nullpunkt  gebt,  also  von  der  Form 

Ist,  wo  /  einen  noch  näher  zu  bestimmenden  Punkt  und  a  eine 
reelle  Variable  bedeutet;  femer  muss  u)  für  x=l  unendlich  wer- 
den, jedoch  so,  dass  y  —  u>  sich  der  Null  nähert.    Ist  nun 

a+ßx 
l+yx 


*)  Es  kann  aber  unter  gans  besonderen  Umständen  auch  Fälle 
geben,  in  denen  diese  Punkte  «war  die  Eigenschaft,  Räckkehrpnnkte  lo 
sein,  bewahren,  nicht  aber  aU  eigentliche  Brennpunkte  auftreten. 


der  iwuiginären  Grauen  in  der  Curveniekre. 


21 


tf  flir  d:=]  onendlicb  werdeD,  also  )p= — 1  sein;  mao 
htm  daher  setzen: 


w 


a  +  ßx 

1  —  X 


md  bat  Dan  a ,  ß  und  /  den  obigen  Bedingungen  gemäss  so  be- 
tümmen.   Nan  ist 

2Äar  +  ii(l+ar«)      ,a  +  fo 

_2bx+n{l  +x*)—l(a  +  ßx)(l+x) 

soll  aber  dieser  Ausdruck  ffir  j:  =  l  nicht  nur  nicht  unendlich 
werden,  sondern  sogar  verschwinden,  so  muss  der  Zähler  von 
der  Form 

Ä(l-ar)« 
werden.    Dies  giebt  die  Bedingungen 

aas  denen 

/J=a,     /az=-y-,        Ä=:— 2" 

Mgt   Der  Ausdruck  fär  die  eine  Asymptote  wird  daher 

»  =  -2—  •  j-H];^   and  zugleich  y — io=  -g-  .  yxj- 

Anf  dieselbe  Weise  findet  sich  die  zweite  A83rmptote,  weiche  für 
<=— 1  den  unendlich  entfernten  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein 
hat   Bezeichnet  man  diese  mit  no'y  so  erhält  man  für  sie 

it  — 6     \—x       .  ,      «+6     1+a: 

Hieraos  folgt  nun  aber  unmittelbar 

y=,w{-tD'  und  irto' = — j —  =  Je*. 

Dttait  sind  wir  wieder  zu  dem  einfachen  Ausdrucke  ffir  die  Hyper- 
bel zarSckgelangt,  der  schon  $.  5.  aufgestellt  wurde.  In  dem 
Ftlfe«  dass  man  ^e  zur  Einheit  nimmt,  sind  to  und  w'  reciprok; 

it  DUO  aber  auch  im  altgemeinen  Falle  u/  =  —  ist,  und  daher 
fc  Geraden  io  und  t&  mit  dem  Radius  Vector  von  ^e  zu  beiden 
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Seiten  gleiche  Winkel  einschliessen«  und  ausserdem  \e  die  mitt- 
lere  Proportionale  je  zweier  Punkte  w  und  w*  Ist,  so  wollen  wir 
die  letzteren  reciprok  in  Bezug  auf^^  nennen.  Durch  Sub- 
stitution der  Ausdrücke  ftir  w  und  to'  kann  man  nun  auch  schreiben 

_  n  +  6    1  +  3:  ,  n — b    1— »ar 

9.  Diese  Gleichung  kann  auch  direct  durch  eine  leichte  Um- 
formung aus  unserer  ursprunglichen  Gleichung  gewonnen  werden. 
Ihre  Existenz  ist  daher  von  der  Linie»  welche  die  Variable  x 
beschreibt,  unabhängig.  Demnach  kann  man  sich  die  Frage  vor- 
legen, was  die  Linien  to  und  w*  bedeuten,  wenn  x  nicht  mehr  die 
Hauptaxe,  sondern  die  imaginäre  Aze,  y  also  eine  Ellipse  durch- 
läuft.   Setzt  man  der  KOrze  wegen 

2      =^5 

so  ist 

\+X  .  1— .T 


to 


=''T=ri'  «''=»r+? 


Sobald  nun  x  rein  imaginär  ist,  beschreibt  nach  §.  L  io  eineo 
Kreis  uro  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  oj9,  ebenso  fo'  einen  con* 
centrischen  Kreis  mit  dem  Radius  oq^  jedoch  in  entgegengesetzter 
Richtung.  Diese  beiden  Kreise  treten  also  bei  der  Ellipse  an  die 
Stelle  der  Asymptoten  der  Hyperbel.  Da  immer  noch  fo  und  tp' 
in  Bezug  auf^e  reciprok  sind,  s<4  bilden  die  nach  zwei  entspre» 
chenden  Punkten  der  Kreise  gerichteten  Radien  mit  der  Geraden 
oe  zu  beiden  Seiten  gleiche  Winkel,  und  wegen  der  Gleichung 
y  =  fo  -f  ir'  ist  der  entsprechende  Punkt  der  Ellipse  der  vierte  Eck- 
punkt des  Parallelogramms  aus  je  zwei  entsprechenden  Radien 
dieser  Kreise.  Diese  beiden  Radien  haben  gleiche  Richtung,  wenn 
sie  in  die  Richtung  oe  fallen,  und  direct  entgegengesetzte  Rich- 
tung, wenn  sie  senkrecht  auf  oe  stehen ;  daher  ist  die  Summe  der 
Radien  die  grosse,  und  die  Differenz  die  kleine  Halbaxe  der 
Ellipse.  Da  endlich  von  den  drei  Grossen  p,  9,  e  zwei  beliebig 
gewählt  werden  können,  so  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen: 
Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  zweier  concentrischer  Kreise 
eine  beliebige  feste  Gerade  und  vollendet  das  Parallelogramm 
aus  je  zwei  Radien,  welche  verschiedenen  Kreisen  angehören 
und  mit  der  festen  Geraden  zu  beiden  Seiten  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen,  so  beschreibt  der  vierte  Eckpunkt  dieser  Parallelogramme 
eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  die  Summe  und  Differenz  der  Radien 
sind.     Die   Brennpunkte  liegen  auf  der  festen  Geraden,  und  die 


Wtmnstniirn  SrßMtH  tn  der  Cuirenir/tre.  ä3 

w  Bzcentricilll  ist  ilie  iDilllrre  Proportionale  aus  den  llorrh- 
>  der  KreUic 

I  $.  5.  belrachlele  einfiiche  Form 

j  =  ie  +  — 

(ohl  fär  die  Hyperbel  »ie  für  die  Ellipse  gQlIig  ist,  so  kann 
Dusfiehenii  durch  leichte  Transformationen  lu  dorn 
,  Klgtltebnilt- Aasdrucke  gelangen,  von  dem  wir  mit  Siebeck 
I  M^egui)^n  Bind,  nas  hier  indessen  nicht  näher  ausg«l«ihrt  ner- 


lo  der  bisher  betrachleled  Verw  andt^chaft 

mlipricbl  der  Hauptaxe  eine  Hyperbel,  der  ImaginSreii  Axe  eine 
Diese  beiden  Krt;el3chnitte  müssen  daher  die  Ueber- 
gtsglgestalten  von  Curven  bilden,  welche  beliebigen  durch  den 
NnUpaubt  gehenden  Geraden  enteprecben.  Uteee  Curven  sollen 
mim  Folgenden  näher  untersucht  werden. 

Zuerst  Rehen  sie  alle  durch  die  Punkte  n  und  — n,  da  x  die 
WcrtfaeOund  x  annimmt;  ferner  sind  sie  sämmtlich  geschlossene 
fiiimn,  da  X  nicht  =4:1.  aUo  ^  nicht  unendlich  werden  kann. 
&nu Mittelpunkt  aber  besitzen  sie  nicht;  denn  ea  gebt  y  in  — y 

wenn  manarin-  vernandelt;  wenn  aber  x  weder  die  Haupt-, 

Uch  die  Imaginfire  Axe  beschreibt.  no  ist  —   niemals  ein  Punkt 

itt  Geladen  x.  l)Bge;;en  ergiebt  sich  hieraus,  dass  je  zweien 
Cmdrn,  welche  mit  der  Hauptaxe  zu  beiden  Seiten  gleiche  Win- 
1k1  bilden,  xwei  congruente  und  diametral  gegenüberli^ende  Cur- 
WB  enl<prechefl. 

Die  Variabein  u  und  w'  beschreiben  auch  jetzt  noch  Kreise, 
m  Mittelpunkte  aber  nicht  mehr  zusammenfallen.     Da  nSmIicb 

l+x  1—x 

ist,  M   geht    der   Kreia  lo    durch  p   nnd   —p  hindurch.     Ausser- 


(a=.-' 


w 


•14 


Du 


Unlersiie/iuiipen  über  tllt  ittvtutlunf 


Mglich  bilHet  die  1'nngente  tm  Puiiltle  p  mit  iler  Ccraden 
selben   Winkel,    nie  die  Gerade  op  mit  der  Hnn|>litxe.     Ebensi 
geht  der  Kreis  lo'  durch  ^  und  — y,  und  seine  TaN{,'onte  in 
det  mit  der  Geraden  x  den  Winkel  to*/-     Hiernach  bCnnen 
Kreise  lekht  gezeichnet  werden,  und  da  immer  noch 

alan  die  beiden  Kreise  in  Bezug  auf  j«!  reciprok  sind,  bo  find 
man  je  zwei  entsfirechende  Punkte,  irenn  man  Radien  Veclor 
xiebt,  die  mit  der  Geraden  ne  zu  beiden  Seilen  gleiche  Winl 
bilden.  Dndlirh  ist  nun  auch  noch  immer  ^  =  u-fw.  also  j«d 
Ourvenpnnkl  die  Summe  je  ziveier  entsprechender  Punkte  d 
Kreise  tu  und  w',  und  daher  kann  die  Curve  mit  Hülfe  der  tel 
leren  leicht  construirl  werden, 

Da  der  Kreis  to  durch  p  und  ~p,  und  w'  durch  q  und  - 
hindurchgeht,  so  liegt  der  Nullpunkt  sletn  innerhalb  eines  je<)( 
Daher  sind  nur  die  beiden  Fälle  iiiüglicb,  liass  entweder  die  Krei 
sich  schneiden,  oder  dass  einer  ganz  innerhalb  des  anderen  li«; 
In  dem  Falle  nun,  dass  die  Kreise  sich  schneiden,  kann  lelf 
gezeigt  werden,  dass  die  Durchscbnittspunkte  entsprechende Punt 
sind;  denn,  wenn  v>  zugleich  ein  Punkt  des  Kreises  to'  ist, 
innss  wegen  der  invnlutnrischen  Kreisverwand tschaft  teui' :=  J 
auch  to'  ein  Punkt  des  Kreises  >o  sein;  im  A)lf;emoincn  aber  w< 
den  die  entsprechenden  Punkte  nicht  znsammenrutlen,  da  dies  i 
geschieht,  nenn  id  =  w' =  J:  Je  ist,  also  kann  dem  einen  Dun 
schnittspunkle  kein  anderer,  als  der  andere  Durchchnittspui 
intsprechen.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Summe  lo-fui'  densi 
mag  man  für  w  den  einen   oder  den 

selben;    demnach    bekommt  y   fSt  swei  Vi 
ran  x  denselben  Werth,  die  Curve  y  gehl  al 
ind  den  nämlichen  Punkt.  Wenn  daher  die 
md  lo'  sich  schneiden,  so 


hen  Werlh  erhält, 

Durcbscbnillspnnkt 

schiedene  Werlhf  i 

sweimal  durch  ein  i 

rade  .z  so  liegt,  ilnss  die  Kreise  t 

die  Curve  y  einen  Duppelpunkt. 

In  den  beiden  Punkten  +{e  und  — ^t  fallen  je  iwel  en 
sprechende  Punkte  der  KreisvenvnndtschafI  io«o'=ie'  auf 
der.  Geht  also  der  Kreis  tc  durch  einen  dieser  Punkte,  so  gel 
auch  to'  durch  denselben  Punkt;  einen  zweiten  Punkt  aber  kDna< 
die  Kreise  alsdann  nicht  gemeinschaftlich  haben,  denn,  fände  dli 
statt,  so  mQssle  dem  zweiten  Uiirchschnlttapuokte  der  erste 
sprechen,  was  nicht  der  Fall  ist.  Also  berllhren  sich  dann  i 
Kreise  in  ±^.  Bei  dieser  Lage  nun  geht  der  Ooppelpunicl 
einen   Kückkehrpunkl   fiber.      Denn  sucht  man   die  Punkte 


I 


ätr  Imusln/IrfH  CrOtarn  itt  der  furreulrtire.  25 

v^V^Jit«  entafirecben,  boalimint  man  bIno  x  au«  der 


rrbill  man 


^^HRhid  aber  nach  $.  7.   die  Punkte,  für  wclclie  -f      verschwin- 

4eL  Nun  hat  Siebeck*)  goieigt.  dnss,  wen»  die  von  der  Variab- 
len >  btsctiriebenu  Linie  durcb    einen    PuiiU   biiidurili  geht,  Itlr 

I       welchtD  T-  verschwindet,    die    Linie  y    in    dem    entsprechenden 

Pnokle  einen  Käckk  ehr  [»unkt  bat.    Unsere  Curvc   bat  alüo  einen 

RMLeilriiiinkl,  wenn  dio  Gerade  x  durch  einen  der  Punkte  — \ 

hindurchgeht,  und  diese  Rüikkehrpunkle  sind  zugleich   die  Brenn- 
"'  ^  der  Kegelschnitte,  denn  wenn  M)=io'üe  ist,  so  ist 

n  +  e 

nIdenPunkte  -^. —  sind  reciprok,  denn  ihr  Product  ist 

6»     -'• 

leb  hat  man  drei  verachiedeiie  Gestalten  unserer  Curven  su 
ItbeiJen.  Sie  bähen  enttreder  einen  Doppelpunkt  oder  nicht, 
'Aergang  van  der  einen  Gestalt  zur  andern  bildet  eine  dritte, 
1wr  der  Doppelpunkt  sich  in   einen  ROckkehrpunkt  Ver- 
ls Hyperbel,  welche  ziceinial  durch  den  unendlich  entfernten 
llgebt,  kann  als  eine  Curv«  angesehen  werden,  welche  einen 
Ipunkl  in  unendlicher  Entfernung  besitzt.     Bei  dieser  Curve 
\  9  die  Hauptase.     Dreht  niim  nun  diese  Gerade  um  den 
,  BO  tritt   der  Uo|ipelpunkt   in   die  Endlichkeit;  er   ver- 
t  sieb  dann  in  einen  Uückkehrpnnkt,  wenn  die  Gerade  x 

pDrvfaang  einen  der  Punkte — v^"^^^  erreicht.     Bei  iveiterer 

j.  geht  nun  der  Doppelpunkt  verloren,  und  die  Curve  ver- 
t  fleh   endlich   in  eine  Ellipse,    wenn    die  Gerade  mit  der 


m 


Ci(tcr»vchi'ngrn  titier  ä4f  Anwentit/iiff 


itnaginämii  Axe  zuBammenrälll.  Setzt  man  nnn  die  Drebung  noch 
Heiler  Tori,  so  wieilerholcn  sich  die  frtlbereu  GestaKcn  der  Curre 
in  umgekehrter  KeihetiTolge,  denn  es  Itariii  nun  jede  rolgendc  Ga- 
rade  al»  eine  der  PrQheren  recijirolte  angesehen  werden,  und  i 
der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  geinnchten  Bemerkung  sind 
dann  je  Zivei  Curv^n,  vvelciie  reciproken  Geraden  entsprechen, 
congiuent  und  zwar  so,  duss  je  zwei  ihrer  Punkte  diametral  geg«a' 
Sberlie);en. 

II.     Um  die  Frage  über   das  Eintreten  eines   Da(ipelpuokte«i 
noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  zu  betrachten,  seiet 
Xt  und  x^  diejenigen  Punkte  der  Geraden  x,  welchen  der  Doppel- 
punkt entspricht.    Da  für  diese  io=U)'  wird,  so  hat  man  fdr  «i 
die  Beziehung 


welche  »ich  auch,  wenn  man 

p  +  V  =  "     "'"ä     p  — 9  =  ö 
einftlhrl,  in  der  Form 

schreilten  lässt.  Dies  zeigt,  dass  die  Punkte  Xi  und  a\  zu 
ander  in  involutoriscber  Kreis  verwand  tschaft  stehen.  Denkt  man 
sich  nHmlicfa  Xi  ISngs  der  Geraden  x  veränderlich,  so  beschreibt 
x^  einen  Kreis,  der  vermöge  der  vorigen  Gleichung  den  Ausdruci 


Xt  = 


6±nx, 
n  +  bxi 


hat  und  darnach  ßr  jede  Lage  der  Geraden  x  leicht  constrnlr 
werden  kunn.  Nun  schliesst  man  wieder  ivie  oben,  dass  di< 
Durchscbnillspunkte  der  Geraden  x  mit  diesem  Kreise  einander 
entsprechende  Punkte  sind,  und,  da  die  gesuchten  Punkte  Xi  und 
x^,  welche  dem  Doppclpunkte  enlKprcchen,  auf  der  Geraden' 
X  liegen,  dass  diese  Punkte  x,  und  x^  eben  die  Durchschni tt«- 
punkle  sein  miisseo.  üieraus  erhellt,  dass  die  Curve  y  einen 
Doppelpunkt  nder  einen  Rückkehrpunkt  oder  keinen  von  beiden 
besitzt,  jenachdem   die  Gerade  x  den    von  ihr  abhängigen  Kreia 

'~  n-\-(tx 

der  Existenz  eines  Doppelpunktes  können  dann  aocb  die  Punkte 

und  X^  leicht  durch  Constructinn  gefunden  iverden. 


eidet,  berübrl  oder  nicht  schneidet.    In  dem  FaUo 


12.     Wir  können  i 


r  tveileren  Unletcucbung  der  Curven 


l 
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jf  ein  Princip  in  Anwendung  bringen,  welches  Siebeck  *)  angiebt. 
Betrachtet  man  nämlich  den  Ausdruck 

6(a^^-2)^-n(l^-a^2) 
<®>  ••  = 1=^ • 

welcher  in  den  der  Car?e 

26a:-fn(l+a;«) 

fibergebt,  wenn  z  =  j;  ist,  und  lässt  z  die  nämliche  Gerade  be- 
schreiben, wie  Xt  so  beschreibt  u  för  jeden  bestimmten  Werth 
TOD  X  einen  beis.  Da  nun  z  einmal  =  x  werden  muss,  so  wird 
aocb  einmal  tt=^,  und  daher  hat  der  Kreis  u  mit  der  Cur?e  y 
einen  Punkt  gemein,  und  zwar  denjenigen,  welcher  dem  Punkte  x 
der  Geraden  entspricht.  Ausserdem  aber  kann  gezeigt  werden, 
dass  der  Kreis  u  die  Cur?e  y  in  diesem  gemeinschaftlichen  Punkte 
berührt.  Um  dies  zu  beweisen  und  zugleich  eine  bequemere  Con- 
structionsart  iur  die  Kreise  u  zu  gewinnen,  ziehen  wir  die  Kreise 
u)  und  u^  zu  Hiilfe.     Führt  man  in  (8)  die  Beziehungen 

b^ip  —  g,    n=:p  +  q 

ein,  so  kann  man  schreiben 

««o  p(H^)a-fi)-fry(l-^)(l-^) 

•*-^    (l  +  ar)(l-x)  +  (l-ar)(l+2)  • 
Setzt  man  dann 


PT^z  =  *'    ^T+x 


=  r; 


so  beschreiben  t  und  tf  die  nSmlichen  Kreise  wie  to  und  to\  weil 
z  dieselbe  Gerade  durchläuft,  wie  x.    Dadurch  erhält  man 


1  +  z  .      1  — ar 


i.Lzf     1+i""     i.!?l<' 


oder,  weil 


pq'^w 


ist. 


1 

^  *)  Granert'0  ArchiT  Bd.  3».  jpag.466. 
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28  Dur  ige:    Unlenuchungen  über  die  Anwendung 

Nun  wird  wieder,  wenn  t=to  ist,  tt  =  to-|-to'=^.  Ferner  hat  man 

dy  =  dw\rdw' , 
und,  da 

dw*  =  — '^  diö  =  —  —  dv> 
ist. 


vfl  w 


Andrerseits  ist 


dy  = rfto» 


fOr  den  gemeinschaftlichen  Pankt>  fSr  welchen  <  =  fo  und  A  =  dio 
ist,  erhält  man  daher 

c{tf  =  — ö — ^10  und  somit  du^=i\dy\ 

die  Elemente  der  Carve  y  und  des  Kreises  u  haben  also  in  dem 
gemeinschaftlichen  Punkte  gleiche  Richtung  und  folglich  berühren 
sich  die  beiden  Linien. 

Hieran  knüpft  sich  zunächst  ein  sehr  bequemes  Mittel«  um  an 
einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  y  eine  Tangente  zu  ziehen. 
Da  nämlich 

dy     dvD 

w  —  w'        U) 

ist,  so  bildet  der  Radius  Vector  ow  mit  dem  Kreiselemente  dw 
denselben  Winkel,  wie  die  Gerade  to'w  mit  dem  Curvenelemente 
dy.  Man  ziehe  also  zuerst  an  dem  betreffenden  Punkte  des  Krei- 
ses u)  eine  Tangente  und  nenne  den  einen  Winkel  derselben  gegen 
die  Richtung  ow  etwa  6;  alsdann  ziehe  man  durch  y  eine  Parallele 
mit  der  Geraden  w'to,  und  zwar  in  der  Richtung  von  w*  nach  tc, 
und  trage  an  diese  den  Winkel  ö  nach  derjenigen  Seite  an,  nach 
welcher  er  von  der  Richtung  ow  aus  gerechnet  liegt;  der  zweite 
Schenkel  dieses  Winkels  ist  dann  die  verlangte  Tangente.  Ferner 
kann  nun  auch  die  Construction  des  KreiMCs  u  leicht  geschehen; 
denn  da  dieser  durch  den  Punkt  y  geht  und  ausserdem  in  diesem 
Punkte  von  der  eben  gefundenen  Tangente  berührt  wird«  so  bedarf 
man  zu  seiner  Construction  nur  noch  eines  einzigen  Punktes,  den 
man  mit  Hülfe  der  Centralpunkte  der  Kreisverwandtschaft,  in  der 
die  Kreise  t  und  u  stehen,  finden  kann.  Diese  Centralpunkte  er- 
gehen sich  aus  (0)  augenblicklich  als 
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(^— tc  und  ti^2ui. 

r  •rerrf«n  aber  im  nfichalen  Paragraphen  seben,  wie  man  einen 
|fe«n  Punkt  nnch  leichler  ßnden  kann. 

W«D(t  d(>r  Kreis  I  durch  seinen  Ccnlralpunkt  — m  hinrfurch- 
Kiüelt  sich  der  Kreiü  u  in  eine  (icradc,  also  in  eine 
!  derCurve.  Dies  gcschiehl  aber  nur  in  dem  Falle,  daaa 
ntwctlcr  =p  «der  ^—p  ist,  denn  nur  dnnn  gehl  der  Kreis  t 
T  w)  auch  durch  den  diametral  Rege nflberlicj;en den  Punkt  —p 
«der  p  hindurch.  ?iiin  entsprechen  den  Punkten  j;/»  des  Kreis«« 
K  die  Panktc  ^g  des  Kreises  to'.  und  J:»  der  Curve  y;  an  den 
teUteren  Punkten  gehen  nlso  die  BerChrangglcreise  in  Tangenten 
Aber,  ond  wir  «ollen  diese  sut  Ciiterscheiditni;  von  den  Kreisen 
K  mit  den  Buchslahen  e  und  v'  Iteseichnen.  Um  ihre  Gleichungen 
EU  linden,  braucht  man  sich  nur  lu  erinnern,  da«8  den  Werthen 
w  — ^;i  die  Werthe  .r=Ound  j;  =  ao  enlaprechen.  nnd  crhBll 
duw  f3r  sie  die  Gleichungen 

r  ^  »  +  6i  lind  c'  =  —n , 

wonach   sin  ohne  Weiteres  gezeichnet  n-erdon  können,  denn   sie 
gAea  resp.  darch  n  und  —n  und  bilden   resp.  mil  den  Geraden 

X  md  — denttelbeii  Winkel,  wie  die  Gerade  ob  mit  der  Hauplaxe. 

13.  Die  Berübrungskreise  u  haben  die  bemerkeusnerthe 
Eigenschaft,  dass  sie  sich  alle  in  einem  geraeinschaniichen  Punkte. 
der  also  auch  der  Dirrchschnittspunkt  der  beiden  eben  em.'ihnt'-n 
Tangenlen  ist,  schneiden.  Um  dies  zu  beneisen.  sei  D  der  Dutch- 
adinill«punkt  dieser  Tangenten,  nnd  i|  und  i,  die  beiden  Wertbe 
TOD  I,  »eichen  auf  den  Geraden  r  und  v'  dieser  Punkt  entapricbt, 
■d  alao  zugleich 

D  =  n+bj,    und    D=—n • 


Sl«nt  man  Dun  die  Frage,  ob  es  immer  einen  Werlh  von 

i  giebt. 

für  tfelchen  ii  =  TJ  «iril,   so   hat  man  au  untersnchen. 

ob    dl« 

Gtokb»!; 

1 

„      »(a:  +  .)  +  "(l+*!) 

1 

1-Ä 

(amv  nrfillll  nridcn  kann,  d.  h.  ob  der  hieraus  folgende  Wertfa 
von  I  Immer  einen  Punkt  der  Geraden  x  daralellL  Man  xiebi 
Uaruu 

_    D—n~bx 
'-*  +  (/)  +  «)*• 


30  Durege:    Untersuchungen  über  die  Anwendung 

und  indem  man  darin  die  Werthe /> — n==6zi  und  />4-n=: 

H 
Hubstituirt, 

t% — x^ 

Nun  sind  aber  x,  ti,  h  Punkte  einer  und  derselben  Geraden,  die 
durch  Null  gebt,  alao  ist  -^ reell  und  daher  auch  z  ein  Punkt 

Z|  ""^  X 

dieser  Geraden.  Hieraus  folgt,  dass  es  för  jeden  Werth  von  x 
einen  Punkt  z  der  Geraden  x  giebt,  fSr  welchen  u^^D  wird,  und 
daher  schneiden  sich  in  der  That  alle  diese  Kreise  in  einem  und 
demselben  Punkte  />. 

Wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  auf  den  beiden  Tangenten 
in  ft  und  —  n  beweglichen  Punkte  den  Durchschnittspunkt  D  der- 
selben fflr  den  gleichen  Werth  von  %  erreichen,  dass  also  zi  =  Zi 
ist,  so  ist  auch  zsz^  und  daher  von  x  unabhängig.  Man  erhält 
dann 

und  daraus  ßir  z^  die  beiden  Werthe 

*»=— r-' 

Dieser  Fall  tritt  also  ein,  wenn  die  Gerade  x  (oder  z)  durch  einen 
der  beiden  bemerkenswerthen  Punkte  hindurch  geht,  welchen  der 
RQckkehrpunkt  der  Curve  entspricht,  und  zwar  ist  der  gemein- 
schaMiche  Punkt  aller  obigen  Beruhrungskreise  der  Ruckkehr- 
punkt selber.  In  der  That,  setzt  man  die  Werthe  von  z«  ein,  so 
ergiebt  sich 

Wir  finden  also:  Wenn  die  Curve  y  einen  Rückkehrpunkt  hat,  so 
gehen  alle  Berährungskreise  u  und  daher  auch  die  beiden  Tan- 
genten der  Curve  in  n  und  —  n  ^nrch  den  Ruckkehrpunkt  hindurh. 

Es  liegt  nun  die  Vermuthung  sehr  nahe,  dass  auch  der  Dop- 
pelpunkt, wenn  ein  solcher  existirt,  allen  Beruh rungskreisen  u 
gemeinschaftlich  sein  wird.  Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir 
noch  eine  andere  Betrachtung  voran,  die  auf  die  Bedeutung  dieser 
Kreise  ein  neues  Licht  wirft  Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung 
(8)  derselben  in  der  Form 

M+Aj"—  (—11  —  ^X2 

~"  I — :rz 


raff  tmafint 
■ 

Mdui  man  nnrfa  bat 


4fr  tmafHiarfn  Gr6»atH  /n  der  Curtmlilirr. 


n\hx=k.  -»--  =  *■. 


n  ilad  k  nud  k'  diejenigen  Punkte  der  Tangenten  f  uiid  e',  welche 
den  Punkte  r  entsprechen.  Durch  diese  beiden  PuoktQ  iiber 
g«lit  dei  Kreis  u  hindurch,  da  u  l'ür  i=0  und  i:=oc  die  Werthe 
k  und  k  annimmt.  Folglich  sind  k  und  k'  die  Oarchschtiitte  des 
KttiuB  II  tuit  den  beiden  Tangenluii  ti  und  c'.  Unlersncht  um» 
Dan  itfr,  In  ivelcher  Vernandtscbnn  j«  ewci  solche  Piftikle  k 
und  i' liehen.  Indem  man  aus  den  Gleichungen  (lU)  x  etiroinirt,  so 
«hält  man 


*■>»  = 


A» 


Uemaach  «lehen  die  Punkte  k  nnd  jt'  in  Kreisvernandtschaft.  und 
rolglich  werden  die  Tangenten  v  und  e'  von  den  »ümnillicheii  Be- 
iflhnngs  kreis  eil  u  in  conformen  Punktreihen  geschnilten.  I>le 
Gegenponkte  derselben  (oder  die  Centralpunkte  der  Kreisverwandt. 
«b«n)sind  n  und  —  n;  die  Hauptpunkte,  d.  h.  diejenigen,  in  wel- 
chen nrei  entsprechende  Punkte  aur  einander  fallen,  aber  =  4:^> 
>lio  die  itrennpunkte  der  Kegelschnitte  *)- 

Sehnlich  verhalten  sich  die  Durchschnitte  der  Kreise  u  unter 
einuider.  Bezeichnet  man  mit  fjiebeck  den  Ausdruck  (8)  der- 
«Iben  knr«  durch 

■■■d  nimmt  man  irgend  zn-ei,  »a  und  ui,   nelche   den  Punkten  xa 
'dztangehiiren,  aus  ihnen  heraus: 

uh  =  fixt, ,  i) ,    uk  —  f{xk .  *) ; 

1  ihr  Durchscbnittspankl  durch 

rflckt,  weil  die  Function  f  in  Beziehung  auf  x  und  t  sjm- 

h  ist,  und  daher  ua  för  t  =  xk  denselben  Werth  annimmt, 

r  f  =2j|.     Je  zwei  Kreise  durchschneiden  sich  natfirUch 

(t  Pankteti;  von  diesen  ist  aber  der  eine  jedesmal   der  ge- 

iTtlicheDiiTchschnittspunkl  D  aller  Kreise.    Dieser  bleibt 

beok,  Grnnart'«  Amhi*  Bd.  33.  pag.  4t(>. 


32  Dur^ge:    Ontermekungen  über  die  Anwenäung 

fest,  wfihrend  der  andere  sich  mit  dem  Werthe  von  xk  ändert;  folglich 
wird  durch  /'(jta»  xk)  jedesmal  der  andere  Dorchschnittspankt 
dargestellt.  Wenn  man  also  für  xk  nach  and  nach  alle  Werthe 
des  X  setzt,  so  erhält  man  alle  Punkte,  in  denen  der  Kreis  Uk  von 
allen  übrigen  Kreisen  u  geschnitten  wird.  Sind  non  Si  ond  s^ 
irgend  swei  feste  Werthe  der  x,  und  tt|  und  u^  die  ihnen  znge- 
hurigen  Kreise,  so  erhält  man  die  Durchschnitte  dieser  heiden  mit 
irgend  einem  beliebigen  Kreise  ti,  wenn  man  in  den  AusdrQckeo 

_Hh+^)+nil  +  iix) 

^  l — s^x 

dem  X  den  gleichen  Werth  zuertheilt.  Eliminirt  man  also  x  ans 
diesen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  die  Verwandtschaft,  in  wel- 
cher je  zwei  Durchschnittspunkte  tii  und  u^  mit  irgend  einen 
dritten  Kreise  u  zu  einander  stehen.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

n  -|-  65|  =  A'i ,    71  -|-  6  j|  :=  A^ 

so  sind  diese  vier  Punkte  die  Durchschnitte  der  Kreise  if|  und  «t 
mit  den  Tangenten  o  und  v',  und  da  man  nun  hat 

_ki—k'isix  _irz:^jH? 

80  ergiebt  sich 

«1  -  ^1  =  («1  -  A'i)fia: ;    «, — /^  =  (u,  -  W^s^ 
and  daher 

Folglich  stehen  auch  je  zwei  Durchschnittspunkte  tC|  und  t%  in 
Kreisverwandtschaft;    das    Doppelschnittsverhältniss 

^= — 7^  :  -- — >7-  ist  con8tant  =  -- 
Vg — U^    «2  —  «a  Si 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  an,  dass  die  Curve  einen  Doppel* 
ponkt  besitzt,  so  existiren  auch  zwei  Kreise  ti,  welche  die  Carve 
in  dem  Doppelpunkte  berühren.  Diese  Kreise  haben  erstlich,  wie 
alle,  den  Punkt  D  mit  einander  gemein,  und  ausserdem  noch 
einen  zweiten  Punkt,  den  wir  mit  E  bezeichnen  wollen.    Da  nan 
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te    Doppelpookt»   welcher  vorläuflg  ly  genannt   werden  mOge, 

cben&lls  diesen  beiden  Kreisen  gemeinschaftlich  ist,  so  muss  er 

entweder  mit  D  oder  mit  E  zasaromenfallen ;  es  kann  aber  leicht 

gezeigt  werden,  dass  er  mit  E  nicht  zusammenfallen  kann,  dass 

tr  also  der  Punkt  D  selber  sein  muss.    Bezeichnet  man  nämlich, 

me  m  {.  11.,  mit  Xi  und  x^  die  beiden  Werthe  der  jr,    welchen 

der  Doppelpunkt  entspricht,   und   dann  jetzt  mit  U|   und  u^  die 

dleieo  Werthen  angehOrigen  Kreise,  femer  mit  ku  k^  und  iBr|',  k^ 

-  die  Durchscbnitte  dieser  Kreise  mit  den  Tangenten  o  und  o',  so  ist: 

Diese  Ausdrficke  lassen  sich  nun  noch  vereinfachen.    Nach'  {.  11. 
sind  nSrolich  die  Werthe  Xi  und  x^,  durch  die  symmetrische  Gleichung 

_      b  +  nxi 

TerbnndeD,  welche  sich  mit  Einführung  yon  ki  und  ß^'  schreiben 
ISMt: 


Ebenso  ist: 
^       man  hat  also : 


I 

I 


*         n  +  bx%  k^ 


£|'  0^1  =  kl  x%i      k^'x^  =  k^Xi . 
Snbstitoirt  man  dies  in  den  Gleichungen  (11),  so  erhält  man: 

,    1— ar^z  -  1  — ari« 

"»  =  *»  1^:57»'   "»=*T=:^i- 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  nach  dem  Friiheren  der  Ausdruck  fSr 
den  Punkt  £,  wenn  man  in  ti|  setzt  z  =  x^  und  in  u^  setzt  z=d?|, 
also  ist: 

■1 — JTiJTa        *1— ar,art 

der  Doppelpunkt  Jiy  dagegen  entsteht  aus  ti| ,  wenn  z  =  oti  ,  und 
^*  ttt,  wenn  z^or^  gesetzt  wird,  folglich  hat  man: 

D'=k,^f^=k^^^^. 
■  1 — Xi^         "  1 — or^* 

Diese  Ausdrücke  zeigen ,  dass  D*  nur  dann  =£  sein  kann,  wenn 
*i=^x%  ist;   bei  der  Existenz  eines  Doppelpunktes  aber  stellen 

TktilXUL  3 
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nach  g.  II.  die  Werthe  xi  und  x,  die  Durchschntlt^panlctO '  i 
<>erad«a  luü  einem  Kreise  dar  und  sind  also  verscliiedeoe  pDok 
daher  bann  //  nicht  =E  sein,  sondern  es  iat 

ly  =  D. 

Bei  der  EiieteiiK  einen  Riickltchrpunktcs  aber  ist  in  der  Tl 
fi  ^z-gi  dann  füllen  nicht  nur  die  l'uiikle  O,  D'  und  £  all* 
den  Punkt  icv,  sondern  die  Kreise  »i  und  u^  sdiniropren  a 
in  diesen  Punkt  zunnmmen. 

Man  kann    nun  das   Ergehniss    der   vorigen   Untersuchung 
Folgendem  zusammenfasseu ;    Legt  mau  durch  den  Doppel- 
Rückkehr  punkt  der  Curve  y,  tvenn  solche  existifen,  Kreise,  weh 
die  Curve  herahren,   so   iverden  alle  diese  Kreise  durch  dio 
m  einsame  Gleichunt; 


(12) 


1— i 


anagedructft,  in  nelcber  x  den  dem  Berührungspunkte  y  enl 
cbenden,  und  >  einen  die  Gerade  x  beschreibenden  veränderllcl 
Punkt  bedeutet.  Diese  Kreise  j>ehen  in  geradlinige  Tangen 
e  und  o'  über,  wenn  y  mit  m  oiler  mit  — n  Eusammenfslll, 
spielen  in  Beziehung  ouT  die  Curve  y  dieselbe  Rolle,  wie 
Tangenten  eines  KegetBcfanilles,  nJinilich  je  znei  unter  ibi 
werden  von  allen  übrigen  in  breisverivandlen  Punitlen  gescfanitt 
Uürt  die  Existenz  eines  Dnppel-  oder  Rückkehrpunkles  aar, 
verlieren  die  durch  die  Gleichung  (12)  ausgedrCicklen  Kreise  di 
nicht  ihre  Bedeutung,  auch  bleibt  ihr  gemeinsamer  Durchsch 
D,  der  zugleich  der  Durchschnitt  der  beiden  Tangenten  e  un^ 
Ist,  bestehen,  und  hat,  nie  wir  gleich  sehen  nerden.  mÜ  i 
Doppelpunkte  eine  Eigenschaft  gemein.  Verwandelt  sich  aber 
Curve  y  in  eine  Ellipse,  so  ruckt  auch  dieser  Punkt  D  in'«  1 
endliche,  da  dann  die  beiden  Tangenten  in  n  und  ~n  pira 
werden. 

14.  Bezeichnen  wir  nieder,  wie  in  g.?.,  mit  y  den  Pa 
der  Curve,  welcher  dem  Punkte  — x  der  Geraden  entspricht, 
haben  wir  wie  oben : 

y— y_  ^^       y-f.v \±^ 

Bei  der  Hyperbel  und  Ellipse  stellte  die  letztere  Glelchnng  c 
Gerade  dar,  woraus  folgte,  dass  der  geometrische  Ort  der  I 
birungapunkte  der  fiebnen  yj/  eine  Gerade   war.     Wenn  miD  ft 
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s  cbe  beliebige  dorcb  Mall  gehende  Gerade  beschreibt,  so  drflckt 
«;— ^  nicht  mehr  eine  Gerade  aus.    Setzt  man  nämlich  j;*=e, 

■0  beschreibt  v  ebenfalls  eine  Gerade  durch  Null,  aber  nur  den 
tnf  der  einen  Seite  des  Nullpunktes  liegenden  Theil  derselben, 
dajexweien  Wertben  x  und  — x  der  nSmIiche  Punkt  e  entspricht 
Also  drfickt 

em  Stflck  eines  Kreises  ans,  das  von  n  (ßr  o  =  0)  bis  — ^n  (ßr 
0=:qd)  reicht.  Ueber  diese  Punkte  gebt  das  Kreisstfick  nicht  hin; 
aa«,  sondern,  wenn  a:  den  Nullpunkt  überschreitet,  so  kehrt  v 
aof  seiner  Geraden  wieder  zurück,  und  daher  wird  auch  der  Kreis- 
bogen Ton  dem  Punkte       a       wieder  in    umgekehrter  Richtung 

xnriick  durchlaufen  *).  Auf  diesem  Kreisbogen  nun  liegen  die 
«inmtiiehen  Halbirungspunkte  der  Sehnen  yy. 

Diese  Sehnen  selbst   aber  gehen  alle  durch  den  Punkt  D. 
OeoD  bildet  man  y — D  und  D'-y,  so  erbHlt  man: 

2bx  —  (/>  -n)  +  (Z>  +  n)a?* 


-/>  = 


1  — ar* 


^-3f  = 13^ ' 

vinI,  wenn  man  die  Ausdrücke  (§.  13.) 

D  —  n  =  6zi     und    D  +  n=^ 

«*t«tnlrt, 

bx^ 
2bx  +  bii  + 


^-y  —  }^x-  ""' 


tito  ist 


*)  Et  int  ohne  Zweifel  ein  Vorzug  dieaee  auf  den  imaginären  Gröa* 
"B  berobenden  Punkt- CaIcuU,  dasa  man  roiUelat  desselben  aoch  be« 
I^^BtCe  Stücke  Ton  Curven  nnd  geraden  Linien ,  ond  ebenso  aoeb  ge- 
"Vdieas,  oder  aus  Terschiedeoen  Carven  zusammengeseUtn  Zuge  analytiflch 
Stellen  kann. 


8* 
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Nan  sind  aber  x»  i|»  z«  Packte  der  Geraden  x,  die  darch  0  gebt, 
also  sind  —  und    —  reelle  GrOssen,  and  folgiicb  ist  aacb  ^ — •=. 

reell,  also  liegeo  die  Punkte  y^  />,  y  in  gerader  Linie,  fixistirt 
nun  ein  Doppel-  oder  Rückkebrpunkt,  so  werden  alle  darcb  ibn 
gezogenen  Sebnen  von  dem  oben  erwähnten  Kreisbogen  halbirt; 
ezistirt  aber  ein  solcber  Punkt  nicbt,  so  werden  diejenigen  Seb- 
nen  von  dem  Kreisbogen  balbirt,  welcbe  durcb  den  gemeinschaft- 
licben  Durcbschnitt  D  der  Berjibrungskreise  u  geben. 

Die  Art,  wie  die  Sebnen  yy  ibre  Grosse  und  Riebtung  än- 
dern, wird  durcb  die  Gleicbung 

y—y_    2bx   _    2b 

2     -l-a:«— 1 

X 

X 

gegeben.  Da  dieser  Ausdruck  einem  Hyperbelausdrucke  reciprok 
ist,  so  folgt  aus  §.  6.,  dass^  wenn  man  die  durcb  den  Punkt  D 
gebenden  Sebnen  ihrer  Grosse  und  Richtung  nach  an  den  Null- 
punkt anträgt,  ihre  Endpunkte  die  Fusspunktencurve  einer  Hyper- 
bel, eine  verallgemeinerte  Lemniscate,  bilden. 

15.    Statt  der  in  {.  7.  angewendeten  Substitution  benutzen  wir 
hier  die  nur  wenig  davon  abweichende 

l—gt 

nach  welcher  x  und  t  in  involutoriscber  KreisTerwaodtscbaft  stehen. 
Auch  diese  hat  die  Eigenschaft,  däss  der  Ausdruck  für  y  seine 
Gestalt  nicht  ändert;   nämlich  setzt  man  hier: 

*- r=^s     •  "- — nr^ — ' 

SO  erhält  man: 

26'i  +  n'(l  +  x«) 

y= — IZ^ — 

Nun  kann  aber  der  Punkt  g  so  gewählt  werden,  dass  der  Aas- 
druck für  y  ganz  nngeändert  bleibt;  denn  setzt  man  n'=zn,  so 
findet  sich : 


der  imagtttären  SrHutn  tn  ätr  Curratithrt. 


i  w-itd  aach  6'  =.  b.     Setit  man  diesen  Weilh  « 


^^^HCu  eriitll  y  durch  t  denselben  Ausdruck  wie  durch  x.    Du 
■  'fcciul;  nach  der  Ton  uns  betracfalefea  VertvandtschafI  entspricht 
ik  Dlmliclie  Curve  y  nicht  bloss  der  durch  Null  gchendi 
+  tu 


^ 


&  -f  Hl 


und 


6  +  nx 


1  V  ein, 


{13) 


dcD  z,  iMDdeni  auch  dem  Kreise  - 


n  +  6jr' 


und  dies  ist  der  n 


KchtkreU,    dessen   DurcbschnitlsptiDkte  mit  der  tieradeii  x  die 
(füllte  Keben,  nelche  dem  Doppelpunkte  eot«prechen.     (§.  11.) 

Dies  hängt  damit  zusammen,  dasa  die  Gleichung,  welche  y 
aml  X  verbindet,  in  Beziehung  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist; 
Atm  hieraus  folgt,  dass  jedem  Punkte  y  zwei  Punkte  x  entspre* 
ehea  mGsseo.  Wie  sich  so  eben  gezeigt  hat,  stehen  dann  je  zwei 
•olcfae  Punkte  x  und  i  in  der  durch  die  Gleichung  (13)  Basge- 
iten  involutorifichen  KreisveriTandtschaft. 


IV. 

I  ich  diese  Betrachtungen,  »eiche  steh  noch  weiter  aus- 
hn  Hessen,  hier  abbreche,  fSge  ich  zum  Schlüsse  die  geo- 
Ische  Bedeutung  einiger  algebraischen  Gleichungen  in  einer 
tabeDariEchen  Uebcrstcbt  hinzu,  da  ich  glaube,  dass  eine  solche 
fSr  spätere  Untersucliungen  von  Nutzen  sein  kann.  In  der  fol- 
geaden  Tabelle  enthält  die  erste  Cnlumne  die  Gleichung,  die  cwelte 
di«  Ton  der  Variablen  x  beschriebene  Linie,  die  dritte  die  Linie. 
welche  der  nebenstehenden  Gleichung  gemäss  alsdann  die  Va> 
ri^le  $  beschreibt.  Zur  Abkürzung  ist  die  Gerade,  deren  Punkte 
£e  reellen  Zahlen  dursteilen,  durch  H.  A.  (Hauptaie)  und  die 
Gefsde,  deren  Punkte  die  rein  imaginSren  Zahlen  darstellen,  durch 
LA.  (ImngtnSre  Axe)  bezeichnet.  Die  einzelnen  Punkte  sind  stets 
mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet,  wie  die  compleien  Grüs- 
■en,  welche  sie  darstellen.  0  bedeutet  den  Nullpunkt  und  1  den 
auf  der  Hauptase  liegenden  Punkt,  der  die  positive  Einheit  reprä- 
senlirL  Die  von  einem  veränderlichen  Punkte  beschriebene  Linie 
ist  oD  nur  durch  den.  diese  verlind erli che  GrSsse  bezeichnenden 
Btbetaben  angedenlel  worden. 
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Gleichung. 

X 

y 

y^a-i-bx 

H.A. 

Gerade  durch  <r»  parallel  mit 
06. 

^=:a-f  6a? 

I.A. 

Gerade  durch  a,  senkrecht 
auf  06. 

y=:a-\-bx 

Gerade  durch  0 

Gerade  durch  a,  gegen  x  um 
den  Winkel  106  geneigt 

y  =  a  +  te 

Beliebige  Gurve 

Eine  mit  x  ähnliche  Curre. 
Alle  Uad.  Vect  der  Carve  x 
sind  uro  den  Winkel  106  ge* 
dreht  und  iro  Verhältnisse tod 
l:mod.6  vergrössert.  Aus- 
serdem alle  Punkte  um  Oa 
der  Grösse  und  Richtung  nach 
verschoben. 

a  +  bx 

H.  A. 

Gerade  durch  a  und  6;  x^ 
dero  8chnittverhältniss  ay  lyb. 

a-\-bx 
^"c  +  dx 

H.A. 

Kreis  durch   -   und  ^     Die 

Tangente  in  -  hat  die  Rich- 
tung des  Radius  Vector  von 
6c  —  ad 

^^  l±ix 

H.A. 

Kreis  über  ab  als  Durchmes- 
ser. 

ax 
^"^a  +  x 

H.A. 

Kreis  durch  0  und  a,  der  die 
H.  A.  in  0  beröhrt. 

X 

I.A. 

Kreis  über  Ol  als  Durchmes- 
ser. 

H.A. 

Gerade  durch  a  und  — o. 

1+^ 

I.A. 

Kreis  um  0,  mit  dem  Radios 
Oa. 

l-t-a; 

Gerade  dnreh  0 

Kreis  durch  a  und  — a;  die 
Tangente  in  a  bildet  mit  x 
den  Winkel  lOa. 

«       K 


ier  imaginären  Orössen  in  der  Curventekre. 


SO 


€leicbuDg. 


»=i 


Gerade  durch  0 


I 


Beliebige  Gerade 


af=a:* 


J  =  x« 


3f  =  Ä* 


!f  =  :r« 


3f  =  «* 


Jf  =  a:* 


,=.♦■- 


H.A. 


LA. 


Gerade  durch  0 


Beliebige  Gerade 


Kreis  um  0  mit 
dem  Rad.  q. 


Beliebiger  kreis 


Gerade  durch  0>  so  liegend, 
dass  die  IL  A.  den  Winkel 
zwischen  ihr  und  x  halbirt 


Kreis  durch  0. 


Die  positive  H.A. 


Die  negative  U.  A. 


Die  eine  Hälfte  einer  Gera- 
den durch  0,  von  0  bis  Oi, 
deren  Neigungswinkel  gegen 
die  H.A.  doppelt  so  gross 
ist,  als  der  der  Geraden  x. 


Parabel.     Brennpunkt  in  0. 


Kreis  um  0  mit  dem  Rad.  qK 


Gerade  durch  0 


Cardioide  im  allgem.  Sinne. 
Die  gewöhnliche  Cardioide 
entsteht,  wenn  der  Kreis  x 
die  H.  A.  oder  die  L  A.  in  0 be- 
rührt.  Der  Räckkehrp.  in  0. 


Kreis  om  0  mit 
dem  l^d.  Q 


Beliebige  Gerade 


Hyperbel.    Asymptoten  in  x 

1 
und  -.  Die  Aze  ist  die  H.  A. 

X 

Brennpunkte  in  ±2. 


Ellipse.    Mittelp.  in  0.    Die 
H.  A.    ist  die  grosse   Aze. 

Grosse  Halbaxe  =o-f-,kleine 

9 

Halbaxe  =:db(p )•  Brenn- 
punkte in  ±2. 


C  u  r  V  e  mit.T  als  Asympt.,  welche 
ausserdem  die  Curve  stets  in 
demselben  Punkte  schneidet, 
in  welchem  sie  von  einer  Hy- 
perbel z-f--  (x  eine  Gerade 
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Gleiohung*. 

:r 

y 

durch  0,  mit  x  parallel)  ge- 
troffen wird.  Schneidet  die 
Gerade  x  die  H.  A.  zwischen 
-f  1  und  —  1»  80  hatdieCnnre 
einen  Doppelpunkt,  geht  x 
durch  1  oder  —1  hindurch» 
80  existirt  ein  Rückkehrpunkt 

X 

Gerade  durch  1  u. 
Benkr.  auf  d. H.A. 

Ci88oide;  x  die  Asymptote* 
Ruckkehrpunkt  in  2. 

I.  A. 

Cissoide.  Asymptote  durch 
—1  parallel  der  I.A.  Rfick- 
kehrpunktinO.  Fusspunkten- 
curve   der  Parabel  2j? — «•. 

l-Vx^x* 

1.  A. 

Cissoide.  Asymptote  die  I.A. 

*-   Hx 

Rflckkehrpunkt  in  1. 

X 

Gerade  durch  0 

Fussp  unkten  curve     einer 

■ 

Hyperbel,  deren  Asympto- 
ten ix  und  T-. 

IX 

l-;r« 

H.A. 

Das  StCIck  einer  durch  0  gehen- 

»-"l+or« 

den  Geraden  von  a  bis  — o. 

Gerade  durch  0 

Der  Bogen  eines  Kr  ei  8  es  vona 
bis  — a,  dadurch  bestimmt, 
dass  die  nach  der  Seite  des 
Bogens  gerichtete  Tangente 
In  a  mit  der  Geraden  x'^  den 
Winkel  10a  bildet. 

y^  =  x 

Gerade  durch  0 

Zwei  auf  einander  senkrechte 
Gerade,  welche  die  Winkel, 
die  X  mit  der  H.A.  bildet, 
halbiren. 

.V«=:j? 

Beliebige  Gerade 

Gleichseitige  Hyperbel. 
Mittelpunkt  in  0.  Die  Asym- 
ptoten halbiren  dieWinkel  der 
Geraden  x  mit  der  H.A. 

y«  +  a:«=l 

Gerade  durch  0 

Zwei  Stücke  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel,  welche 
in  -f  1  und  —  1  beginnen  und 

dSrr  ima§tnären  Grönen  in  der  Curtenlekre. 
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Gkichang. 


V 


5"-a«=I 


f-t^-X 


Gerade  durch  0 


H.A. 


ILA. 


Beliebige  Gerade 


sich  der  nur  allein  exiatiren- 
den  Asymptote  i.t  nähern. 
Die  Tangenten  in  1  und  —  1 
sind  resp.  1 — a?'  und  j;*  —  I. 

\n-^\  verschwindet^; diese 

Punkte  sind  Rfickkehrpunkte^ 
aber  nicht  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel. 


Die  beiden  Stucke,  welche  die 
vorige  gleichseitige  Hyperbel 
ergänzen^mitarals  Asymptote. 


Zwei  Stöcke  einer  gleichsei- 
tigen   Hyperbel    mit    der 

b 
Asymptote  i-XfV6ii-{-o  und 

— b  ausgehend. 


Die  ErgänzungsstOcke  der  vori- 
gen Hyperbel»  mit  der  Asym* 

ptote  -X. 


Gorve  mit  zwei  parallelen 
Asymptoten  x  und  — 'dr*  aus 
zwei  congruenten,  diametral 
gegenüber  liegenden  Theileo 
bestehend.  Die  Tangente  in 
y  ist  dem  Rad*  Vect  des 
entspr.  Punktes  x  parallel. 
In  den  Durchschnitten  der 
Curve  mit  der  U.  A.  ist  die 
eine  Tangente  den  Asympto- 
ten parallel  und  die  andere 
senkrecht  zu  ihnen.  Geht  die 
Gerade  x  durch  t  hindurch, 
so  ist  0  ein  Doppelpunkt,  in 
welchem  die  Gurvenzweige 
sich  senkrecht  durchschnei- 
den. 
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II. 

Rede  gehalten    bei    der    feierlichen    Eröffnung    der 

Accademia    Scientifico-Letteraria    und    des    Istituto 

Teenico   Superiore  zu   Mailand 

vom 

Commendatore  Professor  Francesco  BrioschL 


Ein    Paar    einleiteDde   Worte    des   Herausgebers. 

Durch  die  Errichtung  der  Accademia  Scientifico-Let- 
teraria  und  des  Istituto  Teenico  Superiore,  einer  wichti- 
gen, durch  diese  Verbindung  zweier,  das  Reich  der  Wisäienschaf- 
ten  nach  zwei  Richtungen  hin  beherrschenden  Institute  in  eioem 
Institut,  gewiss  fiberaus  merkwürdigen,  in  dieser  Weise  noch 
nicht existirenden Lehranstalt  hatsich  die  Königlich  italienische 
Regierung  ein  neues  sehr  grosses  Verdienst  um  den  wissenschaft- 
lichen und  technischen  Unterricht  erworben  und  durch  die  ge- 
nannte Verbindung. jedenfalls  eine  neue  ßahn  auf  dem  Felde  des 
Dnterrichtswesens  gebrochen,  welche  als  Epoche  machend  be- 
zeichnet werden  muss  und  gewiss  von  buchst  erfreulichen  und 
wichtigen  Folgen  begleitet  sein  wird.  Von  dem  lebhaftesten  In- 
teresse für  diese  neue  Lehranstalt  und  für  die  Idee,  welcher  die- 
selbe ihre  Entstehung  verdankt,  beseelt,  zugleich  in  der  Absicht, 
das  Interesse  dafür  in  möglichst  weiten  Kreisen,  namentlich  aoch 
in  Deutschland,  zu  erregen,  habe  ich  Herrn  M.  Curtze  zu  der 
Anfertigung  der  nachstehenden  Uebcrsetzung  der  Rede  veranlasst, 
mit  welcher  die  neue  wichtige  Anstalt  durch  ihren  berühmten 
Director,  Herrn  Francesco  Brioschi,  eingeweihet  worden  ist. 
Ich  theile  dieselbe  im  Folgenden  mit  und  danke  Herrn  IVI.  Curtze, 
dass  er  sich  der  von  mir  gewünschten  Arbeit,  zu  welcher  mir 
gelbst  meine  so  vielfach  in  Anspruch  genommene  Thatigkeit,  we- 
nigstens augenblicklich,  keine  Zeit  übrig  liess,  —  mir  aber  eine 
möglichst  schleunige  Mittbeilung  sehr  wüoschenswerth 
schien,  —  mit  dergrössten  Bereitwilligkeit  sogleich  unterzogen  hat 
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Meipe     Herren! 

Die  Un I« r r  10 htsrin stalten  künnen  ihr«nt  hohen  Zwecke  our  dann 
CtnÜgs  leisten,  wenn  ihre  Schi>prung  und  ihre  Orgauieulion  den 
ntii»fi  Badarlnissen  der  WiKseiischart  und  den  neuen  sudalen  Zu- 
•liodM  erilApricbt.  Die  Grschicble  des  ifffenllirhen  UnterrichlB 
bcuaii;;!  durch  unzählige  Oei^iilcle  diese  Thntsache;  die  Wahr- 
M  derselben  zeigt  äich  in  der  aa§8chliefi6lich  theologischen 
Rictilung  des  Unterrichts  im  Millelaller,  in  der  «giecieil  clnssi- 
*tb«n,  die  man  im  TiinlEehnten  Jahrhundert  an  deren  Stelle 
wttffi.  and  in  der  wltiseiischartlichen  und  technischen  Fticblung, 
ÜW  dua  TDuderne  Zeitalter  dieser  letzteren  hinKufügte.  Aber  die 
Cullorggschichte  der  Nationen  macht  dieaellie  noch  in  die  Augen 
fullendcr,  indem  sie  glcichzeitii;  mit  den  grossen  politischen  Revu- 
lol'Oflen  rntii-eder  die  ächöpfiing  neuer  Institute  verzeichnet,  oder 
tleCgcbende  ModiGcationen  in  den  Einciclilungen  der  bestehenden. 
ltti«T  kommt  der  Rul',  den  die  in  solchen  Zeiten  t;estirteteD  Au- 
<tltltD  (tleicfasum  augenblicklich  bei  ihrer  Gründung  erlangen; 
uhir  jedesmal  die  Aurce)>ung  der  uffenilichen  Meinuni;,  die  vie- 
n  Discussionen  und  Publicationen,  aobald  man  die  Hand  an  Neue- 
nnjrn  in  dem  Organismus  derselben  legt;  daher  endlich  der 
Cktakler  der  nationalen  Inslilute,  den  sie  aus  der  Uebereinstirn- 
nng  mischen  den  nationalen  Wünschen  und  ihrer  Aufgabe  ent- 
Bibmea,  Dnd  daher  die  Liebe  und  Sorgfalt,  mit  denen  (vir  sie  von 
Jn  Nationen  gehegt  sehen,   die  sie  besitzen. 

Es  ist  nicht  mein  Zweck,  historisch  die  verschiedenen  Er- 
wlltinongen  iliexer  Thatsache  ans  einander  zu  setzen:  alier  von 
Uttot  Wichliifkeit  überzeugt,  vor  Allem  aber  überzeugt  lon  der 
Wichtigkeit  der  hauptsächlichsten  ihrer  Conseiiuenzeu,  dass  es 
Dtmlich  keine  Hoffnung  auf  ein  geregelles  Leben  durch  eine  Un- 
tfrricbUanstalt  gibt,  wenn  diese  nicht  dnrch  die  Stimme  der 
Sfenilichen  Meinung  entstanden  ist,  schien  es  mir  die  Pflicht  mei- 
De«  Amtes  zu  sein,  bei  einer  Gelegenheil,  bei  der  eine  so  gebil- 
4f(«  und  edle  Versammlung  der  Einweihung  Eweier  höherer 
Lebraustallen  beiwohnt,  von  dem  eigenihiimlichen  Geiste  dersel- 
ben, Tan  ihren  gemeinschartlichen  und  Specialxwecken,  von  ihrer 
wahrscheinlichen  Zukunft  zu  sprechen,  und  ausserdem,  so  weil 
nrine  Kräfte  ea  geetatlen,  zu  zeigen,  dass  dieselben  den  Intel- 
lectudt»»  und  materiellen  Bedürfnissen  unseres  Vaterlandes  ent- 
l|>recfaeti  and  dass  ihre  Orgatiisation  die  Frucht  eines  eifrigen 
Stsdiura*  der  Zustünde  derjenigen  Anstalten  ist,  welche  bei  d«D 
irtesien  Nationen  dieselben  Zwecke  verfolgen. 


^ 


—  ^_J^  1 

44  BrloBChi:  Sedt  gehaiien  M  der  ffitri.  Erillln.  der  Acrademte 

Ute  Acc&demia  Scientifico-Letterarla  und  daa  Utlts 
Tecnico-SuperioTe  leite»  beide  Ihren  Ursprung  aus  dem  Gosol 
über  den  üffentlicbea  Unter  riebt  Tum  13.  November  1859  ber;  ab 
weder  die  eine,  noch  dae  andere  finden  in  diesem  Gesetze  ihre  g 
utngrenzle  Erklärung.  Das  Gesetz  stellt  zum  Tbeil  deo  eig4 
liiümlichen  Geist  der  ersten  fest,  indem  es  bestimnil,  dass  In  I 
vorzugt^neise  die  der  iibiloBophischen  und  philolugischen  Fu 
täl  eigenthünilichen  Lehren  vorgetragen  und  die  hezügUcheD  d 
demiechen  Grade  verliehen  werden  sollen;  es  umschreibt  d 
Charakter  des  zweiten,  indem  es  anordnet,  es  solle  eine  Schi 
zur  Bildung  der  Ingenieure  umrassen;  aber  jede  andere  Spi 
bestimmutig  blieb  der  oiisttbenden  Gewalt  (iberlaaaen.  K« 
Breite  der  Auslegung,  glaube  ich,  muss  man  die  Fehler  znschri 
ben,  denen  wir  die  derartigen  Anstalten  in  den  letzten  J 
verfallen  sahen,  Fehler,  die  iheils  allgemein,  theils  tventg«r  I 
kann!  sind,  von  denen  aber  die  einen  so  wichtig  sind,  wie  ( 
anderen;  und  eben  dieser  Breite  der  Auslegung  verdanken  I 
ohne  Zweifel  die  gegenwärtige  Organisation  dieser  Institute.  Oo 
beunruhigen  wir  uns  nicht  mehr  durch  den  Gedanken  an  dJaT* 
gaugenheil,  die  Gegenwart  zeigt  sich  mit  freudigem  Anblick.  V 
weihen  beute  zwei  Anstalten  ein,  deren  eine  einen  bedeutend 
Einfluss  aaf  die  Cultur  der  Nation  auszuüben  bestimmt  ist,  de 
andere  denselben  specieller  auf  den  öffentlichen  Reichtbum  a 
üben  soll;    lassen  Sie  uns  für  ihre  Zukuoß  8orge  tragen. 

Gestatten  Sie  mir,  dass  ich,  um  zuerst  die  wesentllchsl 
Theile  der  Organisation  dieser  Institute  zu  besjirechen,  ein] 
wenig«  Ltelrachtungen  in  Bezug  auf  gewisse  Fragen  des  aU 
liehen  Unterrichts  anstelle,  die  genau  mit  ihnen  zusammenbj 
gen,  Es  gibt  keinen  Zweig  des  Öffentlichen  Unterrichts.  I 
einen  so  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Cultur  einer  N«ti 
h&tte.  als  der  der  Secundärschuleo.  Diese  Tbatsaehe,  dar 
Existenz  ersichtlich  wird,  wenn  man  auch  nur  ein  Wenig  die  8 
stände  dieses  Theiles  des  Unterrichtes  in  den  verscbiedenen  Sli 
ten  Europas  und  den  Grad  ihrer  Cultur  betrachtet,  hat  ausserdfl 
vor  Augen  liegende  wirkende  Ursachen,  die  ihren  Ursprung  i 
Natnr  des  Secundür-Unterrichtes  selbe!  vertranken.  Der  Secundl 
Unterricht  bat  nämlich  zwei  verschiedene  Ziele.  Er  soll  denjei 
gen  Jünglingen,  welche  wegen  ihrer  Vermögens  Verhältnisse  oA 
aus  Sonstigen  Beweggründen  diesen  Studien  sieb  widmen,  entK 
der  einen  gewissen  Grad  von  allgemeiner  Bildung  oder  die  nol 
wendigen  Kenntnisse  zur  Ergreifung  gewisser  bestimmter  Bcnil 
zweigegeben;  er  soll  aber  auch  denen  eine  hinlängliche  Vorbereltn 
ertbeilen,  welche  die  höheren  Studien  zu  durchlaufen  die  Absie 
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Es  int  nicht  notttwcndif;,  daes  ich  mich  hier  in  beweisen 
bmnObe.  welchen  grossen  Einflöss  der  rrste  /.neck  aaT  die  nalio- 
ul«  Collnr  ausüli«n  muss;  ich  lirauch«  nur  an  du  VerhXltniBS 
der  Zahl  der  Jfinglinge  zu  erinnern,  welche  die  8ecundSrstudIen 
dnchinachen ,  zti  der  Zahl  derjenigen,  welche  in  den  hSheren 
Stadien  dborgehetn.  Uiea  Verhilltiiiss  ist  Tür  Italien  wi«  drei  au 
t^,  nnd  ei«  ist  duher  das  Streben,  die  UntverBilStGstudien  an 
Inditaiiren ,  hei  uns  heule  noch  bei  Weitem  stfiricer  a\»  bei  an* 
d«t«a  Piali'ineu.  Ich  bemerk»  nur  mich,  tvie  das  zn-eite  Ziel 
nf  den  Cullar^^rad  einer  Nation  einen  um  Vieles  bedeuten- 
leren  Einltusä  hat,  als  man  vielleicht  gewühnlich  anniromL  Die 
VwfatTBilmig .  die  dem  Secundsr- Unterrichte  anvertraut  ist,  darf 
stellt  bliwa  darin  betrieben,  ilaas  der  Cnmplex  der  tum  Uebergan|; 
n  den  hlheren  Studien  unumgänglich  iiilthigen  Kenntnisse  gelehrt 
trftide,  Konilern  sie  mues  auch  den  Zireck  haben,  die  Jünglinge 
tn  du  Arbeiten  zu  <;ewi}hnen,  in  ihnen  diejenige  wissenschaft- 
liebe  Wixsbegierde  jm  erregen,  welche  die  Quelle  der  Selbst- 
aleMucbungen  und  der  Stetigkeit  ist,  und  in  ihrem  Geiste  die- 
Jtnig*  Liehe  sn  den  humanistischen  und  exacten  Wissenscharien, 
ili  rrin«  Wissenschaften  betrachtet,  zu  ervrecken,  ohne  vrelche 
titbühvren  Studien  nichts  Anderes  sind,  als  ein  Mittel,  ein  Zeug- 
liMtD  erhallen  und  damit  das  Kecht  zu  erlan[;en,  sich  einem  getvis- 
tta Berufe  zu  »idmen.  Wenn  aber  eine  gute  Auswahl  der  Unlerrichts- 
ittfi)>e  des  Secundiir- Unterrichtes,  wenn  eine  iweckroSesige 
Verlhcilong  derselben,  namentlich  mitRQcksicht  auf  das  Alter  der 
ZSglloge,  die  Erreichung  dieser  Ziele  herbeiführen  kann,  so  zweifele 
leb  Dicht,  dnss  die  TbHtigkett  des  Lehrers  eine  wahrhaft  irirksame 
TUtislieit  ist,  eine  Thäligkeit,  die  gleichsam  an  und  fflr  sich 
Mfli»!  wirksam  sein  kann.  Dies  haben  die  aufgeklärteren  Regie- 
nogin  begriffen,  wie  grnss  oder  klein  auch  der  Einfluss  ist,  den 
•S«  uf  den  iiffenilichen  Unterricht  haben,  und  deshalb  schufen 
iteSpecialnnslalten  zum  Unterrichte  der  zukünftigen  Lehrer,  des* 
blb Bcceplirlen  sie  die  Anstalten,  die  schon  zu  demselben  Zwecke 
hu  weisen  Professoren  eingerichtet  waren,  und  machten  sie  zu 
SlnlSBiistalten,  deshalb  endlich  setzten  sie  Preise  fQr  die  Leh- 
nt aus,  welche  sich  bei  Ansiihung  ihrer  Functionen  wohl  verdient 
»dien  würden.  Ich  werde  mich  nicht  dabei  aufhallen,  von  der 
O^niNatinn  dieser  Institute  zu  sprechen;  der  wohlthSlige  Ein- 
hü  der  £eole  Normale  zu  Parisauf  den  Secundäruitlerrtcht,  und 
Hch  nehr  der  der  Seminarien  Deutschlands,  so  weit  derselbe 
A»  dänischen  und  geschichtlichen  Studien  betrifft,  welcher  Ein- 
his  mch  von  denen  als  unbestreitbar  anerkannt  wird,  die  sieb 
SWfsl  gegen  diese  Anstalten  erkltirlen,  machte  diese  Insti- 
populär   und   hat  die  Kenntniss  der   Organisation   derselben 
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verbreitet.  Aber  richten  Sie  Ihre  Aurmerkstiinlieil  attr  «iaeo  api 
clellen  Punkt  dieser  Or|:aniKatlon,  nSmücli  auf  Aen  Charakter  da 
VerhHItntsses,  das  inischen  diesen  Iiisliluteii  und  atiilercn  TiClheti 
Lehraiitft allen  Itestehll  Iri  Fraiikrvicl)  und  iu  Prcuseeti.  «m  m 
von  diesen  lie'iilen  Slaaleii  xu  sprechen,  bestehen,  wie  bei  ■■ 
Universitfils-Faculläten;  in  dem  ersten  Staate  Facuitfilen  fflr  A 
buniaiii«iltschrn  und  FacultÜteii  für  di«  cxacten  SVisscnscbanei 
in  dem  KM-eiIeii|>hilo3fl[ilii8cheFucultäten,  wirluhcdiehitnianiEtlsdii 
and  «laclen  Wissenschnfleii  umrasscn.  Doch  hat  Frankreich  dm 
eiDeSpecinliinstalt,  die  Fcole  Norniule,  die  mit  diesen  FacuiUtli 
nur  bei  dem  Fxainen  für  akademische  Grade  im  ZusanimeiihaR] 
steht;  Preussen  besitzt  durch  die  innere  Organisation  setD 
Seminarien  Anstalten,  (Vir  vvelche  die  Vorlesungen  der  {thilnsopli 
■Gfaen  Facullül  nur  einen  Theil,  und  siclier  nicht  den  uichllgali 
Theil  des  Unterrichts  bilden.  In  diesen  Staaten  wurde  sIm  • 
verschiedene  Natur  dieser  beiden  Unterrichtgarten  erkannt  Hl 
der  Unterricht  der  Universitfils-Fucnltäten  als  ungenügend  (Vr  i» 
Normalunlerricht  erkiinnt. 

Geben  ivir  von  diesen  atigemeinen  Idee»  dazu  über,  dia  Ol 
terrichlsmitlel  zu  belracfilen,  tvelche  in  Träheren  Zeiten,  und  4 
augenblicklich  den  Lehrern  in  hauen  dargeboten  sind,  ao 
wir,  doss  die  leuchtenden  Beispiele,  welche  die  civilisirlesten  N 
tionen  darbieten,  Tact  voltstHndig  »ntiekantit  sind,  dasa  die  nM 
liebsten  Lehren  der  Erfulirung  gänzlich  vernachlässigt  wsntfll 
Nun  Trage  ich,  ist  dieser  bejammernsivertbc  Zustand  der  Dri^ 
nur  eine  Folge  der  Missregierung,  die  vierzig  Jahre  bindurcb 
Italien  geiräbrt  bat?  Ist  der  Weg,  auf  nelcbem  wir  heute  el 
berschreiten,  jenen  Beinpielcn  und  jenen  Lebren  entsprechont 
Ich  fühle  das  ganze  Gewicht  dieser  Fragen  und  ich  würde  mii 
nicht  auf  ein  so  schlüpfriges  Terrain  gewagt  haben,  wenn  il 
nicht  Gberzeugl  wäre,  daes  ich  dieselben  von  einem  so  hobt 
Standpunkte  aus  aiirfassen  könnte,  dasa  jede  Müglicbkeil  ein 
Tedeis  ausgeschlossen  ist. 

Wer  auch  die  gegenwärtigen  politischen,  administrativen  m 
Skonomiscben  Zustande  Italiens  mit  denen  der  ersten  Monate  dl 
Jahres  1839  vergleicht,  muss,  wie  wenig  günstig  er  auch  für  m 
gesinnt  sein  mag,  sicher  zugeben,  dass  eine  grosse  Umwilzu 
hl  politischer,  administrativer  and  'ikononiiscber  Beziehnng  v 
sich  gegangen  \»i,  und  dass  durch  sie  die  Italiener  jede  Art  von  D 
pcrlemenls-,  Provinclal-  und  Communaliiiteresse  dem  allgemetnt 
Interesse  der  Nation  zu  opfern  gelernt  haben.  Können  wir  m 
ugen,  dass  in  Haben  auch  in  Bezug  auf  den  ülTcntlirhen  Dnle 
riebt  eine  Umwälzung  vor  sich  gegangen!     Finden  wir  In  dies« 
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■  in  Italittn  anch  nur  «inen  d«  grossen  (■edanbcn  in  An- 
■g  Rebfuchl,  die,  ivje  schnn  ijceafcl,  die  grossen  iiolilisclion 
mIon«nliegleilen,  die  Prankreich  seine  Ecole  Normal,  »eine 
e  Pnlylerlinii]ue  und  sein  InalitulMiiliotial  gaben,  undin 
DeutMbtaiid  Hie  HaU{ilurBBciie  der  nisaenRcliaftlicIien  HcHeftuiis  auf 
■amenUnivfrsiläteii  nuten?  Man  eai^e  nicht,  es  sei  dies  diefjchuld 
4et  I{«|:ietaii!;en:  die  neuen  Ideen,  nenn  aucb  noch  so  ausge- 
»defcket.  tasiien  »ich  einem  freieti  Lande  iitcht  aurprropreo, 
Wn  ausacrdeni  noch  die  Anireiidung  derselben  einige  Opfer 
Wlal,  nnd  wenn  vor  d«r  Anwendung  die  Ahijoritül  d«r  Nation 
^eh  d«nadben  günstig  zeigen  muBs.  Ist  ea  denn  aber  mügllcb, 
dit  Vnriirbeiten,  die  Arbeiten,  ireicite  die  »ffentitche  Mel- 
(liese  Ideen,  die  ich  neu  neune,  wenn  sie  ea  auuii 
it  nsr  l'Ür  uns  sind,  aurklüreii  und  ouf  dieselben  hinleÜen 
•teil  ansrührcn  lassen  mittelst  einer  fast  rortivahrendeii  Gleidi- 
rU  gegen  Alles,  ivas  den  öffentlichen  Unterricht  betrifft, 
na  ate  auch  nur  einen  Augenblick  aufhiirl,  oll«  Vnrurtheüe 
Pallete  Ansprüche  und  vage,  unbestimmte  Wrinsche  rer- 
leo  ISsst,  die  einmal  auf  das  Feld  der  Praxis  gebracht. 
!re  des  Gedankens  enlhällenV  Ich  veretveille  nicht,  viel- 
ifceüien  in  diesen  letzten  Zeiten  fjymptome  besserer  Vor- 
lervnrxu treten.  Lassen  Sic  uns  dieselben  mit  unserer  gan* 
ift  nn<erKttitKen,  und  raüge  Italien  in  kurzer  Zeit,  seint-r 
m  Traditionen  eingedenk,  mit  Recht  sagen  können:  sie 
diff  Znbanfl  vorbereitet! 
babe  bis  jetzt  das  eine  der  dringendsten  tiedUrrnisse 
berührt,  das  nämlich,  welches  die  Nalionalcullnr  betrifft; 
rite  jetat  in  Kürze  von  dem  anderen  sprechen,  das  speciel- 
imenhang  mit  dem  öffentlichen  Reiclitbume  hat.  Die 
Ibaren  Fonacbritle  der  positiven  Wissen  sc  harten  nnd  ihrer 
ingen  In  unserem  Jahrhundert  erschlossen  dem  öffentlichen 
fehle  eine  ganz  neue  Richtung:  die  technische.  Geach.if 
n  dem  BedGrI'niss  der  modernen  Gesellschaft,  aber  in  sich 
wIM  ilie  Ktime  der  eigenen  Enlnicklung  lrai;end,  erlangte  iI<t 
iKfcniMche  Unterricht  in  kurzer  Zeit  eine  sehr  bedeutende  Wtih- 
Ulbclt  Regierungen  nnd  Private  fijhllen  die  Noihwendiglteit,  dnss 
^ethein  eigenen  Anstalten  erlheilt  iverden  müsse;  seine  augen- 
Uickßrjicn  iitid  wohllhllligen  Folgen,  die  durch  ihn  hervorgebrach- 
ha  Fortschritte  der  Industrie  hatten  mKchtigcn  Binflnss,  am 
di«  ateotlithe  Meinung  auf  seine  Organisatinn  und  auf  die  Modi- 
(calJancn  aufmerksam  eh  erhalten,  die  mnn  bald  darin  einiuftihren 
■afi«^  t)ie  Regierungen,  In  welche  Kalien  von  der  Restauration 
Utuim  Jahre  59  KerQel,  sorgten  nicht  für  diesen,  ja  verabscbeuelen 
^Kisvcren  Tbeile  diesen  Zweig  des  öffentlichen  Unterrichts,  ond 
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xwaT  nicht  mit  Rücksicht  auf  die  SpeciaütSt  die»es  linterridiC 
tneiges.  sondern  wegen  der  frrossen  Bedeutsamkeit  meiner  Folg« 
Di«  Entn'K'klun);  der  Inditslrio  schuf  Bedingungen,  die  xaoi  ; 
s*n  Theile  für  despotische  und  neiiig  erleuchtete  Keglernngi 
nnannehmhar  waren;  der  Aseociationsgeist,  die  UandelsfreUt 
mit  einem  Worte  alle  praktischen  Formen  des  PorUchritles,  welel 
die  industrielle  Oekonomie  zur  Grundlage  haben ,  sind  mit  R^ 
mngageiTalten,  die  denen  fthnlich  sind,  »eiche  Italien  so  1 
Jahre  hindurch  besass,  unverträglich.  Es  ist  daher  nicht  so  n 
ivundern,  wenn  wir  uns  heute  beinahe  noch  anf  dem  Punkte  I 
finden,  (loss  wir  die  ersten  Schritte  in  diesem  Unlerrichtssweii 
thiin;  aher  diese  unfreiwillige  Zügerung  legt  uns  aehr  nichlij 
Verpflich hingen  auf,  und  wir  müssen  denselljen  auf's  Sorgsai 
nachkommen.  Wenn  wir  jedesmal,  sobald  in  diesen  letzten  Ja 
ren  eine  Weltausstellung  in  England  oder  Frankreich  die  KrSf 
der  Industrie  der  verschiedenen  Nationen  mit  einander  in  Vergirt 
stellte,  und  jedesmal  ein  Handelsvertrag  die  Tarife  auf  gewiss«P( 
ducleder  Induntrie  erniedrigte,  Regierungen,  Parlamente,  M&nnerd 
Wissenschaft  und  Industrielle  mit  der  grüssten  Aufmerksamkeit  «r 
mit  der  Ausbreitung  der  Organisation  des  technischen  Unterttd 
tea  beschäftigen  sahen,  weil  sie  in  ihm  eine  Uauptquelle  dl 
Fortschrittes  erkannten,  was  für  Anstrengungen  müssen  wir  i 
machen,  die  wir,  obgleich  zuletzt  in  die  Gemeinschaft  der  Nalli 
nen  eingetreten,  sehen  HandelsvertrBge  besitzen,  die  uns  n 
einigen  derselben  verbinden,  von  denen  andere  die  Sanclloo  d 
Staatsgewalten  erwarten;  wir,  denen  dieselben  |iolilischen  Inst 
tutionen  die  ZurQckweisung  attch  nicht  einer  der  ükonomisclH 
Freiheiten  gestatten. 

Das  Gesetz  von  1859  über  den  öffentlichen  Unterricht  tu 
andere  spätere  Gesetze  der  Localregierungen  verbreiteten  über  ila 
grilsslen  Theil  Italiens  Anstalten  für  den  SecundSruntertid 
die  man  technidcbo  Schnlen  und  technische  Institute  genannt  lu 
die  einen  vorzugsweise  der  Pflege  der  Gemeinden,  die  anderen  df 
der  Provinzen  anvertraut.  Es  iist  nicht  meine  Abdicht,  die  tcx 
schiedenen  Bestimmungen  des  Gesetzes  oder  der  diese  InstitDl 
betreffenden  Reglements  zu  analysiren.  Diese  Analyse  wäre  \At 
nicht  am  Platze  und  würde  mich  von  dem  Uauptgegen stände  al 
liehen.  Ich  stehe  jedoch  nicht  an,  zu  versichern,  daas  der  Gl 
danke,  welcher  diesen  Theil  der  Unterrichlsgeselzgebung  eingi 
geben  hat,  gut  ist,  und  dass  er,  wenn  er  nicht  in  der  Ausfühm 
rerschlechterl  ivird,  sehr  gute  Resultate  liefern  dOrfte.  Ertaubo 
Sie  mir,  meine  Ideen  litier  diesen  Punkt  klarer  ans  einander  ■ 
eelzen:  Ich  halte  den  Gedanken  für  gut,  nach  welchem  der  teeb 
ntscbe  oder  profoasionellc  Unterricht  Specialanslalten  snv^rsu 
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Se  ta  dftD  StSdlCD  ge^rfiiKlet  sinil,  weklie  die  MUlelpankle 
lda*tri«llttii  uiitl  rnmiiiercicilen  Beilegung  aufmachen,  und  ta 
I  die  Jünglinge,  nelche  sich  einem  bestimmten  Berufe,  iler 
lldastfi«',  dem  Handel,  dem  Laniibou  nidmeri  Hollen,  eine  xweck- 
tnissllte  Allgemeine  und  Specialbilduti);  erlangen,  wo  also  det 
UnterTicbt ,  besonders  der  in  den  positiven  Wissenschaften,  unter 
len  (icsichts punkte  ihrer  prabtinchen  Resultate  eitheill  wird. 
IMMe  Principicn,  wie  sie  unser  (ieselx  enlhHll,  finden  wir  von 
PoB)tre,  van  Saiul-Marc  Girardin,  von  Arago  und  van  allen 
lenjenlgen  eni]ifoh1eii,  welche,  hin  jetzt  ohne  glGcklichen  Erfolg, 
ebeiiMo  in  Frankreich  ein  System  von  proressionellero  SecundUr- 
tntrrricfat  organlsiren  wollten,  für  den  man  von  Salvaiidy  bis 
M  dem  gegenwärtigen  Minister  des  riffentliclien  Dnterrichts  nichts 
BeMerrf  lu  ersinnen  wusate,  als  die  Zneilheilung.  Werden  aber 
ßtat  Principien  wirklich  angcwenifel  werden  und  sind  sie  bei 
[»genwSrtigen  Zustande  Ilaliene  anwendbar?  Wenn  wir  un- 
k  aaf  die  Mittel  richten,  welch«  die  gefallenen  Re- 
vierzig  Jahre  hindurch  den  JGngtingen  Italiens  für 
lechniachen  Unterricht  darboten,  bo  ist  die  Ant- 
:hl  sweilelhaft,  und  wir  künnen  a  priori  behaupten,  dass 
te  Princip  für  den  priiklischen  Unterricht,  nach  wel- 
'in  jenen  Instituten  die  Lehrslunden  geE;eben  werden  sollen, 
itM  Bedflrfniss  der  Lehrer  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar  ist. 

Ich  habe  die  nolhwendigen  Bedingungen  zu  beleuchten  ver- 
ucbt,  welche,  meiner  Meinung  nach,  in  Bezug  auf  den  üffent- 
Üchn  Cnlerricht  für  Italien  die  vorwiegenden  sind;  ich  habe  zu 
u^in  verBiichl.  Aai'n  dieselben  in  dringendster  Weine  die-Schöpfang 
einer  Nnrmulachule  für  die  classiechen,  historischen,  pbilusopbt- 
«ben  und  die  reinen  und  angewandten  positiven  Wissenschaften 
mlingen,  und  bin  so  wieder  auf  den  Hauplgegenstand  meiner 
Red«  gekommen ,  nämlich  von  den  gemeinsamen  Zwecken  der 
beiden  Anstalten  zu  sprechen,  die  «vir  heule  einweihen.  Der 
Dnlerrichlsplan  der  Accademia  Scientifica  Letteraria  setzt 
■uiterden  augenblicklichen  ökonomischen  Verhältnissen  dieses  Insti-  ' 
■nta  und  gemäss  den  Küniglicben  Decrcten  vom  Juli  und  November 
in  Unfenden  Jahres  in  erster  Stelle  einen  Normaicursus  zum 
Zweck  der  Ausbildung  der  zukünlUgen  Professoren  der  classischen 
Sprachen  und  Literaturen  und  der  geschichtlichen  und  philoso- 
[ili)Mh«n  Studien  an  den  Secundär-Unterrichls-Anstalten  fest. 
O4S  Gtüuifungsdecret  und  das  Reglement  des  Islilutn  Tecnico 
Sopfriore  bestimmen,  daes  man  in  diesem  Institute  Hahilitations- 
RDgnia»«  tum  Unterrichte  in  den  angetvandten  niatbematischen 
tut  NaturnissenecUaften ,    wie  er  in    den    äccundlir-Uhterricbls- 
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AnsUllen  ertheilt  nird,  «Hangen  tcünne,  und  neon  auch  BUS  M« 
gel  der  nllllitgen  Fonds  diese  ALlheilung  des  Instituts  nnch  nidit 
in  diesem  Jahre  eröffnet  werden  kann,  so  htschäflifrle  die  dire» 
tive  Commission  desselhen  sicfi  doch  mit  ihrer  Organisation  imi 
verCffentlichte  ihr  Programm,  theils  um  die  üffentlidie  Mrinuii| 
auf  eine  Schule  aufmerlieam  ta  machen,  die  fOr  Itatieo  r 
Frankreich  von  den  competenlesten  Männern  seit  1833.  vm 
vergebens,  Terlangt,  eine  der  nichtigsten  Ablheilunf;eii  einiget 
polytechnischer  Anstalten  Europas  auisniachl.  von  denen  ich  noi 
die  von  Dresden  und  Zürich  nennen  nill;  theils  um  die  tiering 
fügigbeit  der  Kosten  ans  Licht  zu  ziehen,  die  zur  Verwirblicliai 
desselhen  aüthig  sind. 

Dennoch  ist,  auch  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Skd 
nomischen  Verhältnisse  beider  Institute  sich  ko  günstig  gestalten 
dass  sie  die  vollständige  Ausführung  alles  dessen 
was  durch  die  gegenwärtigen  Reglements  festgesetzt  ist,  de 
Zweck,  den  ich  ihnen  gemeinschaniich  zuscbriel),  nicht  erfmit 
der  Gedanke  der  Normalscbule  nSmlich,  wie  ich  ihn  oben  «I 
itirte,  ist  nicht  vollständig.  Vm  diesen  Mangel  beklagensvreril 
zu  machen,  trSgt  nicht  bloss  die  Ueberiegung  hei,  das»,  da  dli 
reinen  positiven  Wissenschaften  ausserhalb  des  Umfang«  des  Nor 
maicursus  gebliehen  sind,  die  zukünlligen  Lehrer  derselben  nsc" 
keine  Specialscbule,  die  sie  auf  ihrem  steilen  Wege  unlerstffltxl) 
besitzen,  sondern  eine  andere  bei  Weitem  mehr  ins  Gewicht  b[ 
lende  Betrachtung,  dass  nämlich  sowohl  die  eine,  als  die  aniler 
Ahtheilung  des  Normalcursus,  die  wir  wenigstens  wirklich  Im 
sitzen,  für  eich  diesen  Mangel  mit  empfinden  wird.  Wenn  dii 
Trennung  der  positiven  Wissenschaften  und  der  sprarhltcben 
historischen  und  philosophischen  Studien  immer  für  ihre  ~ 
schritte  verderblich  war,  wenn  sie  bei  dem  gegenwärtigen  Ztt 
Stande  dieser  Wissenschaften  und  jener  Studien  ein  Anschroniarani 
ist,  so  darf  sie  noch  viel  weniger  ein  Grundprincip  dei 
tion  einer  Nurmalschule  bilden.  Sehen  wir  uns  vor,  die  Abtbfli 
lungeii  einer  Normalscbnle,  die  zur  Erlangung  von  Hobilitationi 
Zeugnissen  für  speciellc  Unterrichtsfächer  führen  können,  mit  ein4i 
Trennung  zu  verwechseln,  welche  die  traurigsten  Folgen  fßr  i 
Bildung  der  jungen  Professoren  haben  würde.  Und  lassen  wir  vW 
Allem  ja  nicht  aus  den  Aunen,  dass  dio  Normalschiden  i 
Natur  nach  Schulen  einer  bestinmiten  Methode  sind,  indem  wli 
diese  Benennung  nicht,  wie  man  viele  .labre  hindurch  thal,  Ui 
die  pBdagogische  Methode  beschränken,  sondern  sie  so  weit  i 
dehnen,  dass  sie  die  Methode  des  Studiums  and  die  Methode 
Untersuchnng  In  sich  fasst.  ,,Üie  Philosophen  der  literarisch«!! 
Schule  haben  durch  ihre  Feindseligkeit  und  ihren  Indifferentii 
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die  RrsoKale  der  Nu  In  r  Wissenschaften  den  Weg  xu  jedem 
mliten  Partoebrille  vctsclilossen",  Bctirlcli  ]<a.nx  vnr  Kurzem 
kvoon,  indem  er  oiiiün  Irrthum  ilcr  Melliodv  angriff.  Mögo 
41mct  ^niclili^e  AD8ii|iruch.  aus  seinem  allKemcinaten  GesichtB» 
|Mtnk(c  aufR^rasKt,  «leb  Tollslündif;  i)er  (icmCithcr  liet  iler  L«iluii|; 
(teil  SluiliuiuH  der  neuen  Generuliun  llalien«  bcmiiniiligcn. 

Wenn  aller  noch  die  Normaicurse  unserer  beiden  Insliliite 
beule  aocli  eine  Lücke  laasen,  die,  nenn  »ic  Inrtdaiierle.  ihnen 
(eAMich  «erden  bünnlo,  8o  sind  Kti>  d«ch  iindemlhcila  der  Art 
cfliieliluirl,  daKS  jcdr  Mndificalinn,  die  in  eine  derselben  einge* 
fittri  (Tird  und  dieselbe  auf  dem  anuegebenen  Wege  xn  vervall- 
•Undtfen  atrebl,  dasfclhu  Streben  auch  für  das  Andere  einMchliesst. 
Die  lieideii  Anstalten  haben  also  ein  grnEsea  ge  meinsehn  Hl  iche« 
iBteresKe,  sie  mCiiüsen  xusaroineogehen ,  um  ans  Ziel  «u  selangen, 
hmI  ich  sweille  nicht,  dnss  sie  es  erreichen  werden.  .,  Die  ehren- 
werüiesteti  Hoffnungen  sind  LSbn".  schrei)il  Guixnt  in  seine» 
Mmsircn  hei  dur  Erinnerung,  nie\iel  er,  als  Klinister  des  tiffent- 
Ucbeti  UnlerrichlP  de«  KUniEreichs  Frankreich,  lilr  die  l^rtveile- 
TMg  des  nalurfteschiehtlichen  Muxeum«  zu  FarJs  iiclban  :  ich  wende 
■ich  «n  den  Minister  des  üffenilichen  Unterrichts  de«  Kilnigreichs 
teilen  and  sas^e:  diese  uieino  Hoffnunijen  sind  ehren- 
haft, machen  Sie,  ditss  n'w  nicht  zu  kfihn  sind. 

hdem  trh  von  dein  gemetnsanien  Ziele  tu  den  SpeciaUnecIten 
btMer  Institute  abcrgchc,  bemerke  Ich,  dass  die  Accademia 
Seltntirico  Letteraria  ein  historisch-philoIcRisches  Institut 
oatbiMl,  welches  das  Docturdi[)lom  in  den  histarisch-|)hil(ilugischen 
WiMenseliaften  eu  erlhcilen  berechtigt  ist,  und  dass  das  Utitulo 
Tcenico  Superinre  ewei  Speciulschulen  besilxl.  eine  ffir  Civil- 
Isfflnieure.  eine  andere  tlir  die  Meclianiker,  weli^he  die  bezüg- 
ficbta  Zeugnisse  >:ur  Ausübnni;  dieser  Berufsxiveige  erlbeileu. 
AuMcrdein  »erden  in  diesem  letzteren  Institute  im  latilenden  Jahre 
■wel  freie  ausserordentliche  Curse  gehallen  werden,  niimlich  ein 
CunBR  der  Schnell- KeldmCBskiinde.  in  welchem  unsere  jungen 
hfenieure  mit  den  ausserhalb  Italiens  schon  in  Anwendung  gekom- 
■caen  Mi:thnden  und  Inslrnmenlen,  die  Kur  Abkürzung  der  geodfi- 
Hwfcen  Operatiflnen  bestimmt  »ind.  vnn  ihrem  herOhmlen  Erßnder 
MaKBl  eeniBcht  werden  sollen,  der  andere  über  einen  inleres- 
■■-'—  ■^'■~;i  der  angenatidlen  Zoologie,  Aber  die  Acclimsltsation 
I  der  nulrlirhen  Thierc.  Endlich  hoffe  ich,  dieser 
"  Kurxem  durch  die  edcle  Initiative  der  .\kadenie 
Känsle  eine  8|)ccialschule  t(ir  rivil-Archilekten  hin- 
künnvn. 

I  (las  philnlogisch-bistorisehe  Inxlitut   auch  f&r  jetil  nur 
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wenig  andere  Unterrichtszweige  amfasst,  als  die  der  Normalschale» 
80  kann  es  doch  auch  in  diesen  Grenzen  nützliche  Dienste  leisten, 
da  es  ein  Mittel  zu  einer  vollständig  freien  historischen  und  phi- 
lologischen Bildung  darbietet.  Ich  glaube  aber,  dass  es  erst  an  dem 
Tage  wirklichen  Einfluss  auszuüben  vermag,  an  welchem  die  neue 
Generation,  durch  die  Normalschule  an  anhaltende  und  strenge 
Studien  gewuhnt,  selbst  wünschen  wird,  in  ihnen  fortzuschreiten 
und  sich  zu  vervollkommnen. 

Ich  werde  mich  hier  nicht  bei  der  Organisation  des  Unter- 
richts dieser  Abtheilung  der  Akademie  aufhalten  und  eben  so  wenig 
bei  der  der  Specialschulen  fSr  Ingenieure  des  Instituts.  Die  Pro- 
gramme dieser  Anstalten  sind  veröffentlicht  und  Sie  können  über 
den  Werth  derselben  urtheilen.  Es  scheint  mir  jedoch  zweck- 
mässig, zu  bemerken,  dass  die  Accademia  Scientifico-Letteraria 
und  das  Istituto  Teenico  Superiore  die  wichtigsten  Anordnungen 
ihrer  administrativen  Organisation  gemein  haben.  Das  Princip 
der  Decentralisation  ist  in  ihnen  im  weitesten  Maasse  zur  Anwen- 
dung gelangt,  und  die  Localwirkung  der  directiven  Commissionen 
kann  einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Vervollständigung  and 
die  Fortschritte  dieser  Anstalten  ausüben.  Auch  die  Bildung  die- 
ser directiven  Commissionen  harmonirt  mit  diesem  Principe;  and 
ich  glaube 9  dass,  weil  sowohl  der  materielle  Zuschuss,  als  die 
Gemeinde  und  eine  hochverdiente  Privatgesellschaft  durch  Erlaub- 
niss  des  Gebrauches  der  ihr  eigenthümlichen  Sammlungen  dem 
höheren  technischen  Institute  die  Mittel  darreichen,  es  mit  Recht 
für  nöthig  erachtet  werden  sollte,  dass  die  hohe  Direction  dieser 
Anstalt  einer  Commission  anvertraut  würde,  in  der  die  Interessen 
der  Nation,  der  Gemeinde  und  dieser  Gesellschaft  repräsentirt 
wären ;  die  moralische  Unterstützung,  die  diese  Provinz  immer 
bei  jedem  Werke  des  Nationalinteresses  dem  Gouvernement  ange- 
deihen  lässt,  die  Sorgfalt,  die  Kosten  und  die  Opfer,  welche  sie 
gebracht,  um  die  Zustände  des  Elementar-  und  Secundär- Unter- 
richtes zu  verbessern,  dürften  es  der  Regierung  rathsam  erschei* 
nen  lassen>  diese  Commissionen  aus  Vertretern  des  Staats,  der 
Provinz  und  der  Gemeinde  zusammenzusetzen.  Endlich  in  An- 
betracht des  gemeinsamen  Zieles  beider  Institute  stelle  man  einen 
Zusammenhang  zwischen  diesen  Commissionen  in  ihrem  Präsi- 
dium her. 

Erlauben  Sie  mir  noch  einige  wenige  Worte  über  die  Special- 
schalen des  höheren  technischen  Instituts.  Die  Traditionen  des 
Berufs  der  Ingenieure  sind  in  unserer  Provinz  so  ehrenvoll,  dass 
nach  meiner  Meinung  es  ein  schwerer  Irrthum  wäre,  denselben 
bei  der  Organisation  von  Schulen,  die  zur  Ausbildung  von  Inge- 
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licttlimml  Kind,  nicht  Rechnung  ^u  lrai>en.  Aber  andet- 
Mit*  steht  vuii  ihiit!»  vnlUlIincliß  re»l,  dass  sio  diesen  Traclrtio- 
noi  nicht  treu  ««''lieben  «iml,  indpin  sie  beinahe  totUtHndlg  den 
passen  Fortechritlttn  der  nngewandlen  Wiesenscbaneu  fremd  hli#- 
iHn  und  den  Geist  und  die  Atisdehnungstipbäre  dieser  Bernfs- 
tnrelKe  im  Verhültniss  tu  diesen  Pottschrillen  zn  niodiliciren  un- 
tcdleKMti.  Die  Fremd herrschaf)  zerriss,  um  die  Wahrheit  zu 
RigMi,  den  Faden  dieser  Tradilinnen,  indem  sie  jene  Abso- 
ikliarirn  Temichtele,  welche,  Collegien  genannt,  einige  Jahr- 
bendtrie  hindurch  vorzugsueise  die  iiewe^ende  Kraft  für  den 
FmlKhiilt  des  IngcnieuriTeBens  abgaben,  und  denen  wir  jene 
Sealen.  jene  Kauäle  verdanken,  nelihe  einen  so  grossen  Einflnas 
W  in  Benasfierung  und  den  Ackerbau  hallen  und  die  auch  heute 
ntcb  die  juristische  Grundlage  in  vielen  Streitigkeiten  bilden.  Die 
SlUaten  dieser  Collegien  enthalten  Disciplinen  zur  Uebung  von 
B«niliu<rcigen ,  die  heul  zu  Tage  auTgegelien  sind  und  die  doch 
»cht  iireckmSssig  iti's  Leben  zuröckgerulen  werden  künnten.  Sn 
U»t  iich  z.  B.  der  Oedanbe  der  Theilung  der  BerufsKtveige  der 
hgeuivur«.  Arcliilekten,  Geomeler,  Feldmesser  und  der  dazu 
Sllimideii  Studien,  ein  Gedanke,  den  wir  heute  auf  der  höchsten 
JibCe  in  den  pnlytechni«cheii  Anstalten  Deutschlandi^  angewen- 
dtl  »eben  und  den  wir  für  unser  Institut  adoplirt  halten,  in  die- 
len Stafulen  verlheidigl  und  von  den  Gouverneuren,  die  aus  den 
SyDdicis  oder  den  Beamten  des  Cnllegiiime  gewählt  wurden,  mit 
Eiftt  featge halten.  Ich  spreche  nicht  von  den  anderen  ausgezeich- 
Bet«D  Bestimmungen,  die  den  zwülToder  dreizehn  Statuten,  n eiche 
du  Collegium  von  Mailand  von  1565  bis  1775  hesass,  gemein 
men,  ich  werde  nur  zwei  Auszüge  aus  dem  letzten  derselben 
luFilhreo,  das,  wie  wenigstens  Verri  schreibt,  unter  Inspiration 
dtn  beiCihmlen  Frisi  zusammengeslelll,  mir  das  vollstfindigste 
Ulli]  am  Beoten  redigirle  zu  sein  scheint.  Ich  schicke  voraus, 
6n  zu  jener  Zeit  die  Scliulen  des  Palatin,  die  in  diesen  Palast 
der  Brera  verlegt  waren,  ausser  den  litterari sehen.  Ökonomischen, 
jiiistlscbeo  und  medicinischen  Unterrichtszweigen ,  die  Parini, 
Soive,  Beccaria,  Lampugnant  und  Mnscati  anvertraut 
"Iren,  einen  Cursns  von  drei  Jahren  mit  den  Specialzweigen  der 
Physik,  Mechanik.  Uydraulilt,  Civil- Architektur  u,  s.  w.  zum  ün- 
tnriclile  der  Ingenieure,  Architekten,  Geomeler  und  Feldmesser 
ntfusten.  Viele  Artikel  dieses  Statuts  drehen  sich  um  die  Be- 
Mnngen  des  Collegiums  zu  dieser  Schule;  —  „Sobald",  schreibt 
du  Dtmliche  Statut,  „von  dem  Collegium  die  Lösung 
von  Prägen  der  Architektur,  der  Hydraulik,  der  Ab- 
lehtlzung  von  GrundsKicken  u.  s.  w.  verlangt  wird"  (und 
^er  begrein,    wie  wichtig  dieses  Amt  oder  diese  Pflicht  des 


^iBriosc/ii:  Rede  geholt,  bei  der  felerL  Eröffn.  der  Accademia  eic. 

CoUegiums  war),  „und  die  Fragen  Gegenstände  betref- 
fen, die  von  den  geometrischen,  mechanischen  und 
hydraulischen  Theorien  abhängen,  und  nicht  Objecto 
der  reinen  Praxis  sind,  so  wird  man  eine  Abschrift  zwei 
Professoren  der  Schule  übergeben,  damit  diese  schrift- 
lich ihre  Meinung  sagen,  dieselbe  den  Syndicis  der 
ersten  Versammlung  übergeben,  und  diese  zur  grus* 
seren  Klarheit  bei  den  Verhandlungen  des  CoUegiums 
dienen  können."  Und  in  einem  anderen  Artikel:  „Da  die 
praktischen  Wissenschaften  der  Ingenieure,  Archi- 
tekten, Geometer  und  Feldmesser  den  Gebrauch  ver- 
schiedener Maschinen  und  Instrumente  verlangen,  so 
soll  zur  grösseren  Bequemlichkeit  des  öffentlichen 
Unterrichts  für  sie  auf  Kosten  der  Casse  des  CoUe- 
giums Sorge  getragen  und  dieselben  in  einer  der  beiden 
Schulen,  die  im  Gymnasium  der  Brera  zum  Unterrichte 
der  Ingenieure  bestimmt  sind,  aufbewahrt  werden,  und 
jedesmal,  nenn  dieselben  von  den  Ingenieuren  oder 
den  Meistern  der  Militär-Architekten  verlangt  wer- 
den, soll  fQr  einige  Tage  der  unentgeltliche  Gebrauch 
gestattet  sein.*' 

Wenn  ich  einen  Augenblick  Ihre  Aufmerksamkeit  auf  die  Er- 
innerungen der  Vergangenheit  zu  richten  versucht  habe,  so  tbat 
ich  dies  nicht  sowohl  deshalb,  um  vorzugsweise  die  Ingenieure, 
welche  dieser  Versammlung  beiwohnen,  an  die  Wichtigkeit,  welche 
diese  Collegien  und  die  gegenseitige  Unterstützung  zwischen  Col- 
legium  und  Schule  für  uns  gehabt  haben,  zu  erinnern,  als  des- 
halb, um  mir  den  Weg  zu  bereiten,  ihnen  zusagen:  Die  Schulen 
sind  wiedergeboren  und  heute  weihen  wir  sie  ein ;  lassen  Sie  jene 
Associationen  Wiederaufleben,  lassen  Sie  sie  wiedererstehen  im 
Geiste  unserer  Zeiten  und  Sie  werden  in  diesen  Schulen  jede  Art 
der  Unterstützung  fmden! 

Meine  Herren,  ich  habe  in  grossen  Zügen  den  Geist,  die 
Ziele,  die  zu  hoffende  Zukunft  der  beiden  wichtigen  Institute  zu 
zeichnen  gesucht.  Dem  Minister,  der  mit  gerechtem  Stolze 
sagen  kann,  ich  gab  ihnen  diese  Grundlage,  empfehle  ich 
ihre  Weiterbildung ;  Ihnen,  die  Sie  durch  Ihre  Gegenwart  zeigen,  dass 
Sie  den  Werth  derselben  erkannt  haben,  empfehle  ich,  die  öffentliche 
Meinung  auf  dieselben  aufmerksam  zu  erhalten.  WMr  werden  dann 
in  nicht  zu  langer  Zeit  von  diesen  Schulen  sagen  können,  was  Arago 
von  der  französischen  polytechnischen  Schule  sagte: 
„Sie  »et  mehr  als  eine  Schule,  sie  ist  eine  National- 
anstalt!«' 

[Auszog  aus  der  Rivista  Italiana.] 


r  ■  ■ 
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III. 

Zur   Ballistik. 

Einige  Integrale,  welche  bei  der  Auflösung  des  bal 
listischen  Problems  vorkommen. 

Von 
Herrn  Dr.  Ligowskiy 

Ukrw  in  der  vereinigten  Artillerie-  nnd  Ingenieortchule  und  am  See- 

Cadetten -Institut  in  Berlin. 


im  228ten  Bande  des  Archive  Nr.  XXVI.  kommt  Herr  Pro- 
hsior  Grün  er  t  bei  der  daeeibet  gegebenen  neuen  Auflösung  des 
^•tischen  Problems  auf  Integrale  von  der  Form : 

fVdu   und  fü'Htdu, 

wobei 

P=:c  — ttVTTtt*— In(tt+Vl  +  tt«) 

ist  Fahrt  man  in  diese  Integrale  f&r  «  die  hyperbolische  Fun- 
ctioD  5hi9>  ein,  dann  wird: 

du  :=  (oi^  q>dq)    und    C7  =  c  —  5ilt 9  (f 00 9 — tp, 

<^er  anch,   da 

Sin  9>  (fo0  (p  =  i$in  2q) 

17=  c  — 45iit2g)  — 9,  ' 

niittin 

dV  =:  --  ((£062ip  +  l)d(p  ^  '-2l£of^<p^dfp. 
Att  fü*du  wird  nun  fVÜ^qidtp. 


Durch  theilweise  Integration  ergiebt  ssch: 

Integrirt  man   auf  der  rechten  Seite  noch  einmal  theilweise,   so 
entsteht : 

2) 
/  ü"  €e»  ipdip  =  t7«  Sin  9 + ^  ü—^  «e»  ^,^2n(2n-2)^  D»-«€o»9«rf». 

Eioe  nochmalige  Integration  liefert: 

2n 
3)  /  ü«  «0»  (pdq>  =  P'Sin  9)  +  y  ü'-^  Hot  q>' 

+        3"s~     ü— »5ltt9(«9»9)4  +  J«c»9)«  +  !) 

2n(2n-2H2«-4)        ./tfw^' .  **»*''V«**'*»''\ 
2n(2n-2)(2n-4)(2«-6)  ^„._4/«e»y\  ,€e»<p'     «W^'X. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorstehenden ,  dass  das  Integral 

je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist,  zurflckgefBhrt 
wird  auf  die  Integi'ale 

f(£o»tp^^^d(p   und   füSof^tp^-^^äfp. 

Zur  Bestimmung  von  fSof^fp^^^dtp  ergiebt  sich  durch  theil- 
weise  Integration  die  Reductionsformel : 

4) 
I  2r 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  man  erhält: 

Aus  JVSof^qfl^^^dfp  wird  durch  theil  weise  Integration  gefunden: 

füito»q>^^^d(p  =  [7  «00  9*"  Sin  9  +  2feoi^(p^^^$intpdq> 

-  2rfüit0il^q^-^SUtqfldg>. 

Setzt  man  Rir  Sin?)*  seinen  Werth  (fo09>'— 1»  so  entsteht  nach 
einer  einfachen  Reduction  und  Integration: 
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6)    • 

Eine  wiederholte  An wendang  dieser  Reductionsformel  giebt,  wenn 
man  berflcksichtigt,  dass  nach  No.  2) 

füio^  (pdq>  =  ÜSUi  g>  +  J  460  9» 
wt, 

+  2r+l  ^  (r-1)^    2(r-^)+3  * 
Mit  Ufilfe  der  vorstehendeo  Formelo  erhält  man  nun  sofort: 
8)  fü  CO0  (pdq>  =ÜS\nip  +  l  «C0  9», 

9) 

10) 

fiJT 

+  V«o09»(}tfo09*  + A«O0g>*+W. 

11) 

/P*&0  9)(f  9> = ir*5tit  g? + f  (7»  tfo0  g>»  +  V  «7«  Sin  g)  ((fO09*-f  1  ioiHpHi) 
+  V^«o8g)»a«o094+Ä«o09«+S) 

+  W5itt9(,V«o09'+H*tfo«g>*+Sm(«o0g>*+J«o«9*+J))- 

Das  Integral  fV^udu  geht,    wenn  Shtg)  ffir  u  gesetzt  wird, 

fiber  io  : 

fü^io^^S\nfpdq>, 
(Kler,  da 

5iit9>tfO09  =  i5ift29> 
K  io : 

12)  /C^»tii2tt  =  4/(c— iSht  2g>— g))«5ht  2g)rfg). 

Settt  man  ^  statt  29,  so  entsteht: 


I 
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Wenn  zur  Abkürzung  2c  —  if;=  F  gesetzt  wird,  so  erhält  mao :        \ 

13)  fü^udu  =  a)«+*/(  F— 5t«tf;)«5intpdtfi, 
also  auch : 

U=fl 

14)  fü*udu  =  {\Y-^'^  Z  (-.l)/"(n)^/F»-^5intf>^+*dt|>. 

Ai=0 

Das  gesuchte  Integral  ist  daher  zurückgefilhrt  auf  Integrale   von 
der  Form : 

Durch  theilweise  Integration  wird: 

fVPSinrif^dtjß  =  VPSln'tlf^'^  tfoet^  — /«O0tf;d  Fi»  Sfit^»'-* 

=  FPSint/;»-^  (Toetf;  +  pf  Vp-^  Sin  ^»-*  tfotf^rf^ 

—  (r— 1)/  Fi»5fnt|>'-««O0*«d^. 

För  tfo^tf;*,  l  fSttt'^^  eingesetzt,  giebt  nach  einer  einfachen  Um- 
formung und  theilweiser  Integration: 

15)     /  vpstnrd^  ^r^inr-^  go>  t  ^g  ^^_,^^^  ^ 

T  r 

+  ^^^i=^/Ff»-*5iii^»'d^  -^/FP5intp^-«rf^. 

Durch  Anwendung  der  Formel  15)  erhält  man: 

16)  /  VSitlflfdflß  =  F(ro«t/;  +  5fltt/;, 

17)  /  r^Sin^drff=zV^i£o^rff  +  2  F5iftif;+2(fo«if;, 

18) 
/F»5I«^^  =iF^«O0ij;  +  SFa^fii^  +  6F<O0if;+65in^, 

19) 
/  F*5ittt(fdT/;  =  F*  tfo»iJ;+4  F»5ffit|^+12  F«  (fO0tp4-24  F5ffii/;+24tfo0^, 

20)  fSin^^dfif  =  45inif;  tfo0ij;  +  i  F, 

p 

21)  /F5int/;«dt(f  =  -^5ifHJ;tfo0tf/  +  i5tniJ;*+iF«, 

22) 

F*  F  FF» 

/F«5ini/;«d^=-2-5ttt*(fo0t/;+ 2-5in^«+i5fit^«O0t+ |-+ -^t 
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23) 
/F»5tii^*rf*  =  4r»5iii^«O0^  +  JF«5ini/;»  +  {F5fttt/;(ro0i/; 

+  |5ifHJ;«+?F«  +  iiF*, 

24)  fSin  ^»d^  =  45in  ^«  tf 00 1/;  — !  «C0 1/; , 

25) 
/F5iiiV^i^  =  4f'^«tt**tfo«^*  +  i5fntl;3  -  !  Ftfo0ip  ~  ISiin}^, 

26) 
/  r^Stn  ^^d^ = 4  F«5Jn  t/;«  tf 00  ij;+!;  F5ttt  t/;8+  a\  5f  It  tf;«  «00 1/;~  a*r  tfO0t/; 

—  iF*(ro0t/;  —  JFStfIt/;  —  JtfC0t/;, 

27)       fSinilf^dflf  =  45ifii/;»«C0t/;—  •5fntf/tfc0if^  —  ?  K, 

28) 
/  FStil  iM^  =  i  F5f  It  t|;8  «00  t/;  +  j\  5m  t/;*—  J  KSffl  1/;  «00  ^  -  A  Stil  i(;« 

-i^uF*, 

29)     /5tfltI;»rft|;  =  15mt{)*«O0ip-A5ltttf/««O0V;+r\tfO0t>/. 

Die  Formel  14)  in  Verbindung  mit No.  16)  bis  No.29)  giebt  nun: 

30) 

/C7tuitt= J/(  F-5fn^)5fit^€£^=TV[F(2«o0V;-l) +5int/;(2-«o0^)], 

31)  fü^udu  =  i\f(r-  5inif;)«5in  ipdif; 

=  11  [  F«(2  tf  00 1/;  -r  l)+2  F5fni/;(2-tf  O0T/;)-f  45JltT/;«(2«O0V;-3)+S«O0t/;], 

32)  /  ü^udu  =  b'ä  /( V—  Sin  ^)»  Sin  t/;rf^ 
=  öV[F»(2tfo0tJ;-l)  +3Fa5Jit^(2— «O01J;) 

+  4F(45fn^*(2«o0i|;— 3)  +  32«O0t|>  — 3) 

+  J5ifit|;»(4— 3tfo0i(;)+  45in  t/;(32- 3  «00  ij;)], 

33)  fü^du  =  BV/(F-5iliif;)*  5lit  if;rf^ 
=  r4w[F*(2«O0iJ;-l)+4F»5fitt»;(2— «O0V^) 

+  4  F»  (4  5llt  tp«  (2  «00  tf; — 3)  +  32  «00 1/;  —  3) 

+  4F(25tfltf;»(4-3«O0i(;)+35fliiJ;(32— 3«O0<f;)) 

+  ^a5h!T;;*(4tfo0t(;-5)+ A5ifliJ;«(32«O0i/;-3)+»  JS»  «00  ij;]. 


Nachtrag. 

In  demselben  ßande  des  Archivs  auf  Seite  395.  hat  Herr 
Professor  Grunert  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Flug- 
bahn die  Gleichungen 


j:. 
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und 

gegeben.  Führt  man,  wie  in  dem  Vorstehenden,  Sintp  statt  « 
ein  und  setzt  tgtr^Siity,  dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  x 
und  y: 


und 

y 
Bezeichnet  man  die  unbestimmten  Integrale 

durch  /(g))  und  FXqf),   dann  sind  :r  und  y  gegeben  durch 

5) ^  =  5(/l[y)-/r9)) 

und 

6) y  =  5(^(y)-^(9>)). 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

l  +  lk(5V=^W    und    ^c5=siA, 
dann  ist: 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich: 

Wenn  /(To^  ^^dg)  = /\  gesetzt  wird,  dann  entsteht  durch  weitere 
Integration : 

Wir  bezeichnen: 
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fPidofiipVq)  durch  P%^ 


fPrSO»g>^d(p  durch  Pr+i; 


dann  «fgiebt  sich  aus  Mo.  7)  durch  fortgesetzte  theilweise  Inte- 
gratioo : 

üi    /r-,^-1 /'*«*''*     AP.  .2!Ä«P,     3!A»/»,     4!A^ 


•  •  •  •  ^^ 


W^» 


oder  anch 


+4!  (^)'  P4-. ...  +  (-  l)'r!  (^y^'  Pr 
Integrirt  man  F(«p)=  i  — W"^  theilweise,  so  entsteht: 

10) ....    ,X9)=^-a/^^,2^. 

und  nach  einer  zweiten  Integration : 

11)        F(9)=*(3^-A^'  +  2A«/«?^). 

SetMD  wir: 

f(iO»q>'dtp       =Qi, 


/QrCEo«  q>*d^  =  Qr+i ; 
dana  ergiebt  sieb  aas  No.  11)  darcb  fortgesetzte  Integration : 

_y  -_./3Slii9     A<go»y»  .  2tA'Q,      3!Ä»<?,     4fA«Ö, 
-I ^pjqs +(-l)'+i(r+l)IA'+y   ^qrj j.    r^2 
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oder  auch: 
12)    F(v)=^(3(A)sht9.- (^y «o».p»  +  2!(Ay Q^ 

Wenn  die  Reihen  in  No.  9)  und  No.  12)  convergireo,  dann 
lassen  sich  zu  jedem  fp  mit  Hiilfe  von  No.  5)  und  No.  6)  x  und 
y  berechnen. 


IV. 

Construction  derjenigen  linearen  Differential-Gleichung, 
deren  particuläre  Integrale  die  Producte  der  partica- 
lären  Integrale  zweier  gegebenen  linearen  Differential- 
gleichungen sind. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

misfseror<tentlichciii    Professor    der    höheren    Mathematik   am   k.  k.   poly- 
technischen Institute  za  Wien. 


Wären   etwa  gegeben   folgende  zwei   lineare  Diflferentialglei- 
chungen  der  zweiten  Ordnung: 

1)  y"  =  »»y'  +  ny, 

2)  ^?''=f*V  +  vfj; 

in  welchen  m,  tiy  [i  und  v  beliebige  Functionen  von  w  bedeuten 
mcigen,  und  es  sei  zu  suchen  eine  solche  lineare  Dlfferentialglei- 
chuns:  in  u,    für  welche 

3)  u  =  7iy 


|R 


äifniwti  der  parUc.  Intepr.  zweier  pegeb.  linear.  DifT.-GMch,  sind.  63 
^    ht  ADS  3)  folgt : 

5)  u'^^fiff  +  2ri'y'  +  ly'y; 

:    vnj  setzt  man  in  5)  statt  y"  und  ti"  ihre  aus  1)  und  2)  hervor- 
geheata  Werthe,  so  erhält  man: 

tt''  =  mriy'  +  fiyiy'  +  2Vy'  +  (n  +  v)yi?, 

oder  geordnet : 

6)  u'*  —  (n  +  v)  i«  =  wityy'  +  myfi*  +  2iy'y'. 

Differenzirt  man  diese  Gleichung,  und  setzt  man  hierin  sogleich 
'   wieder  statt  y"  und  ri"  ihre  aus  1)  und  2)  folgenden  Werthe,  so 

erhält  maa : 

7)  ti*' -  (n  +  v)tt'  -  (n'  +  v'  +  m?i  +  fiv)M 

Differenzirt  man  nun  diese  Gleichung,  so  erhält  man  nach  einigen 
Rednetionen : 

8)  t«""  —  (n  +  v)  tt"  —  (2n'  +  2  v'  +  mit  -f-  f4v) «' 
-(n*+v''+mn'  +  fiv'  +  2m'n  -|- 2|i4'v  +  m^i  +  f4«v  +  4wv)u 

=  fi'y'  (4m'  +  4^'  +  4m« + 4^« + 2«  +  2v + 6wif4) 
+  W'  ("»"  +  3«»»'  +  m'  +  5m  V + Sfiv  +  ^v^) 
+  ^'y  (f*''  +  3^ft'  -f-  /|3  -h  5it^  -h  3mit +2n'). 

Werden  nun   aus   den   drei   Gleichungen  4),  6)  und   8)   die  drei 
Grucsen 

V^'  f   vy'  >  n'y 

«liminirt,  so  erhält  man  eine  lineare  Differentialgleichung  vierter 
OrdooDg  in  u,  und  diese  Gleichung  ist  die  gesuchte. 
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V. 

CoDstruction  derjenigen  linearen  Differentialgleichung, 
deren  particuläre  Integrale  die  Quadrate  sind  der  par- 
ticulären  Integrale   der   linearen  Differentialgleichung 

Von 

Herrn    Simon   Spitzer, 

ausserordentlichem   Professor   der   höheren    Mathematik   am   k.  k.  |>ol^- 

technischen  Institute  zu  Wien. 

Ich  setze 

dann  ist: 

3)  t'  =  2yy, 

4)  2^  =  2y3r  +  V*- 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  X^y  und  setzt  man  sodann 
statt  X^y"  den  aus  1)  folgenden  Werth,  so  hat  man: 

und  setzt  man  hierin  statt  ^yy^  seinen  Werth  %' ,  ferner  z  statt  y^, 
so  erhält  man: 

Wird  diese  Gleichung  abermals  differenzirt,  so  erhält  man: 

Setzt  man  auch  hierein  fiSr  X^y"  seinen  aas  1)  folgenden  Werth, 
so  hat  man : 

oder,  statt  lyy'  seinen  Werth  2'  gesetzt: 

6)  X^t'"  +  ( j;'  +  ^i)  **  +  (*i '  +  -t-Xo) »'  +  2Ao'  t 

=  {^X^  -  AX{)y>^. 

Durch  Elimination  von  y'*  aus  5)  und  6)  erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung,    und  diese  ist: 

Jf,«  j"'  +  3*1  A,  i"  +  (jr,'  JTa-  Jf,  X^  +  4  Jo*.  +  2A,«) :' 
+  (iX^Xi-i.'iX^'  X^-1XoX^')z  =  0. 
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Zwei  geometrische  Aufgaben  aus  der  Kurvenlehre. 


Herrn  Oberst  von  DetutiU, 

n  HcTnllinäphligleD  liei  der  Bandea-Milttair-Coi 

in   Frankfitrl  i.  M. 


I.     Aufgabe. 

I  einem  gegebenen  Kreise  VDV  (Taf.  I.  Fig.  1.)  ist  der 
r  C'/>=r  in  ^  80  gelbeilt,  Anas  AD^\T  =  a  is(;  erricb> 
t'xB  A  auf  CD  die  Senkrechte  AB  und  verläogerl  dieselbe 
f,  dann  \st  AB^AG^^ii.AD=^a,  alao,  wenn  man 
k  0  ond  AG  in  O'  halbirt,  AO=OB=AO=0'G  =  a. 

Denkt  man  sieb  nun  die  Linie  AB  dergestalt  stetig  bewegt, 
^i  der  eine  Endpunkt  B  auf  dem  Umfange  des  gegebenen  Krei- 
*»  fartrrickl,  »ährend  der  Mittelpunkt  O  beständig  in  der  Linie 
oO  «der  ihrer  VerlSngeruiig  bleibt,  dann  beschreibt  gleicbieitig 
'ierandere  Endpunkt  A  eine  Kurve,  deren  Gleichung  gesucht  wird. 


A  u  f  I  i 


1  II  g. 


Beginnt  die  Bewegung  der  AB  in  der  Art,  dass  B  auf  dem 
Bogra  BZ  V,  aisu  der  Mittelpunkt  O  in  der  Richtung  von  O  nach 
AfDrlrQckt,  so  nimmt  die  Kurve,  welche  A  beschreibt,  ihren 
Ailug  in  A  und  läuft  oberhalb  AB  von  der  Linken  /.ur  Rechten. 
Wx  PuDkl  B  kann  auf  dem  Umfang  des  gegebenen  Kreises  nur 
bU  loa  Punkt  V  gelangen,  dessen  senkrechter  Abstand  VW  von 
iAcieicb  ist  OB=a;  alsdann  fällt  O  in  )V  und  A  in  P,  wo 
^W=  WP=fi.  Bei  fortgesetzter,  also  rilckschreilender  Bewe- 
P>t  <'b'  Punktes  B  von  F  nncb  B,  kehrt  B  in  seine  ursprCIng- 
Lage  xuräck,  «-ährend    0  nach  Qund  A  nach  ä  gekommen 
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ist,  in  welchem  letztern  Punkte  daher  AS  zum  zweitenmal  von  der 
Kurve  geschnitten  wird.  Die  Kurve  nimmt  nun,  während  sich  B 
auf  dem  Bogen  BD  von  B  nach  D  bewegt,  den  in  der  Figur  an- 
gedeuteten Lauf  unterhalb  AS  und  schneidet  CD  in  T,  wenn  B 
in  D  und  O  \n  A  angekommen  ist.  In  T  tritt  eine  veränderte 
Richtung  der  Kurve  ein;  denn  während  sich  B  über  D  hinaus 
auf  dem  Bogen  DG  und  O  von  A  nach  O'  fortbewegt,  beschreibt 
A  den  rechts  von  CD  liegenden  Zweig  TMA;  es  wird  daher  die 
AS  zum  drittenmal  von  der  Kurve,  und  zwar  in  A  geschnitten. 

Der  fernere  Verlauf  der  Kurve  links  von  CD  ist  genau  so, 
wie  derselbe  eben  für  den  Theil  rechts  von  CD  beschrieben 
wordea  ist:  Der  oberhalb  i^iS' .liegende  Zweig  entsteht,  wenn  B 
von  G  bis  V*  und  demnächst  von  V  wieder  zurück  nach  G  rGckt; 
der  unterhalb  AS'  liegende  Zweig  S2\PT  wird  durch  die  Bewegung  ' 
des  Punktes  B  von  P  nach  D  und  endlich  der  Zweig  TM'A 
durch  das  Fortschreiten  des  Punktes  B  von  D  nach  B  beschrie- 
ben. Es  geht  hieraus  und  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor, 
dass  die  Zweige  der  Kurve,  welche  rechts  und  links  von  CD 
liegen,  einander  gleich  sind,  und  dass  man  daher  nur  einen  dieser 
Zweige  zu  bestimmen  braucht,  um  zugleich  den  andern  zu  haben. 
Da  aber  jeder  Zweig  wiederum  aus  drei,  dem  Anschein  nach 
verschiedenen  Aesten  besteht,  nämlich  der  Zweig  rechts  von  CD 
aus  den  Aesten  APS,  SNT  und  TMA,  so  werden  wir  die  Glei- 
chung fiir  einen  jeden  dieser  drei  Aeste  entwickeln  und  dann 
untersuchen,  ob  sich  hieraus  eine  allgemeine  Crleichung  fOr  die 
ganze  durch  die  Drehuog  der  AB  entstandene  Kurve  ableiten 
lässt. 

Für  die  Entwickelung  dieser  Gleichungen  nehmen  wir  SS' 
und  CD  als  Koordinaten  -  Achsen,  A  als  den  Anfangspunkt  an  und 
zählen  die  Abscissen  von  A  nach  S,  die  Ordinaten  von  A  auf 
AD  und  AC. 

1.    Gleichung  für  den  Zweig  APS, 

Gesetzt  der  Punkt  F  (Taf.  I.  Fig.  1.)  der  Kurve  sei  entstan- 
den, indem  sich  AB  in  die  liage  YZ  begeben,  so  dass  E¥=zEZ 
=  a  ist,  dann  hat  man,  wenn  man  FA  senkrecht  auf  i^jff  fällt,  für 
Fdie  Abscisse  AX:=:x  und  die  Ordinate  YX==y.  Setzt  man 
OEzzzu,  dann  ist,  weil  OX=^a — x,  X£=za — x-{-u  und  es  folgt 
aus  dem  rechtwinkligen  A  EXY: 

(a-^x  +  uf^a^^yi^ 

also  

a:=a+t£j:Va2— y« (I) 
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Im  AoflOfiung  der  Aufgabe  ist  mithin  nur  erforderlich^  tf  durch  a 
nd  }j  aaszudrücken.  Zieht  man  zu  dem  Ende  BZ,  BC  und  CZ 
nd  setzt  den  Winkel^uro  welchen  sich  AB  gedreht,  am  au«  der  Lage 
ABmdie  Lage  ¥Z  zu  kommen,  nämlich  ^AEYss  g>,  ferner 
ZBCZ=z^,  j^CBA  =  a  und  CB=CZ=zr,  so  sind  a  und  r  ge- 
gebeoe  Stucke  und  man  kann  die  Abhängigkeit  der  beiden  Winkel 
9  oid  ^  ?on  einander  bestimmen,  indem  man  aus  jedem  der 
betdeo  Dreiecke  BCZ  und  BEZ  die  gemeinschaftliche  Seite  BZ 
ausdruckt  und  die  erhaltenen  Werthe  gleich  setzt. 

Es  ist  nämlich  im  ^BCZ,  weil  ^CBZ  —  ^O^—i'^^  ist: 

i^Z:r =sinif; :  cos^if;, 
folglich 

r  sinib 

ÄZ=-^; (-2) 

ferner  ist  im  ^  BEZ,  weil  ZI:äZ=900— (iif;— «)  ist: 

BZ:  0 = sin  9 :  cos'(i  ^  —  o)» 
also 

ßZ=       °f'7     ,;  . (3) 

cos(iif; — a)  *  ^  ^ 

ood  es  folgt  ans  (2)  und  (3) : 

rsin  ^cos(lifi— ix)  =  a8in9>  cosi'^^.  .' .   .    .   .(4) 

i^timmt  man  nun  noch  FZ  aus  ^  CFZ  und  EF  aus  ^  l^JEJF 
und  bemerkt,  dass  FZ  ■{■  EF=EZ:=a,  so  erhält  man  noch  eine 
^eitere,  zur  Aoflosang  der  Aufgabe  erfordetliche  Gleichung«  Man 
fi*t,  weil  im  ^CFZ  der  ZC/''Z=:18(K>-(«+9)iat: 

FZ:r=sinip:sin(a  +  9), 
rsinif; 

md  weil  im  ^BEF  EB^a—u  ist: 

£F:  a — ti=sin  a :  sin  (a  -}-  9) , 

£;F=^"-"^i''V (6) 

Addirt  man  (5)  und  (6),  dann  folgt 

rsint(;-f  (a — ü)  sina  ^. 

«  == r— 7 — ; — r (7) 

sin(a-f  <)E>) 

5* 


IW  pon  DiwaU:    Zwei  geometriiche  Aufgaben 

lila  lil«loliuiigdn  (4)  und  (7)  reichen  hin,  am  u  durch  a  und  y 
»udr/lekeni  denn  die  in  deneelben  vorkommenden  Funktionet 
Wlnltel»  ^  eind  aue  dem  l^EXT  durch  a  und  u  zu  erse 
r  und  a  aind  konatant.  und  wenn  man  aua  (4)  aint))  entwickel 
in  (7)  aubatilulrt.  ao  verachwindet  ^  und  man  erhSlt  eine 
uhuuK  awlaohen  u,  a  und  y. 

Lüat  mau  aunHohat  In  (4)  coa  (itp— a)auf  und  dividirt  die 
autataheiule  MIelebunR  durch  coai^,  ao  erhält  man: 

raln^coaor-f  raintf'tangl'^^ainaszasin^, 

1  ""^  coa^ 
uuu  Indem  mau  tanglV*  = >    .      aelat: 

raluVeoaa-|-r  aina  (1 — coa^)sa8iR9; 

raiirt  mau  uuu>  der  einfacbera  Reebnuag  wegen  för  r,  sin  a,  • 
dU  ]lab)eaw#rlbe  elu»  weiche  eich  aua  dem  rechtwinkligen  A  * 
a<4Wl  ergekea.  aäwlkh: 

r=  t«.  ablas  |,  cuaa^J: 

daM  iai 

lafo^-fSd— ce«^)=3aia9. 


aiiiVs^^i4aui9— tl^3%  4>^ain<a^ifinS<p;. 

^«Mk  <ia»  ITudhigai^a  <ar  A«%a«  irt  v  xM".  daher  : 
IMaili« ;  «ilk*  kaMi  «^ir  dar  Waraal  aar  «bs  Zmekem  -^  st 

k^aift  iMa  v^  >mm4  si  aii4  «Ammi  tiadac  aMft»  !HiL-Mni  3ian   a 
atti;k  4iK<  Ar  r«  «ift  «  taad  cg^i^ «  di#  W^iHii^  jaa^nc  W: 


^  :=—  ^  -  -4  .>M^ia  ^xH  4  VÄeia«--^«n^o. 


fflW  dfr  h'urcfnlfltre. 


=  -«iFV< 


-    (9) 
n  (1)  Bubstiluitl  giebt  endlich: 

iJ>  (ileichuag  für  den  Zweig  APS. 

Dl,  wenn  ^  poHiliv  und>0  und<a  ist. 

Illt  man,  welches  der  beiden  Zeichen  ^  in  (10)  man  such 
n  lisEt,  fidr^stela  positive  Zahlenwerthe.  Demnach  gehSren 
rm  Zweige  APS  zu  jeder  Ordinale  y>0  und  <a  iwei  ver- 
edene  Abscissen. 


1.   Gleichung  für  den  Zweig  SiST. 

r  Punkt  F  (Taf.  I.  Fig.'i.)  der  Kurve  dadorch  eiitstan- 
die  eich  be»egende  Linie  von  BS  nach  YZ,  mitbin  der 
mkt  von  Q  bis  E  rorlgeiflcltl,  so  ist  EY=EZ=a,  AS 
r  Ahscisse,  YX^=s  die  Ordinate  des  Punktes  Y,  und 
1  EQ  =  u,  also  BE  =  a  —  ti  setxt,  dann  folgt,  weil  AX 
B  +  BE  +  EX  =  ^a  +  a—u  +  EX.  EX  =  x  +  u~3a, 
t  im  rechtwinkligen  ^EXY; 


a;  =  3a  — u+Vn»— «' 


(II) 


mht  man  £Z.  CZ,  Cß,  verlängert  CB  bis  sie  TZ  in  F 
uueicbnet  den  Drehungsivinkel  BEZ^ip,  den  ^BCZ^*lf, 
iltfilirt  ganz  nach  den  oben  unter  I.  angegebenen  (iruodsSlien, 

pi  man  die  beiden  Gleichnngen: 


TBin^cosHiii  +  a)  =  usinipcoBiif, 


.  (12) 


rsin^-f  (u  — w)ai 


j  (13)  vJillig  mit  (7)  übereinstimmt  nnd  (12)  nur  darin 
leicht,  dass  hier  co9(ii^-f  o)  statt  co8(iQi  — o)  steht. 
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Aus  (12)  findet  man: 

sinip  =  Ä(4sio9  +  6±3V"4— Ssiny— sin«9),  .   .  (14) 
aus  (13)  1«=  a-{-\^as\ni\) — a  cosy  —  fasin ^,  .    .  (15) 

und  (14)  in  (15)  sobstifuirt  giebt: 

K  =  3a — acos^j3aV^4  — 38in9> — sin*^.  .    .    .(16) 

Um  zu  entscheiden^  welches  von  den  beiden  Zeichen  db  ^or 
der  Wurzel  Gültigkeit  hat,  berücksichtige  man,  dass  der  Zweig 
SNT,  dessen  Gleichung  wir  suchen,  in  T  endigt,  nachdem  die 
beschriebene  Linie  in  die  Lage  DT  gekommen,  also  der  Drehungs- 
winkel <)p=90^  und  t<=^Q=3a  geworden  ist;  es  muss  daher  fiSr 
jeden    Werth  von  9<90^  auch  tf<3a  werden,  und  dies  kann, 

weil  acos9><aV~4 — 38inq9  — sin^9>  ist,  nur  geschehen,  wenn  vor 
der  Wurzel  in  (16)  das  Zeichen  —  genommen  wird.    Demnach  ist 


tf  =  3a  —  acosy— oV^4  — 3sin^— sin*^.  .   .   .(17) 

Setzt  man  diesen  Werth  von  u  in  (11)  und  verfahrt  im  Uebrigen 
wie  oben  unter  1.,   dann  ergiebt  sich: 

x=i:2V^5ri:p+V4Öa— 3ay-y« (18) 

Da,  wenn  a>y,  auch  2V^a* — y* >  V 4o* —  3ay  — y*,  und  x  für 
den  ZiVeig  SNT  nur  positiv  sein  kann,  so  muss  in  (18)  lediglich 

das  Zeichen  -|~  vor  2Va^ — y^  gelten,  und  daher  ist  die  gesuchte 
Gleichung  des  Zweiges  SNT:  ^ 

X  =  +2V"?^=p+  Via*  - 3ay  -y*-    •    •   •  0«) 

3.  Gleichung  für  den  Zweig  TMA, 

Der  Zweig  TMA  (Taf.  I.  Fig.  3.)  entsteht,  wie  oben  bemerkt, 
dnrch  die  stetige  Bewegung  des  Endpunkts  der  beschreibenden 
Linie  auf  deni  Boj^en  DG  und  ihres  Mittelpunkts  von  A  bis  0\ 
Ist  nun  F  ein  Punkt  der  Kurve  durch  den  Eintritt  der  beschrei- 
benden Linie  in  die  Lage  VZ  entstanden,  so  ist  AX^=zx  die 
Abscisse,  XY  =  y  die  Ordinate  von  F,  und  wenn  man  AE=u, 
also  EXz=ix  +  u  setzt,  dann  giebt  das  rechtwinklige  ^EÄF, 
in  welchem  JEF  =  ci: 

(a:  +  «)*=a«-y«, 
mithin : 

a:  =  -M  +  Vä2^p (20) 


L>  r        .      . 
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Seit  man  BZ,  BC,  CZ,  verlängert  ZY  bis  sie  BC  \u  F  trifft, 
socrgeben  sich  fSr  BZ  aus  den  Dreiecken  CBZ  und  EBZ  genau 
(fieselben  WerChe  wie  oben  in  (2),  daher  auch  dieselbe  Gleichung 
wie  (li)>  und  man  erhält  wie  (14): 


8in^=:A(4sin9-h6J:3V*4— 3siU9^sin>9))  .   .  (21) 

DagegtB  folgt   aus   A  CFZ,    weil  ^  CFZ  =  J80<>  4.  (a  ~  <p)  = 

lW-(f»-«): 

Sin  (9  —  a) 
ond  aus  ^FEB,  wo  EB  ^'la-k^u: 

sin  (^  — •  a) 

:  mitlÜD,  weU  ZF— £:F=Z£  =  a, 

rsinifi  —  (2a-f  ti)sina 
sin  (9 — «) 
woraus  folgt : 

ti=:acos9  — iasin^-l-Vasiotf; — 2a (22) 

Sebtnan  sin ^  aus  (21)  in  (22).  dann  ist: 

ti=  acos97j:aV~4  —  Ssintp — sin'9 (23) 

:  Da  bitr  9  ein  stumpfer  Winkel ,  also  cos  tp  und  a  cos  9  immer 
osgati?  ist,  so  muss^  daffit  man  für  u  eine  positive  Zahl  erhalte, 
▼or  der  Wurzel  das  Zeichen  -|-  gelten,  und  daher  hat  man : 


u  =  acos  9  +  aV^4 — dsinq? — sin^q?, 
uoddies  giebt,  in  (20)  substituirt: 


^  onr  das  Zeichen  -|-  genommen  werden  darf,  weil  x  eine  posi- 
^e  Zahl  sein  muss.    Demnach  ist  die  gesuchte  Gleichung  fSr  den 

a:=+2Vi»^*  — V4a*— 3a3^-iy«.    ...  (24) 

Stellen  wir  nunmehr  die  Gleichungen  für  die  drei  rechts  von 

^   ^Ordinaten- Achse  CD  (Taf.  I.  Fig.  1.)  liegenden  Zweige  i^PiS, 

«^f  und  TMA ,  des  näheren  Vergleichs  wegen,  zusammen.    Wir 

\   Wen: 

y 
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(10)  für  den  Zweig  APS:  x  =  T2V^S*^*;+ V^ia«  +  3ay  -  ^ 
(19)  „  „  „  «2VT:  a:=+2V^55=p  +  V^4a«-3ay  — »• 
(24)   „     „        „       TMAi    o:  =  +  2 V'S«^^«— ^40«  -  3ay  —  »•• 

Hieraus  folgt«  dass»  abgesehen  vod  den  Vorzeichen,  die  drei  ersten 
Glieder  rechter  Seits  gleich,  die  zweiten  Glieder  aber  darin  von 
einander  yerschieden  sind,  dass  in  (10)  -f  3ay  steht,  w&hrend  an 
derselben  Stelle  in  (19)  und  (24)  — Zay  erscheint.  Diese  Verschie- 
denheit verschwindet  indess,  wenn  man  berficksichtigt,  dass  (19) 
und  (24)  Gleichungen  für  die  unterhalb  der  Abscissen  -  Achse 
liegenden  Zweige  sind,  dass  mithin  die  Ordinaten  ^  dieser  Zweige, 
im  Gegensatze  zu  den  Ordinaten  des  oberhalb  der  Absclssen- 
Achse  liegenden  Zweigs  APS  negativ  genommen  werden  müssen. 
Thut  man  dies,  zählt  man  also  die  positiven  Ordinaten  auf  der 
Achse  CD  von  A  nach  />,  die  negativen  von  A  nach  C,  dann 
fassen  sich  die  vorstehenden  drei  Gleichungen  in  die  für  alle  drei 
Zweige  allgemein  gültige 

X  =  +2Va*— y«±  V4i«+3ay— y« 

zusammen.  Auch  sind  in  dieser  Gleichung  die  drei  Zweige  links 
von  CD  enthalten,  wenn  man  das  aus  den  verschiedenen  möglichen 
Werthen  für  4:^  sich  ergebende  positive  Resultat  für  or,  negativ 
nimmt  und  dasselbe  auf  der  Abscissen -Achse  von  A  links  nach  S 

aufträgt. 

* 

Demnach  ist  die  Gleichung  für  die  gesammte,  durch  die  Dm- 
drehung  der  AB  entstandene  Kurve: 

±a;  =  +2V^a«— y2±V^4a«  +  3a3^— y«    .    .   .(26) 

Setzt  man  in  (25)  ^  =  0,  dann  erhält  man: 

J:ar;=iF2a  +  2a 

und  hieraus  folgt  xzrü,  oder  -f  jr  =  4a  und  — a:=:4a,  d.  h.  die 
Kurve  schneidet  die  Abscissen -Achse  in  dreien  Punkten  und  zwar 
m  Anfangspunkt  A^  in  dem  rechts  davon  gelegenen  Punkt  iS, 
so  dass  ASzzz^Qy  und  in  dem  links  von  A  gelegenen  Punkt  5^, 
so  dass  ebenfalls  ^iS'  =  4a. 

Für+y  =  a  giebt  (25)  a:  =  ±«.2,44.... 
„  ^yz=ia      „       „     a;  =  0; 

die  Kurve  bat  also  in  jedem  der  beiden  oberhalb  der  Abscissen» 
Achse  liegenden  Zweige  eine  Ordinate  -h^^a»  welche  zu  der 
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Z^J:a.0>S44 —  g^hürt,  mitliiii'.io  dura  iingersfateit  Ab- 
jn    reclil«i  nnd  [inbs   von  der   Ordiiiaten- Achse  liegl- 

nnteren  Ziveiga  der  Kurve' dagegen  lialien  nar  eine  ein' 
tip  ^nelnschaft liebe  Ordinale  — y^a,  welche  durch  diese 
Zitu|«  auf  der  Ordinalen- Achse  als  AT=a  abgwchnitten  viitd. 

Die  Gleichung  (25)  giebl  nun  Terner  Tür  jeden  {losiliven  und 
n«gQH)«i  Werlh  von  ^>ü  und  <<t  zwei  positive  und  zwei  nega* 
llv«  fferlhe  lur  j.     Man  erhält  z.  B.: 

Fih+5=a.0,I,  a:  =  ±a. 4,0611....     und  a;=:  ±q.0.08I3...., 

.  -j  =  a.O,l.  x=  +  a.3.yi08 ,     jr  =  ±a.0.069   ....» 

„    +y  =  o.O^,  jr=±n. 4,0049....       ,.    a:  =  ±  «.0.175»... ., 

..  -y  =0.0.2,  j  =  ±r,.  3.7025....     ,.     i  =  J:a. 0,1265....' 

.,   +y=a.0,5,  x  =  ±rt.  4,0232...     „     .T=±a. 0,5592.... 

„   -y=fll0.5,  j:=±n.  3,232    ..,.      „     a:  =  ±«.0,23-2;  ... .' 

„   +,  =  0.0,8,  3:=±«i.3,6       ,     a:  =  ±fl.l,2         .... 

,.  -y=o.0.8,  j  =  +a.2,17979....      „     a:  =  ±a. 0,22121.  ...* 

„  -ly=«.O.Ü,  i=J:o. 3,29868....      „     ar=±a.  1,53512... 

,.  -y=a.0,9,  a:=±p. 1.57178 J;  =±  o  .  0,17178....» 

Ans  dieser  Uebersicht  geht  hervor,  dass,  wie  wir  auch  schon 
«b«  bemerkten,  jeder  der  beiden  oberen  Zweige  der  gegebe- 
nen Kurve  (Taf.  I.  Fig.  I.)  zwei  gleiche  rechts  und  links  von  PW 
wul  /"If"  liegende  Ordinalen  hat.  Ua  zu  denselben  indess  ver- 
Kfciedene  Abscieisen  ±x  gehören,  so  sind  die  beiden  Theile,  in 
otlclic  die  Zweige  durch  PW  und  P"  W  getheilt  werden,  nicht 
Flttächnassig  zur  Abscissen  -  Achse  gestellt  und  daher  von  ver- 
Khieilener  Gtlisse  und  Gestalt.  Einige  Abscissen  für  die  Theile 
Wund  PS'  fallen,  weil  ±x'>Aa  werden  kann,  ausserhalb  der 
KmenflKche.  so  dass  die  Kurven  die  Absdssen  -  Achs«  in  Ä  und 
^  eist  schneiden,  naclidem  sie  eine  rückläutige  Richtung  ange- 
xmmtii  haben.  Will  man  die  Punkte,  wo  diese  Richtung  beginnt, 
kiltmmen,  dann  ist  nur  niilhig  in  Gleichung  (10): 

x=-  2  V^-^«+  V4^~+~3'iry'-V' 

in  Wertb  für  y  zu  ermitteln,  damit  derselbe  ein  Maximum  für  x 
pW  Man  findet,  wenn  man  nach  den  bekannten  Regeln  vcrßhrl. 
«rtheind  y  ^fl. 0,2658....  und  hieraus  ±:c  =  a. 4,1027.... 

Was  die  beiden  unteren  Zweige  ST  und  S'T  der  Kurve 
^(trift,  so  entfernen  sich  dieselben  anßinglich  sehr  schnell  von 
wAfasctaseu -Achse:  denn  für  ±jr  ^n.2,17  ist  die  Ordinate— ,v 
tsdU  auf  .1.0,8  gewachsen.    Die  leiste  HSlfle  der  Züge  tveicbt 
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daher  nicht  erheblich  von  der  parallelen  Richtung  mit  der  Abacis- 
sen- Achse  ab. 

FGr  die  unteren  Zweige  TMA  und  TM'^  machen  wir  aus  . 
den  oben  berechneten  Zahlenwerthen  die  Wahrnehmung,  dass  mit 
dem  Wachsen  der  Ordinaten  an  Dinglich  auch  ein  Wachsen  der 
Abscissen  verbunden  ist,  dass  aber  demnächst  plötzlich  ein  um- 
gekehrtes  Verhältniss  eintritt,  indem  mit  dem  ferneren  Wachsen 
der  Ordinaten  eine  Abnahme  der  Abscissen  erfolgt.  Während 
nämlich  die  Ordinaten  — y  von  0  bis  a.0,5  wachsen,  wachsen 
auch  die  Abscissen  ±a;  von  0  bis  a.0,23;  dagegen  geboren  zu 
der  Ordinate  — jy=a.0,8  die  Abscissen  ±d:  =  a.0,22  u.  s.  w.; 
es  erreichen  also  die  Zweige  TMA  und  TM'A  zwischen  den  Or« 
dinaten  a.0,5  und  a.0,8  den  grSssten  Abstand  von  der  Ordinaten- 
Achse,  oder  diejenigen  Punkte,  von  wo  ab  die  Kurven  sich  der 
Ordinaten -Achse  wieder  zuwenden.  Um  diese  Punkte  genau  zu 
bestimmen,  suche  man  für  die  Gleichung  (24) 

X  =  2  Va«^^  -  V4a«— 3ay^^2 

den  Werth   von  y,  welcher  x  zu  einem   Maximum  macht.    Man 

findet  ^  =  a. 0,633....  und  a;  =  a. 0,2443 ;'die  Koordinaten  der 

Wendepunkte  der  Zweige  TMA  und  7ill'^sind  also  —y=:o. 0,633 
und  J:a;  =  a. 0,2443. 

Die  gesuchte  Gleichung  für  die  Kurve  (25)  ist  abweichend 
von  der  gewohnlichen  Form  nicht  für  die  Ordinaten  ±1/,  sondern 
für  die  Abscissen  4:^:  bestimmt  worden,  um  höhere  Gleichungen 
zu  vermeiden.  Legt  man  indess  hierauf  kein  Gewicht,  dann  kann 
man  selbstredend  zu  jeder  gegebenen  Abscisse  ±0;  die  zugehörige 
Ordinate  finden,  wenn  man  (25)  nach  y  auflöst,  wie  folgendes  Bei- 
spiel zeigt.  Gesetzt  es  soll  die  zu  4zX=^4a  gehörige  Ordinate, 
also  SH  (Taf.  I.  Fig.  1.)  bestimmt  werden,  so  hat  man  zunächst 

4a  =  2V"a«  — y«  +  V^4a2 +3ay  —  y«, 
und  wenn  man  die  Wurzeln  wegschafft, 

woraus  folgt :  ^  =  0, 

und  zugleich  die  kubische  Gleichung: 

9y»  +  18ay«  +  169a^  —  96a8  =  0. 

Diese  giebt  annähernd  ^  =  a. 0,5301....  und  man  hat  daher: 
zu  4:ar  =  4a  gehört  die  Ordinate  -f  ^=0,  und 

die  Ordinate  +y=a  0,5301 ....  -SH=:SH'. 


\ 


auü  dtr  Kurrenif&Tf. 
II.     A  u  r  f;  u  l>  e. 

>  die  gegebenen  Slücki:  niu  in  ilvr  I.  Auf^juli«  l«.-!. 
fei  ila|;ef«n  fesl.  das«  die  Bewegung  dcr/lß('l'af,  I,  Fig.  4.) 
Pfo;«sl.alt  crrul»e,  dasä  iler  ein«  Endpuiild  B  auf  dem  Umfantc 
I  da  ^njcbcnen  Kreises,  der  andere  t^tidijuiikf  A  glcicbieili^  in  der 
j  LiDie  CH  riittciicki,  alsdnnn  hesohreibi  der  Mittelpunkt  O  durcb 
I  jene  Uewegtio.s  der  AB  eine  Kurve,  deren  Gleiebung  gesucht  wird. 


A  i.  r  1  ii  »  I.  I.  R. 

Bt((i)iiit  die  BeHet>iiiis  der  AB  so,  dass  der  Punkt  B  auf 
im  Bo^eo  BD.  der  Punkt  A  also  aurwtjrls  in  AU  lorlrflclil, 
itaa  ivlatiat,  nenn  B  nucb  D  gekommen,  A  uach  H  und  0  nach 
Q,  ivD  /)Q=  QH  —  ii  Ist,  und  der  Mittelpunkt  O  hat  nährend 
firtet  Benejtung  den  Zweig  OI'A' benelirieben.  Rückt  Äanf  dem 
Bi^en  DJ  iveilcr,  so  gebt  {ileicbzeiti«;  A  von  ff  auf  der  AH  wle- 
foimflck,  lind  wenn  B  nach  J  gekommen,  lallt  A  in  seine  ur- 
^rSBglicbe  Lage,  und  der  Mittelpunkt  hat  den  Zweig  QY'O'  be- 
Mbrieben.  Der  Punld  B  kann  jetzt,  weil  A  in  CH  bleiben  mims. 
itn>  Umfang  des  Kreises  nicht  weiter  abwärts  folgen;  er  muss 
lidnehr  den  bis  jetzt  zurückgelegten  Weg  auf  dem  Bogen  JDti 
ilmn^s  durchlaufen.  wSlirend  A  in  der  Richtung  von  A  nach  C  fnrt- 
rüctl.  Kommt  B  cum  »weilenmal  nach  D,  dann  bat  der  Miltel- 
pBiAt  0  den  Zweig  O'K'A,  und  wenn  ß  wieder  in  seine  anlsng- 
iickf  Lage  lorückkebrt,  den  Zweig  AKO  beschrieben. 

Ab«  dieser  Art  der  Entstehung  der  Kurve,  deren  Gleichung  nlr 
wben,  geht  hervor,  dass  die  Zweige  O l'Qund  Q'K'O',  und  auch  die 
Zmige  O'K'A  und  AKO  einander  gleich  sind,  weshalb  n-ir  hier 
puwie  bei  der  I.  Aufgabe  verfahren  und  zunächst  die  Gleichnn- 
fW  lür  jeden  der  Zweige  OYQ  und  AKO  bestimmen,  wobei  wir 
JBni  CH  als  Koordinaten -Achsen  und  A  als  den  Anfangs- 
ptmktBniiehmen. 

1.     Gleichung    für   den    Zweig    OYQ. 

Itl  der  Punkt  F  der  Kurve  entstanden,  indem  AB  in  die  Lage 
f£getonimen,  dann  ist  FK—  YE  =  a.  und  wenn  man  von  }'die 
^rgchte  YX  auf  AB  f^llt,  so  hat  man  AX  =  j:  als  Absciaee. 
Xy<sy  als  Ordinate  von  T.  Man  xiehe  YO^AB,  setze  AF 
=«. dadurch  wird  FG^u^g  und  das  rechtwinklige  j^FCFgiebt: 
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Da  aber  y^u  sein  muss»  so  kann  vor  der  Wurzel  nur  das  Zeich« 
—  gelten;  man  hat  daher: 

y=tt— Vö*^^* (1) 

Verbindet  man  E  mit  D  und  C  und  setzt  ^AFE^fp,  ^ACE 
=:tp,   CD=CE=:r,    dann    ist    im    ^CDE.    vieil    ^CDE  = 

900  — 4tf;: 

rsin^ 

Z>£:r  =  sinib:cosi^^  also  Z>jE7= p- -> 

^         ■  ^  cos  %  ^ 

und  im  ADEF,  wo  ^ FZ>£  =  90<>-fi^: 

Z>E:2a  =  sinop:cosiii;,  also  DE^= -i-.- 

^         ■  ^  cos  t  tf; 

Die  beiden  Werthe  von  DE  gleich  gesetzt,  giebt: 

rsin^  =:  2a8io9, 

oder»  indem  man  r  =  |a  einftihrt: 

sin^^tsin^ (2) 

Ferner  folgt  aus  ^CEF: 

CF:2a  =  sin(9+tf;):sintf;,  also  CF=^^'"/'^'*^^^ 

und  da  auch  CF=CA  + AFz=:\a  +  u,  so  ist: 

,     ,  2iisio(v+^)  ^^ 

Sa-ftt= .      '      * (3) 

■    ■  sin^  ^ ' 

Mittels  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  iSsst  sich  nun  u  durch  r 
und  a  ausdrücken ;  denn  indem  man  in  (3)  sin  (9  -f  ^)  auflSitr 
erhält  man: 

ac  =  —  la-f  2asin9Cotg^-f  2aco89    .   .    .   .  (4) 

und  da  aus  (2),  weil  ^<90o, 

co«^  =  +Vl  — i5sin«9  =  4V^— 16sin*(p, 

mSf hSn  ^«t^  -.  -  ?^it      V  25 -16  sin«  9 

mitbin  cotg  ^-  ^r^= __- :?:,  ^o  ist,  wenn  man  dieses 

Werth  von  cotg  ^  in  (4)  substituirt, 

»  =  —»«  +  .3V"25-16sin«9  +  2acos9, 
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ID  min  bierin  sinq;  und  cos  9  aas  \FG¥,  nlmlicb; 
(in?=  -und  c<w(D=-Va«— Jt»  sei«),  dana  erhält  man: 

I.  =  —  Jo  + jV'25a*-  I8a:»  +  2V'ä*^"^.     -    .    .  (5) 
man  (6)  In  (I).  bo  ist 

y=— la  +  lVÄifl»  — Iftr»  +  V"^*^^i"    ...  (6) 
:lite  GleichuDg  ßlr  den  Zweig  OYQ. 

Gleicfaang  fär  den  Znr«ig  AKO. 

Sei  K  (Taf.  I.  Fig.  5.)  ein  Punkt  der  Korve,  dadurch  entstan- 
4n,  dass  die  beschreibende  Linie  bei  ihrer  Bewegung  ans  DQ' 
hdie  Lage/*  ff  gekommen,  dass  also  FY=  YE  =  a,  so  ist  AX 
Szdie  Abaciss«,  AI'— ^  die  Ordinate  des  Punktes  F.  Zieht  man 

Fdie  YGI^  AB,  verbindet  £  mit  D  und  C  und  setzt  AF=  u. 

ÄG=u — jf,  uud  ^DFE~ip.  ^DCE=^^,  dann  Ündet  man, 
:bein   Verfahren  wie  oben  unter  I.,  ans  ^FGY: 

j,  =  «-Va«-j«, (7) 

ICE  und  ^DEF: 

aintf  ^tsinQ). (8) 

)EFi 

^^_'2osin((y— ij>) 
sint 
CF=CA-AF={a--u,  so  ist: 

j„_„=?i£!L(5!=^. (y, 

Gleiebungeii  (7)  und  (8)  sind  über  einstimmend  mit  (I) 
DIU  (U)  weicht  hineicbtlicb  der  Zeichen  von  (3)  ab.  Be- 
nan  (9)  wie  (3),  so  erhält  man; 

u^  ja— üasinq^  cot^^-\-iavoKip, 

a  =  lo  -  iV  25a>  —  I&e«  +  2 V  a*-x\    .    .    ,  (10) 

wenn  man  (10)  in  (7)  substituirt: 

y  =  |a— i V -iSa«— 16^  +  V^«^:-"^  ....   (II) 

ragt«  Gl«ichang  tSr  den  Zweig  .JffO  ist. 
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Vergleichen  wir  die  fiSr  die  Zweige  ÜYQ  und  AKO  erbtl- 
tenen  Gleichungen,  nämlich: 

(6)  y  =  -5a  +  iV25o«  — 16a:«+ya«— a;2 

und  (11)         y  =  +  8a— iV25a«— 16ar«+  Vi«=^, 

so  unterscheiden  sich  dieselben  nur  dadurch^  dass  die  beiden 
ersten  Glieder  rechter  Seits  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Erwägt  man  aber,  dass  man  die  unterhalb  der  Abscissen  •  Achse 
liegenden  Ordinaten,  im  Gegensatz  zu  den  oberhalb  liegenden, 
durch  negative  Zahlen  ausdruckt«  dass  mithin  die  zweite  der  obigen 
Gleichungen  gemeinhin  in  der  Form 

— y  =  -  |a  +  i  V25a«  -  Kx^—  Va«^^« 

gewünscht  wird,  dann  sind  die  Gleichungen  für  die  oberhalb 
und  unterhalb  der  Abscissen- Achse  liegenden  Zweige  der  Karve 

nur  In  den  Zeichen  vor  dem  Gliede  STa^ — a:*  von  einander  ver- 
schieden, und  da  sich  die  Gleichungen  auch  nicht  ändern,  man 
mag  X  positiv  oder  negativ  nehmen,  so  erhält  man  als  allgemeine 
Gleichung  für  die  gegebene  Kurve: 

±y  =  dL Va«— a:«+4V25o«  -  16ar«v_ia,  .    .    .(12) 

welche  man,  der  bequemeren  Rechnung  wegen,  auch  so  schreiben 
kann: 

±y  —  ±Sf(,a-\'X){a-'x)  +  0,5V(5a  +  Ax)  (öri  —  4a:)  -  1,5a. 

Die  Gleichung  (12)  zeigt,  dass»  wenn  o:  >  0  und  a:  <  a  ist,  zu 
gleichen  entgegengesetzten  Abscissen  -^x  gleiche  Ordlnaten  ge- 
hören, so  dass  die  beiden  positiven  Ordinaten,  welche  zu  H^a: 
geboren,  unter  sich,  und  die  beiden  negativen  Ordinaten,  welche 
zu  -i^x  gehören,  ebenfalls  unter  sich  gleich  sind.  Die  Kurve  be- 
steht daher,  wie  wir  bereits  aus  der  Art  der  Entstehung  schlössen, 
aus  zwei  völlig  gleichen  Zweigen,  in  welche  sie  durch  die  Ordi- 
naten- Achse  getheilt  wird. 

Um  die  Gestalt  der  Kurve  und  ihrer  Zweige  näher  kennen  zu 
lernen,  folgt  hier  die  Berechnung  einiger  Punkte  derselben. 

Man  findet  aus  Gleichung  (12): 

För±a:=0,  +yz=2a  und  -y  =  0 

„+ar=«.0,l,  +y=a. 1,986       „    —;y=a. 0,003 

„±^^=«•0.2,  +^  =  a. 1,947      „    — y=:a.0,08M 


I- 


tf*  der  Kurrettlehrn. 

-fy  =  a. 1,918    und 

-,  =  o.0.0M 

)!,=«. I,6ä:      ,. 

-J,  =  a.0fl75 

+  S  =  a.  1,1111      ., 

-j  =  o. 0,181 

+  .V  =  ". 1,021      ., 

-3,  =  ..0,179 

+  ,V  =  0.1.000      ., 

5  =  0.0.181 

+  y  =  o. 0.1)71       „ 

-j  =  0.0,20009 

+  j,=o.0.«7      ,. 

-j=«.  0,187 

+  1I  =  ,,.Q,W7      „ 

-!/=«. 0,115 

+  »  =  ■0 

-s=o. 

it*  =  a.O,h. 
ij-=o.0.806!tl. 

,.  4,=a.l,00, 

Utn  cT»iebt  hieraus,  Aa%s  die cegubene Kurve  (Taf.!.  Pig.  4.) durch 
den  ABlangKpuolct  A  iler  Koordinaten  geht,  ilie  Achso  der  -fj/  ■" 
V  M  »chiieidet,  dfls»  .JQ=:2it,  nnd  die  Achse  der  x  in  OhikI  O' 
u,  dal«  +  iT  =  ^ O  =  o  lind  — x  =:  AO'^  a  ist. 

Fprner  folgt,  dass  mit  dem  Wachsen  der  Abscissen  ^x  vgn 
0  bis  a  die  {lofiltiren  Ordinnlen  +,v  »on  2n  bis  0  nhaehmen,  wäh- 
mS  am};ekehrt  die  negativen  Ordinalen  — i/  zuerst  mit  den  Ab> 
KiMen  von  0  i\n  wacfiscn,    d(»ninächsl  aber  schnell  wieder  bis  0 

flllcD. 

Die  Abnahme  der  positiven  Urdinaten  +j  erfolgt  Aii- 
flRgs  sehr  allmählifc  und  beträi;!  von  ^'  =  0  bis  j:,x  =  Jn  noch 
■Dtht  U<t.  Von  hier  im  gebt  die  Abnahme  schneller  vor  sich,  io- 
im  sie  schon  hei  +3;=i«  etwas  mehr  als  i« ,  bei  J;jr 
=n.O,M)l)'-iI  genau  ^»  bettägt  Je  mehr  xich  die  Abgcissen  dem 
yitithe  a  niihern,  dfslo  schneller  erfolgt  die  Ahnahme  der  Ordi- 
«aten,  vrcsbalb  der  oberhalb  der  Abscissen- Achse  liegende 
Zneie;  der  Kurve  in  seinem  letzten  Tboil  sehr  steil  zu  dieser 
■SAm  abffilll. 

Die  negntiTen  Ordinalen  -y  wachsen  von  0  anfangend 
iHHrst  langsam,  da  ihre  Grösse  für  -j:.r  noch  oicht  i*a  beträgt. 
Zninbeo  4:j;=0,9.n  und  jcx—0M5.a  erreichen  sie  ihr  Maximum ; 
Jnn  rUr  die  letclere  Abscisse  ist  die  Ordinate  wieder  auf  0,187. a 
idlllen  and  die  neitere  Abnahme  erfolgt  schnell  von  0,187. a 
^0,  Cm  eine  genaue  Vorstellung  von  der  Gestalt  des  unter- 
kilb  der  Abscissen- Achse  liegenden  Zneiges  der  Kurve  zu  er- 
wl(R,  muss  man  die  Punkte  bestimmen,  ivo  die  negativen  Ab- 
Kiuen  ihr  Maximum  erreichen.  Zu  dem  Ende  ist  zu  ermitteln, 
_»»Her  Werth  Ton  x  die  Gleichang  (11): 

y  -  io  — ;V25a«— 16a:»  +  V  a*—x* 

■  Maxrmom    iur  y  macht.     Man  findet  als    solchen  Werlb 
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X  s-T Vl3=a« 0,90138. . . .,  und  weou  man  diesen  in  die Gleichuo] 

setzt:  y=  0.0,20101....  Die  negativen  Ordinaten  sind  mithio  1 
den  Punkten  am  grossesten,  welche  dieKoordinaten  ±:r.==a. 0,9013 
und  —y=a. 0,20101  haben. 

Demnach  läuft  der  Zweig  der  unterhalb  der  Abscissen  -  Achs« 
liegenden  Kurve  von  il(Taf.l.  Fig.  4.)  aus  rechts  und  links  znn&cbst  h 
einem  sehr  geringen  und  ganz  allmählig  zunehmenden  Abstani 
längs  dieser  Achse  hin,  erreicht  in  der  Entfernung  von  dl::r=A^ 
seinen  grussten  Abstand  — y=  *<r<i  von  der  Achse  und  ßlllt  dam 
steil  gegen  dieselbe  ab. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe* 

Von 

Herrn  Oberst  von  Detvally 

cweitem  BeTollmächtfgten  bei  der  Bundes  -  Bf  ilitair  -  Commisston  in 

Frankfurt  a.  M. 


In  den  von  Job.  Rogner  bearbeiteten  „Materialien  zum 
Gebrauch  bei  und  nach  dem  Unterricht  in  der  hobereii 
Analysis,  Gratz  1863''  findet  sich  Seite  55  unter  Nr.  657  die 
folgende 

Aufgabe. 

„In  dem  Durchmesser  iliB  eines  Halbkreises  (Taf.  U.  Fig.  1.), 
dessen  Mittelpunkt  Cist,  ist  ein  Punkt  P gegeben;  man  soll  in  AB, 
zwischen  2I  und  P,  einen  solchen  Punkt  Q  bestimmen,  dass,  wenn  man 
von  Q  aus  mit  QP  in  der  Fläche  des  gegebenen  Halbkreises  einen 
neuen  Halbkreis  beschreibt  und  an  diesen  von  A  aus  eine  Tan- 
gente AH  zieht,  das  Segment  GH  derselben,  welches  zwischen 


pffN  Oeteali:    Veber  e/ne  ffeometrischt  Aufyaöt.  81 

trChrangspanlit  G  nnd  dem  Umfang  des  gegebenen  Halb- 
I  li«gl,  gleich  dem  Sejtment  fB  ist." 

|ealg«brKiHch«  Auflüenng  dieser  Aul'galie  int  Seite 305. 
fgegebea;  da  indese  die  (;entnelrischeAurii>Bung  eben- 
'l  ohnff  Interesse  ist,  no  geben  wir  dieselbe  im  Nacb- 
,  indem  nir  ibr  lugleich  die  cratere  des  Vergleichs 
ijuid  unler  Beirflgiing  einiger  Bemerknngen  folgen  laBsen. 


I.    Seometriüclte  AuflSsung. 

iclite  in  den  gegebenen  Punkten  C  und  /^die  Senkrechten 
Dd  PD  auf  AB,  siehe  aus  O  dJe  OEi^AB,  beschreibe 
lu  0  lail  OE  einen  Kreis,  siehe  an  diesen  vnn  A  aus  die  Tan> 
HUle  AF  und  verlängere  sie,  bis  sie  die  Senkrechte  PÜ  in  D 
ichneidet  Verbindet  man  nun  D  mit  O  und  verlüngerl  DO,  ao 
«diDeidel  die  Verlängerung  die  AB  in  dem  gesuchten  Punkt  Q, 

Ben-eis.  Be§chreibt  man  aus  Q  mit  QP  in  der  Fläche  des 
iegtbeaeD  Halbkreises  den  Halbkreis  SGP,  so  muss  beniesen 
*crdcn,  da«s  derselbe  die  AD  in  der  von  der  Aufgabe  verlangten 
Art  berflbrl.  Zu  dem  Knde  fülle  man  von  Q  auf  AD  die  Senk- 
rKlle  QG  und  verbinde  den  BerOhrungspunkl  F  der  Tan>;ente 
.^F  mit  dem  Mitteliiunkt  O;  aisdaim  ist  in  den  Dreiecken  OFD 
«JOEO:  OF=OE,  0D=  OD  und  ^ OFD  ^  ^OED  =  W. 
«itbin  \OFD^\OED  und  daher  ^ODF=  ^ODE,  A.  b. 
/»Jltiilbirt  den  jLADP.  Dies  führt  In  Verbindung  mit  Z.QGD 
=ZQPD  =  m'  »nä  DQ==  DQ  auf  AOGflai  A  QPA  ""raus 
%Q&'=Q/',  und  deshalb  geht  der  aus  Q  mit  QPbeschriebeni; 
flilhfcreis  durch  den  Punkt  G,  folglich  ist  GH,  mithin  auch  AH 
eine  Tangente  an  diesen  Kreis. 

Um  nun,  nie  ferner  erforderlich  ist,  den  Nachweis  tu  führen, 
<a»  Gtt=  PB,  so  verbinde  man  B  mit  dem  Punkt  ff,  w«  AD 
AeB  Umfang  des  gegebenen  Halbkreises  ecbneidct,  mache  PK 
^PB  und  ziehe  JK,  dann  berührt  JK  den  um  O  beschriebenen 
Kt^.  Denn,  angenommen  e>i  berühre  JK  (Taf.  II.  Fi^.  '>.)  den 
Kni«  nicht,  so  muas  sie  entiveder  ganz  ausserhalb  desselben 
GüGM,  oder  sie  muss  ihn  schneiden.  Gesetzt  JK  läge  ausser- 
kdb  dea  Kreises,  dann  ziehe  man  aus  L,  wo  der  Kreis  um  O  die 
OC  trifft,  Lja^Aßti^OE.  80  ist  EM=^OL=OE;  da  aber 
P£=CO  =  CB  und  nach  der  Konstruktion  PK=  PB  ist.  so 
hl^.PE  —  PK=CB—PB.  d.  i.  EK  =  CP=OE  =  EM,v.M 
<hkt  milglicb  ist.  Daher  hnnn  JK  nicht  auMserhalb  des  Kreises 
LO  liefen.     Ebenso  zeigt  man,    das«  JK  den  Kreis  nicht  trie 
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JK*  schneiden  kann,  mithin  bleibt  nur  übrig,  dass  JJSC  den  Kreis 
berührt,  also  mit  hM  zusammen  fällt  und  zugleich  senkrecht  anf 
DP  (Taf.II.  Fig.l.)  steht. 

Man  hat  nun  ^AHB  =  90<>,  als  Winkel  im  Halbkreis,  mithin 
auch  ^JHD=^^JKD,  und  weil,  wie  oben  gezeigt,  ,^JDH 
=  ^JDK  und  JDzzzJD,  so  ist: 

>^JHD^^JKD,  also 1.,  HD— KD. 

Wir  fanden  oben  ^QGD^^QPD,  daher  ist    .  2.,  GD^PD 

und  AOF/>QöAO£Z>,      „        „    .S,,  FD=ED. 

Aus  2.  u.  3.  ergiebt  sich :  GD-FD=iPD''£D,  d.i.  4.,  GF^PE 
„  1.  „  3.  „  .,  HD-^FD^KD—ED,  „  „  5.,  HF  =  KE, 
„  4.  „  5.     „         „     GF^HF^PE-^KE,  „  „  6..  GH=^PK\ 

da  aber  PK=^Pß  gemacht  worden,  so  folgt,  dass  auch  GH^=  PS, 
d.  h.  dass  die  Tangente  AU  die  von  der  Aufgabe  geforderte 
Eigenschaft  hat. 

Anmerkung  1.  Aus  der  vorstehenden  Auflösung  geht  her- 
vor, dass  sich  der  gesuchte  Punkt  Q  nur  dann  bestimmen  lässt, 
wenn  sich  die  beiden  Linien  AD  und  PD  (Taf.  IL  Fig.  L) 
schneiden,  d.  h.  also,  wenn  ^BAD  spitz  ist.  Es  wird  aber 
^ßAD=90^t  mithin  i4/>^PZ>,  und  also  Q  unbestimmbar,  wenn 
der  Halbmesser  des  Kreises  um  O  gleich  ist  dem  Halbmesser 
des  gegebenen  Halbkreises,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  der  Punkt 
P  m  B,  dem  Endpunkt  det  Durchmessers  AB  liegt.  Demnach 
ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  unmöglich,  wenn  Pin  einem  der 
Endpunkte  des  Durchmessers  AB  gegeben  ist. 

Anmerkung  2.  Liegt  P  in  dem  Mittelpunkt  des  Durch- 
messers, föllt  also  P  mit  C  zusammen  (Taf.  U.  Fig.  3.),  so  ver- 
schwindet der  Halbmesser  des  Kreises  um  O,  mithin  der  Kreis 
selbst,  und  die  Tangente,  welche  wir  von  A  aus  an  den  Kreis 
um  O  zogen,  wird  jetzt  die  Linie  AO.  Daher  bestimmt  sich  in 
diesem  Fall  der  gesuchte  Punkt  Q  durch  Ualbirung  des  ^AOP 
mittels  der  OQ;  denn  beschreibt  man  aus  Q  mit  QP  einen  Halb- 
kreis und  fällt  von  Q  die  Senkrechte  QG  auf  AO,  so  geht  aus 
der  Kongruenz  der  Dreiecke  QGO  und  QPO  sofort  hervor:  QG 
^QP  und  GO=OP=PB,  d.  h.  AO  ist  Tangente  an  den  Kreis 
um  Q  und  das  Seij^ment  GO  hat  die  geforderte  Grösse. 

Anmerkung  3.  Liegt  der  Punkt  /^zwischen  Cund  A  (Taf.II. 
Fig.  4.),  oder  mit  anderen  Worten,  soll  das  Segment  der  zuziehen, 
den  Tangente  grösser  als  der  Halbmesser    des  gegebenen  Halb- 
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kniaes  wcHni.  so  bonstruirl  man  ganz  ebenso,  wie  olieii  an(te> 
Ifebvn;  nur  iiiuhs  man  in  dickem  Fall  Hiejcniße  der  beiden  Tan- 
gtolen,  welche  kich  von  ^  aus  an  den  Kruis  um  O  ziehen  lassen. 
«KUoo,  die  zirischpn  diesem  Kreise  und  dem  Durcbraesser  AB 
Regl.  <iw  ans  Taf.  II.  Fig.  4.  naiier  zu  ersehen  ist. 

V«rf;leiclit  man  die  Figuren  Taf.  II.  I,  3  and  4,  sn  ergiebt  sieb, 
daa»,  wenn  P  awlKcheii  B  und  C  liegt,  die  äussere  der  beiden 
von  A  an  den  Kreis  um  O  gehenden  Tangenten,  wenn  dagegen 
fEwischen  C  und  A  liegf,  die  innere  der  beiden  Tangenten  kw 
naileien  Anarahmng  der  Konstruktion  genommen  werden  muss; 
irttirMd,  nenn  P  in  C  liegt,  die  Stelle  der  Tangente  durch  Aif 
tT»r.lL  Hg. 3.)  vertreten  wird. 

AnmerLung  i.  Ma  nun  au«  den  Torslehenden  Erörterungen 
b«iToTgcfat,  dass  die  Knnslruction  ullemal  ausführbar  ist,  vtn  auch 
f  iii'iKchen  A  und  K  liegen  mag,  so  ist  man  mit  Beztig  auf  An- 
nsTkitngl.Rn  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass die  Auflösung  unserer 
Aufgabe  nur  in  dem  Einen  Fall  unmöglich  ist,  wenn  P  in 
dfien  der  Endpunkte  des  Durcbinesaers  liegt.  Es  liess  »ich  dies 
Reiultat  auch  schon  aus  dem  Grunde  erwarten,  weil  die  von  A 
H»  ZQ  ziehende  Tangente  zugleich  Sehne  des  gegebenen  Haih- 
krctites  sein  mttss,  und  daher  ein  Segment  derselben  nicht  gleich 
4ra  Durchmesser  dieses  Halbkreises  sein  kann. 

Anmerkung  5.  Füllt  man  (Taf.  II.  Fig.  1.)  von  O  auf  HB 
11«  Senkrechte  OW ,  so  ergieht  sich  ans  der  Kongrnenz  der  Drei - 
(tlitÜW  und  ORJ  noch  0R=  OL,  d.h.  die  Linie  B/t  berührt 

dmKitiis  um  O.     Alan  kann  daher  folgenden  Lehrsatz  hinstellen: 

„Errichtet  man  in  dem  Mittelpunkte  C  eines  Kreises  aul 
einem  Durchmesser  einen  senkrechten  Halbmesser  CO, 
beschreibt  aus  O  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  OL 
<  CO  einen  Kreis,  xiebt  von  dem  einen  Endpunkt  A  des 
Durchmessers  AB  eine  Tangente  AF  an  diesen  Kreis 
ond  verbindet  den  Punkt  //,  wo  die  Tangente  den  Um- 
fang des  gegebenen  Kreises  schneidet,  mit  dem  anderen 
Endpunkt  B  de»  Durchmessers,  so  ist  auch  diese  Ver- 
bindungslinie BH  eine  Tangente  an  den  um  O  beschrie- 
benen Kreis," 


IE*    Alfebrnlticlie  AatlSannf. 

9  sei  (Taf.  IL  Fig.  S.)  Päet  gegebene  Punkt  in  dem 
nesser  AB  des  gegebenen  Halbkreises  AHB.  Q  sei  der 
Äie  Mittelpunkt  du»  Ilulbkreises  SGP,  an  nelchcn  letzteren 
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«tae  Tangente  AGB  ao  gezogen  norden,  dass  GH^PB.  Vc^ 
bindet  man  Q  mit  dem  BerGhruogspunkt  G  und  ü  mit  B, 
sfltit,  da  die  Auflusung  der  Aufgabe  lediglicli  davon  abliilngt.  Qh 
BD  bestimmen,  QP=QC=:r,  tvShrenil  man  die  gegebenen  Stfldt 
PB=GH=a  und  PA  =  b  annimmt,  auch  noch  die  HüllsgriiiW 
AG=^t/  einfübTt;  so  kommt  ea  nnn  nur  auf  die  Bildung  sfreia 
von  einander  onabhSngiger  Gleicliungen  zwischen  x,  y,  a  und  i 
und  demnächst  auf  die  Entwickelung  des  Wertbee  von  i 
Diese  Gleicbungeu  ergeben  sich,  nie  folgt : 

Da  AG  den  Krei»  SGP  berdhrt,  ao  ist  AP:AG=AG:AS 
und,  weil  QG^HB,  so  hat  man AG:GH=AQ:QB. 

Seilt   man  für  die    Glieder  dieser  Gleichungen   die  Wertl 
aSrolich : 

AS  =  AP~PS=b—2x,  AQi=AP~PQ=b-x 
und  QB=BPi-QP=a  +  x, 

dann  ist: 

(I) 6:y=y:Ä-2ar, 

(2) y:a=zb  —  x:a\x. 

Den  Werlh  von   y  aus  (3)  in  (I)  substituirt  und  die  dadttre 
entalebende  Gleichung  geordnet,  giebt: 


±---iV^r^p±f^. 


und  hieraus  erbSlt  man: 
(4)    .   .   .   -    ;i 


Soll  s  eine  geometrische  Bedeutung  haben,  aa  muss  der  m 
Gleichung  (4)  resultirende  Zahleniverlh  positiv  und  reell  Mii 
deshalb  kann  vor  der  ^urselgrOsse  das  Zeichen  —  nicht  gelt« 
und  es  ist  mitbin: 


(5)    .   .    ,   .  x  = 
welcber  Werth  ^ 


44 +  V  «'  +  ( ü ) 

Q  X  aus  dem  Grunde  stets  positiv  ist,  »eil 
f4(i&— A« 


V»«+(-'-±^^T>°^ 


Anmerkung  1.  Da  a  und  b  nach  dem  Sinn  der  AoTgak 
reelle  Zahlen  bedeuten,  auch  in  Gleichung  (5)  unter  dem  Wur« 
zeichen  keine  Differenz  vorkommt,  so  kann  x  nicht  imaginSr  \n 
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r  Dealulb,  und  weil,  wie  eben  bemerkt,  x  immer  (lositiv  ist, 
»not  man  Hie  Uiioiügllcbkett  der  AuTlrigung  uiisrer  Anf- 
I  daran:  wenn  sich  aus  Gleicbung  (S)  solcbe  Wertbe  Rlr  x 
•rgebeo,  welcbe  711  keinem  geometrUcben  Resultat  Tübren.  Ein 
detaitiger  Werlb  ist  £.  B.  x^O;  denn  es  bedeutet  x=0  offenbar, 
dmu  »ich  der  gesuchte  Halbkreis,  mitbin  auch  die  gesuchte  Tan- 
gente *o  denselben  nicht  darstellen  Iftsst.  Um  nun  au  ermitteln, 
ob  wirklich  solche  Wertbe  Tür  a  und  b  existiren,  »eiche,  n-enn 
^  in  (5)  gesetzt,  j;  =  U  geben,  aelie  man:  ' 

0= 43 +V  "*  +  (. Tb )  • 

folgt:    0  =  oö. 

Dieser  letzten  Gleichung  aber  wird  genßgl,  wenn  einer  der 
beiden  Faktoren  a  oder  b  =  Q  ist;  da  aber  nach  der  Bedeutung, 
irelcfae  b  in  der  Aurgal>e  hat,  dies  nicht  ^0  angenommen  werden 
duf,  so  bleibt  nur: 

0=0, 

f  «renn  man  in  Gleichung  (6)  setal:  a=0,  so  erhält  man: 

x=0. 


=  0  nichts  Anderes  bedeutet,  als  dase  (Taf.  II-  Fig.  5.) 
;  P  m  B,  dem  Endpunkt  des  Durchmessers  AB,  liegt,  so 
B  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  unter  I.  Anmerkung  I. 
tuen  Resultat,   dass   auch   die  algebraische  Auflüsung  die 

liebkeit  für  den  Fall  nachweist,  wenn /'in  einem  End- 

«  Durchmessers  gegeben  ist. 


tobstituirl  i 


—d  in  Gleichung  (4),  dann  folgt: 


(  trenn   man   das  Zeichen  —  gelten   Ifissl,  t  :=  0,  ivie  xuvor, 
I  für  das  Zeichen  -f-  sich 


Dieser  letztere   Werth    für  x  xeigt    indess   ebenso    wie 
1^  die  Cnmiiglichkeit  der  Auflüsung:  denn  für  a^O  ist  b  der 

nesser,  also  .£  =  „  der  Halbmesser  des   gegebenen   Halb- 

,   d.  h.  der   gesuchte   Halbkreis    f%llt  mit  dem   gegebenen 

,  die  Konstruktion  führt  daher  zu  keinem  Resultat. 
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Anmerkung  2.  lat  a=b,  liegt  also  P  in  dem  Mittelpunkt 
des  Durchmessers  AB  (Taf.  II.  Fig.  3.),  dann  geht  GleichuDg  (5) 
über  in: 

Will  man  diese  Gleichung  geometrisch  konstruiren«  so  errich- 
tet man  &ui  AB  in  P  den  Halbmesser  PO=b  senkrecht,  verbin- 
det A  mit  O,  dann  ist  ^40=  V^26^;  trägt  man   nun  von   O  aus 

auf  ilO  die  OG  —  b  ab,  so  erhält  man  AG  =  x=—b^VÜ\ 
Vergleicht  man  hiermit  das  unter  1.  Anmerkung  2.  angegebene 
Verfahren,  so  überzeugt  man  sich  von  der  xUebereinstimmung 
beider;  denn  dass  das  hier  gefundene  AG  mit  dem  dort  gefun- 
denen GQ=QP  identisch  ist,  folgt  einfach  daraus,  dass,  weil 
^Gi4e=45«  und  j^AGQ=W,  auch  ^^100  =  45«=  ZG^IQ 
sein  muss. 

Anmerkung  3.  Setzt  man  den  Durchmesser  des  gegebenen 
Halbkreises  a-{-b=^d,  so  kann  jede  beliebige  Entfernung  a  des 

d 

Punktes  P  von  einem  Endpunkt  B  des  Durchmessers  durch  a=~ 

ausgedruckt  werden,  wenn  man  sich  unter  n  nur  jede  beliebige 
positive  Zahl  >  1  und  ungleich  d  denkt.    Für 


folgt  aber: 


d 
n 


d     d  ,        ,      V 
b=:d ==-  (n  — 1),  i 


und  wenn  man  diese  Werthe  für  a  und  b  in  Gleichung  (5)  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  nach  gehuriger  Reduktion : 

/AN  rfrn«— 6w  +  4  .  aH       ,^  .  rn«— 6n  + 4-|«-| 

Diese  Gleichung  wird  für  x  immer  geometrisch  brauchbare 
Werthe  liefern,  wenn  sich  nachweisen  lässt,  dass  aus  ihr 

folgt;  denn  dies  ist  (Taf.  II.  Fig.  5.)  ein  Zeichen,  dass  der  mit  x  be- 
schriebene Halbkreis  innerhalb  der  Fläche  des  gegebenen  Halb- 
kreises liegt,  und  dass  man  daher  die  verlangte  Tangente  an  ihn 
ziehen  kann. 

Prüfen  wir  nun,  ob  wirklich  a-i-^xK.d,  indem  wir  n=  —und 


i 
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kjrden  GleichaDg  (6)  gefundenen  Werth  setzen,  and   zu   dem 
bde  die  Ungleichheit 

«+7L  4(n-.i)  +V  ^''-^>+L"4örri)- J  J  <^ 

Torttnigals  bestehend  annehmen;  dann  folgt  hieraus,  wenn  wir 
AIIm  Bit  -j  mnltipliziren: 


odtt 


f 


^+-2örrrr+V*(«~^>+L-2{;^rJ  ^" 


L 


4(n-l)<(n— l)«-(n«— 6n  +  4), 

oder  0<1. 

Da  ans  somit  die  Annahme:  die  obige  Ungleichheit  finde  statt, 
auf  ein  Resultat  0  <  1 ,  dessen  Richtung  keinem  Zweifel  unterliegt, 
gefobrt  bat,  so  folgt  hieraus  die  Richtigkeit  jener  Annahme,  näm- 
feb  es  ist  immer 

a  +  2a:  <  rf 
oofer  der  Voraussetzung,  dass   a  =  — und  ii>l  ist. 

Cod  erst  jetzt  sind  wir  berechtigt,  ganz  allgemein  auszu- 
brechen, dass  aus  Gleichung  (5)  die  Möglichkeit  der  Auf- 
li^ung  unserer  Aufgabe  hervorgeht,  welche  Lage  der  Punkt  P 
zwischen  A  und  B  m  AB  auch  haben  möge. 

Das  Resultat  der  algebraischen  Auflosung  stimmt  dem- 
Mieh  völlig  öberein  mit  demjenigen,  welches  die  geometrische 
Auflösung  ergab.     (Vergl.  I.  Anmerkung  4). 

Anmerkung  4.  Die  Gleichung  (5)  bietet  auch  noch  die 
Mittel  dar,  spezielle  Fragen,  zu  welchen  die  Aufgabe  Veranlassung 
geben  kann,  zu  beantworten ,  wie  folgende  Beispiele  zeigen : 

1-  Soll  ermittelt  werden,  welche  Lage  der  Punkt  P  haben  muss, 
damit  der  Halbmesser  x=PQ  des  zu  beschreibenden  Halbkreises 
ttD  bestimmtes  Verhältniss  zu  der  Tangente  GH,  also  auch  zu 
'tti  Segment  PB  =  GH  ==  a  erhalte,  oder  dass  x=zma  werde. 
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wo  m  jede  beliebige  positive  Zahl>0  bedeutet,  so  giebt  Glei- 
cbung  (5): 

ma= jg +  Y  «6  +  [^ 5g )  . 

Nimmt  man  hiersa  nocb  die  Gleichung  für  den  Darchmeseer  ABi 

dann  erhält  man  aus  diesen  .beiden  Gleichungen»  wenn  man  sie 
nach  b  auflSset: 

(7) ^  =  2-(j;r;T)-[^+V"m(m+2)], 

wodurch  b,  also  auch  Punkt  P  völlig  bestimmt  ist.  Denn  Glei* 
chung  (7)  liefert  immer  einen  Zahlenwerth  für  b»  welcher  eine 
geometrische  Bedeutung  hat,  da»  wegen  der  Voraussetzung  fR>0 
und  positiv,  b  weder  imaginär  noch  negativ»  und  wegen  2(m-|-I) 

>m  +  Vin(in  +  2)  weder  gleich»  noch  grosser  als  d  werden  kann. 

Hiernach  ist  man  im  Stande»  unsere  Aufgabe  auch  dann  su 
losen»  wenn  der  Punkt  P  nicht  unmittelbar  gegeben»  sondern  statt 
dessen  das  Verhältniss  des  gesuchten  Halbkreises  zu  der  Tan- 
gente bestimmt  ist 

Verlangt  man  z.  B.  ^=a»  dann  ist  in  Gleichung  (7)  zu  setzen 
m=l»  und  man  erhält: 

was  Behufs  der  geometrischen  Konstruktion  besser  in 

umgewandelt  wird. 

Beschreibt  man  (Taf.  II.  Fig.  6.)  über  dem  Halbmesser  AC 

=  2  ^^^  gegebenen  Halbkreises  einen  Halbkreis»  trägt  in  diesen 

d 
von  C  aus  CV^^-j  als  Sehne  ein»  zieht  AV^  dann  ist: 


^^-yfW-(S'- 


Verlängert  man  daher  AV  nm  VW^iCF^s-g,   dann  ist: 


'*'-=l  +  V'(0-(Ü'=!<Hv3,=*, 


90H  Dewalli    (Jeder  eine  geometrische  Aufgabe.  80 

olmao  findet  Punkt  P,  wenn  man  von  A  aus  AW^=.  AP  auf 
iSAtrigt  Die  weitere  Konetniktion  cur  Bestimmung  dea  Punk- 
\m  Q  erfolgt  nun  wie  oben  unter  1.  gezeigt  worden  ist»  oder  ein- 
faeker,  indem  man  QPz=:  PB  macht,  und  es  muss,  nachdem  man 
am  Q  mit  QP  den  Halbkreis  beschrieben  und  an  diesen  von  A 
an  die  Tangente  AH  gezogen  hat,  das  Segment  GH  =  PQ  == 
P£ieio. 

i  Wire  die  Frage  zu  beantwerten,  wie  die  Lage  des  Punktes 
PfTaf.  IL  Fig.  I.)  beschaffen  sein  muss,  damit  der  Halbmesser 
QPzzx  des  gesuchten  Halbkreises  gleich  PT,  der  mittleren  Pro- 
portionale zwischen  PB  =  a  und  PA  =  b,  oder  damit  x  szSTöb 
irerde?  — so  zeigt  Gleichung  (5)  sogleich,  dass  dann  sein  roiisste: 

Nimmt  man  hierzu: 

a-^^b  ^d, 

und  Ifllset  nach  b  auf,  dann  findet  man: 

.      6  =  ^  (1  +  V5^). 
welebes,  wenn  man  b  geometrisch  konstruiren  will,  in: 


'=^V(ö"+©" 


umgewandelt  werden  muss.     Die   Lage  des  Punktes  P  in  dem 
Dorebmesser  AB  ist  durch  diese  Gleichung  völlig  bestimmt. 
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VIII. 

Ueber  einen  merkwürdigen  Pankt  des  Dreiecks.^ 

Von 

Herrn  Oberlehrer  ¥.  J,  Harnischmacher 

in  Brilon. 


Lehrsatz,  Die  Geraden,  welche  die  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  den  Punkten  verbinden,  in  welchen  die 
gegenüberliegenden  Seiten  von  den  zugehörigen  äus- 
seren BerQhrungskreisen  tangirt  werden,  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  T,  welcher  mit  dem  Schwerpunkte  S 
und  dem  Centrum  O  des  inneren  Berfihrungskreises  in 
einer  geraden  Linie  liegt,  und  zwar  so,  dass  TS=2S0  ist. 

Beweis.  Wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  II.  Fig.  7.)  O 
und  iS  die  in  dem  Satze  angegebene  Bedeutung  haben,  so  ziehe 
man  OS  und  verlängere  OS  um  ST=:20S,  Nun  wird  unser 
Satz  bewiesen  sein,  wenn  man  gezeigt  bat,  dass  die  durch  die 
Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkt  T  gehenden  Transversalen 
die  Gegenseiten  in  den  Punkten  treffen,  in  welchen  diese  Seiten 
von  den  gegenüberliegenden  äusseren  Berubrungskreisen  tangirt 
werden. 

Man  ziehe  also  eine  solche  Transversale  durch  A  und  T, 
welche  die  Seite  BC  in  P  trifft.  Man  findet  bekanntlich  die  Mit- 
telpunkte der  Beruhrungskreise  eines  Dreiecks,  wenn  man  die 
Winkel  und  die  Aussenwinkel  desselben  halhirt.  Da  nun  O  der 
Mittelpunkt  des  inneren  Berührungskreises  ist,  so  halbiren  die 
Geraden  OA,  OB,  OC  die  Winkel  A,  B,  C,  Halhirt  man  nun 
auch  die  Nebenwinkel  von  B  und  C,  so  schneiden  sich  die  Hai- 
birungslinien  auf  der  ^O  in  einem  Punkte  Oj ,  und  dieser  ist  der 
Mittelpunkt  des  der  Ecke  A  oder  der  Seite  BC  gegenüberliegen- 
den Berührungskreises,  wie  allgemein  bekannt  ist.  Verbindet  man 
nun  0|  mit  P,  so  ist  zu  zeigen,  dass  0| P  auf  ^C senkrecht  steht. 
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Da  OBOi  und  OCO|  rechte  Winkel  sind,  wie  sich  aus  der 
CmtractioD  der  Punkte  O  und  0|  leicht  ergibt,  so  liegen  die 
Pakte  OBOiC  auf  einem  Kreise^  und  00|  ist  ein  Durchmesser 
.  dendlben.  Da  aber  ßC  eine  Sehne  dieses  Kreises  ist,  so  liegt 
der  Mittelpunkt  auch  auf  der  Senkrechten,  welche  in  der  Mitte 
Ji  dereelben  errichtet  ist.  Daher  ist  D  der  Mittelpunkt  diesem 
Kreises. 

Der  Winkel  ODC  ist  als  Centriwinkel  gleich  10BC=  Aßa. 
M«  ist  DCa  oo  BAa,    also 

DC  _AB  _A0 
Da^  Ba  ^  Oa' 

weWBO  den  Winkel  ABa  halbirt;  da  aber  DC=  O^D  ist,  so 
habeo  wir: 

Qi/>_  AO 
Da   ""  Oa' 

Ferner  liegt  der  Schwerpunkt  S  bekanntlich  auf  der  seitenhalbi- 
nodra  Transversale  AM,  und  zwar  so,  dass  AS=^2SM,  Da 
aberanch  ST  =  20S  sein  soll,   so  ist: 

AS       ST 
SM-^  OS' 

ihher  sind    die    Dreiecke    AST  und    MSO    ähnlich,     Winkel 

SäT=.SMO,  also  AP  parallel  OM.  Daher  ^  =  ^.  Ha 
akr,  wie  oben  gezeigt  wurde,  auch 

OxD_AO  .  ^   PM       OjD 

Da  -^  Oa'  ^"^  ***    Ma  -    Da  ' 

daher  O^P  parallel  DM.  Weil  nun  der  Construction  gemäss  DM 
<^krecht  auf  BC  steht,  so  ist  dasselbe  mit  OgP  der  Fall,  also 
OiPder  Radius  des  Berührungskreises  und  P  der  Berührungspunkt. 

Dasselbe  lässt  sich  natürlich  von  den  Transversalen  BT  und 
C^T^  zeigen,  es  ist  also  der  aufgestellte  Lehrsatz  bewiesen. 

Zusatz  1.    Zieht  man  von  O  aus  den  Beruhrungsradius  ON, 
wist 

alU  _  aP 

aN—  aO' 

aiioaach 

«M  aD  .       aM        aD      ^  .     aM       aD 


i 
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Weil  aber  OD=0,ß,  so  ist  MN=MP,  nie  auch  sonst  b< 
ist-  Verlängert  man  nun  den  Radius  OPi ,  bis  er  die  AP  in  j 
schneidet,  so  Tulgt  aus  dem  Vorigea,  dass  OE=  OK,  also  J 
auf  der  Peripherie  des  inneren  Berübrungsbreises  liegt.  E«  Mf 
daraus  ferner,  doss  PE=:iOJU  ist.  Aus  der  Aehnlichkeit  de 
Dreiecke  ATS  und  MOS  ergibt  sich  aber  auch,  dass  AT=iOl 
ist.  Üaherist  ^r  =  /'i;,  also  auch  AE=  TP,  d.  h.  die  obere 
Ahscbiiitte  der  Transveraalen,  weiche  die  Ecken  des  Dreieck 
mit  den  Punkten  verbinden,  in  welcben  die  gegenüberliegende 
Seilen  von  den  zugehiirigen  äusseren  Derübrungskreisen  tangii 
werden,  werden  von  dem  inneren  Berührungskreise  in  Punkte 
geschnitten,  deren  Entfernungen  von  den  entsprechenden  E^ci 
gleich  den  unleren  Abschnitten  der  Transversalen  aind. 

Zusatz  2.  Wir  bezeichnen  im  Folgenden  den  Radius  ii 
um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  mit  dem  Buchslabeo  i 
die  Radien  der  vier  Beriibrungskreise  in  der  bekannten  Wdi 
mit  r,  Tg,  Tt,  rc.     Aus  der  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke  APOi  um 

AEO  ergibt  sich  die  Proportion    -Yp=-,-Jr.     Weit  nun  nach  Zu 

saU  1.   AE  =  PT  und   EO=0!>/=r,    aber  POi=r,  i«t,  i 

haben  wir    p=,:=-^,    d.h.:    Jede  der  genannten    Traasveraal« 

verhfilt  sich  eu  ihrem  unteren  Abschnitte  wie  der  Radius  des  enl 
sprechenden  Süsseren  BerOhrungskreises  zu  dem  Radius  des  in* 
neren  BerSbrungskreises. 

Zusatz  3.  Bezeichnet  man  die  beiden  anderen  Transvermli 
mit  BPt  und  CP^.  so  Ut: 

*''•_'■*  -1  ^^*^''  1  HP-  gP|  -  CP»  r».fi.r,_r.r>ft,re 
i>,r-r  ""*•  PtT—r'  *""   PT.P,t.PtT~     r' F~* 

Da  aber  bekanntlich,  wenn  man  den  Umfang  des  Dreiecks  ot 
2p  und  seinen  Inhalt  mit  A  bezeichnet,  r.ra.rt.re^A*  un 
rp^A  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe  in  obig 
Formel  substiluirt: 

AP.BPy.CP,      p* 

PT.PiT.PtT~  r*' 

Zusatt  4.  Verbindet  man  (Taf.  II.  Fig.  8.)  den  Punkt  T  n 
d«m  Durch  seh  nittspunkle  der  Höhenperpendikel ,  dem  sogenwi 
ten  HOheopunkte  B,  ferner  mit  dem  Mittelpunkte  des 
benen  Kreises  K,  and  mit  dem  dee  eingeschriebenen  Kreises  i 
so  geht,  nach  dem  bekannten  Salze  von  Euler,  die  Verbindung 
lioie  von  H  und  K  durch  den  Schwerpunkt  ä'  und  es  ist  HS=:i8i 
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)  fiebf  nacli  unserem  Lehrsätze  TO  durch  S  und  «s  Ist 
S-SO.  Dahrr  sinil  die  breiecke  TBS  und  OKS  einander 
1,  ntid  es  ist  TB  [K>rnMel  KO  und  TH  =  1KO.  Also  die 
^  trekb«  den  Punkt  T  mit  dem  Hi'ilieupunklB  verliindet,  ist 
Irbindungslinie  der  Millelpunkte  des  umscliriebeoen  und  des 
ChHebenen  Kreises  [laralJel  und  doppelt  su  gross  ala  diese. 

Zvmaiz  5.  Um  nun  endlich  die  Enlfernung  des  Punktes  7' 
van  den  anderen  merknurdigen  Punkten  des  Dreiecks  zu  bestim- 
■l«D,  nehmen  wir  die  Ausdrücke  für  die  Enireraungen  der  merb- 
«rUrdlReB  Punkte  des  Dreiecks  zu  Hülfe,  wie  sie  in  dem  XXXVI. 
Bande  dieses  Archivs  .S.  338.  ff.  von  dem  Herrn  Herausgebet 
)  aargesleilt  sind,   nämlich: 

ÄÄ«  =  (I-8cos^co8BcosC)ß», 
flO»=2r«— 4/f«c08.4co8ÄcosC. 

ert  man  nun   TK  und  HO,   bis  sie  sich  in  J  schneiden, 
,  «eil  KO  parallel  TH  und  gleich  iTH  ist,   K  die  Mitte 
'^J  und   O  die  Milte  von  HJ.    Da  nun    TH  =  '2KO.   also 
=  4^0*,   «o  ist: 

I.     TH*  =  4B(R-2r). 

t  Ist  in  dem  Dreiecke  THJ,  weit  K  die  Klilte  der  Seile 
M,  nach  einem  bekannten  Salze: 

THHöJ'  =  2ffÄa+{7V*  oder  TJ^  =  2Tm  +  2HJ^~4HK*. 

rt«it  aber 

TJ=2Tli,     TH=1KO   und    UJ=2H0 

■>t.  M  erhSlI  man  durch  Einsetzung  dieser  Werlbe   in  die  letzte 
tneichnng : 

iTK*  ^  ÖÄO»  +  8flO»  -  iHK*. 


TIP~2KO*  +  1HO*~  HK' 

=äß«-4ßr+4r«-8ß«co8.4coaBcosfi-ß«+8ff*cos^cosÄcoBC 
=Ä«— 4ÄI-  +  4r"  =  (Ä— 2r)«, 

»••»,   weil,     wegen    ffO«  =  ÄCß  — 2r),     «  —  2t     nicht    negativ 

II.     TK=R~2r. 

^  bl  in  demselben  Dreiecke  THJ: 
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also: 

TO^  =  2  r£«  +  2  jro»— »o« 

=2Ä«— 8Är  +  8r«  +  2ß«— 4Är— 2r«+4Ä«cos/lcosBc 

=4Ä«— 12Är  +  6r«  +  4Ä«cos^co8Äco8C 

=  6Ä«— 12Är  +  6r«-.2Ä«  +  4Ä«co8  24co8Äco8C, 

oder 

in.     rO«  =  6(ß-r)«  — 2(1— 2co824co8ÄcosC)l2*. 

Weil  endlich  nach  unserem  Lehrsatze  70  =  350  ist,  so  ist  a 

9SO«  =  6(ß— r)*-2(l— 2cos^co8ÄcosC)Ä«. 

Es  ist  dieses  derselbe  Ausdruck,  welchen« der  Herr  Hera 
geber  dieses  Archivs  in  der  oben  citirten  Stelle  Seite  349. 
gegeben  hat. 


■r:    Zur  tmclffliiChtH  Eeiimftrir  /'»  llaume. 


Zur  anaklisrhea  Geumelric  im  Baunir. 


Herrn   Professor  Joh.  Rogner 
in    Grax. 


tf  fcaitl  Oiir  von  jeher  als  ivenig  consetjUGDt  vor,  (Isss  in 
iUeo  (mir  bvltaiinteti)  Büchern  über  analytische  fieomelrie  im 
ßlimifl  itt  Weg  rerlasseii  ist,  welcher  in  der  analytischen  Geo- 
nctrii  in  ilet  Ebene  eingehuKen  rthä,  »änilich  der  Weg  vom 
Pufele  KOT  Geraden.  In  ersterer  Tand  ich  durcbgebenil  vom  Punlite 
toi  Ebene  und  von  die§er  xuriick  anf  die  Gerade  gesprungen  oder 
nlndtBlena  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  der  Geraden  aut 
&l  Ebene  bezogen. 

Der  Gedanke,  dass  bei  der  Ahleilunf;  der  Gleichung  der  Ebeni- 
blnSg  eine  charakteristische  Bitteitischaft  derselben  benutzt  ivird  *). 
tühte  mich  dühi»,  an  die  Benützung  eines  charakleristisrhen 
Metkinaieji  der  Geraden  zu  denken,  und  dadurch  zur  nachfolgeii- 
iti  Ableitung  der  Gleichungen  der  Geraden  im  Rauuie,  hlos 
gtttatit  auf  das  Vorausgehende  über  den  Punkt  im  Räume. 

Es  sei  eiue  Gerade  /.  auf  ein  orthogonales  Anensystem  mit 
fco  Äien  OX,  OY,  OZ  bezogen.  Eine  Gerade  ist  der  Lage 
nach  durch  zwei  gegebene  Punkte  fixirt,  es  seien  dies  für  L  die 
VuDkte  !U  mit  den  resp.  Coordinaten  n,  b,  c  und  iV  mit  u,  ß,  y. 
I*t  nnn  P  ein  beliebiger  Punkt  von  L,  und  habe  er  die  Coordina- 
**>>3,  y,  I,  an  folgt  nach  der  früher  analytisch  bestimmten  Ent- 
lerBBiig  jEweier  Punkte: 


and  da,   ,vi 
^Wn  Fall,    (tfiV 

')  In  . 


n    M,  P,  N   in   einer  Geraden  lieget 
:IUP±PIV   ist,    80  iet! 


r   habe 


1  Mn 


•  ter  Weise  im  Lehrbar 
''«««tik  >nii  Prnfetsor  Dr.  J.  Herr,  Wien  ^mi,  a.ßd.S.l»..  «"- 
*■  «rlonlii  iii>in  loag,  unniiführen,  da»  jene  ALIcilung  der  Gleicliiin): 
i*'  thtve  tun  niir  aclinn  lange  lorher  im  Manaicriple  gebmiirhl  wnrilc 
«  *»**  jedoch  Herr  Profraior  Dr.  Herr  dnvnn  «inaen  hniinle). 
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(1)   V"(a-a:)H(6-y)«+(c^±V(«-«)H(/»-»)H(y-«)« 

=  V(a-a)*  +  (6-/J)«  +  {c-y)\ 
Hieraus  ergibt  sich  durch  Quadrimng  und  eine  leichte  Rednction : 

[a«-(a  +  «)a:+a:«]  +  [6/J-(6  +  /?)y +»•]  +  [cy-(c  +  y)*+«^ 

=  T  V  [(a -«)«  +  (6 -y)«  +  (c- »)«] [(«  -  a:)«+(/»-»)'+(y-^. 
und  hieraus: 

(o-or)  («-«)  + (6 -y)  (/J-y)  +  (c-*)  (y  -  ») 

[(a  -  j;)  («-a:)]«  +  [(a-a:)  (/J-y)]H  [(a-«)(y-i)]» 
+  {{b-y)  («-a:)]«  +  [(6-3,)  (/»-»)]»+ [(*-»)()-*)? 
+  [(c  -  »)  (fl-x)Y  +  [(c-  »)  (^  -y)]« +[(c-*)(y-«)]*. 

Durch  nochmaliges  Quadriren    und  die  Redoctioo   auf  Null  ent- 
steht nun: 

(2)  [(o  -  «)  {ß-y)  -(b-y)  («-.T)]« 

+  [(a-x)  (y-i)  -  (c-x)  («-a:)]«+  [(6-y)  (y-x)  -  (c-t)  (ß-y)]*=0. 

Ist  aber  die  Summe  positiver  Grössen   gleich  Null,    so  ist  jede 
derselben  gleich  Null,  sonach  folgt  weiter: 

|(a  - x)  (ß—y)  =  (6— jf)  («— ;r), 
{a-x)  (y  -  z)  =  (c -  x)  (u-x). 
(*— y)  (y  -  *)  =  (c—  X)  (|J— y); 

wobei  die  dritte  Gleichung  auch  durch  Division  der  ersten  durch 
die  zweite  folgt,  mithin  als  Gleichungen  der  Geraden  erhalten  sind: 

I    (o— «)  (ß-y)  =  (6— y)  («-«), 

l    (a— a;)(y— x)  =(c— *)(«— ar); 

oder  entwickelt  und  geordnet: 

1    (b—ß)x  +  ia'-a)y  =  «b—aß, 

(5)  I 

'    (c — y)«  +  («  —  o)x=oc  — ay; 

oder  endlich  der  Form  nach: 

I    y  =  Ax  +  B,    J 

(6)  J  I    (f.). 


■eibcn  des  Ht-rrn  Reclors  Dr.  Nagel  in  Ulm  an 
iieii  Beransgeher    über  eine   geometrische  Aufgabe 
{Till.  XIJ.  S.  237.). 


luden  Aufgutien'J,  welche  Sie  im  neuesten  Hefte  Ihres  Archivs 
(J''Ttil.2.  Iin.  S.237.)  behandellen,  hat  mich  der  nette  Uedanice 
i»  PerpRndilceie  n\n  Hilfslinie  für  die  Analysis  sehr  erfreut.  Viel- 
Mdil  finden  Sie  auch  foi^eiKle  AnnlyMs,  welche  keiner  Hrirstinie 
Itdirfond  zit  einer  ebenfalls  ganz  einfachen  Konstruktion  ffihrl, 
utbl  ganz  anbeacbtensvrerlh ;  ich  fand  Bie  in  Fol^e  der  von  Ihnen 
W«  gestellten  Aufgabe,  indem  ich  meiner  Gewohnheit  |!emÜRi< 
^  Usunt;  selbst  versuchte,   ehe  ich  die  Ihrige  las. 

Analysis.  In  \ABC  (Taf  I.  Fig-ß.),  in  welchem  AB=AC 
tMüRoll,  sei  CD  und  CE  gegeben,  sn  ist  dadurch  das  recht- 
«l>H!ge  Dreieck  CDE,  also  auch  CDA  als  Supplement  von 
U)£  gegelien;  tla  nun  auch  CD  und  das  Verbfiltniss  von 
.^0l.^C'=I.■2  gegeben  IbI,  so  ist  auch  ^ACD,  nnd  dadurch. 
»«ilßA=^/>  ist,  der  Punkt  ß  gegeben. 

Konstruktion.  Aus  der  gegebenen  CD=m  als  Hypole- 
■mttund  CE=h  als  Kathete  honafrnire  das  rechtwinklige  Drei- 
ttiCDE,  verlSngere  ED  heliebig  nach  F,  von  F  beschreibe  mit 
•IliMi  HalliRienser  =  2FD  einen  Bogen,  der  CD  in  G  Irifft,  und 
ilrt«rfarih  C  eine  Parallele  mit  FC,  welche  DF  oder  dessen 
Vetllngerung  in  A  trifft;  endlich  achneide  DB  =  DA  auf  DE 
Uli«  dessen  Verlängerung  ab,  um)  zieh«  BC,  so  ist  A  -fBC  das 
pnchte. 

Beweis  einfach. 
Clm  den  :I0.  December  1863. 


*)  Ein  f;lrric]iKrlienllige«  Dmierh  antl  conslriiirt  und  lierBctinel  wer- 
Jm  IBI  il*r  nnf  eini-r  der  liniilrn  |cleidi<-n  Seilen  lenlirecht  «tehenden 
All»!  nnd  an«  der  (iiTuden  M,  velche  drn  Halliirangipuntit  dersellien 
Btile  mit  dvr  Gi?gencckc  v»bindct.  (•. 
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Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch 
selben  Punkt  gehenden  Sehnen  eines  Kegelschn 


Von 

Herrn  Doetor  am  Ende 

in  Langensalza. 


V 


Die  allgemeiMGleichtiDg  der  Kegelschnitte  sei  wie  gewuh 

Ax'^^IBxy  +  Cy«  +  2Dx  +  2Ey  +  F=0. 

Es  sei  ferner  ein  Punkt  gegeben,  dessen  Coordinaten  f 
sein  m5gen.  Die  Gleichung  jeder  durch  diesen  Punkt  gezoj 
Sehne  des  Kegelschnittes  hat  die  Form 

^  

Bezeichnet  man  nun  mit  u  und  v  die  Coordinaten  der  E 
Schnittspunkte  dieser  Sehne  mit  dem  Kegelschnitt,  so  hat 
die  Gleichungen: 

Au^  +  2Act-f  Cb»  +  2Du  +  2Ev+  F=  0, 

mit  deren  Hilfe  sich  diese  Durchschnittspunkte  vollständig 
stimmen  lassen. 

Es  ist  also 

^voraus  weiter  folgt: 

Au'^  +  2Bu{g+H(u^n\  +  C\g+H(u^f)]^  +  2Du 
+  2E{g  +  n(u-n\+F^0 


ätrcA  denseiöen  Punkt  gehenden  Sehnen  eines  Kegelschniites,    99 


=  -(Af^i.  2Bfg  +  Ci?«  +  IDf^  lEg  +  F) 

od«: 

(«-n  \i\         A+2BH+cm         j(«-/) 

~"~  A-\^2BH^CH* 

Sebt  maD  nun  der  Kfirze  wegen : 


j  Af+Bg-i^D  +  (BnCg  +  E)H  t  ' 
'  A+2BH+Cm         -   \ 

"-*'  ^/^  +  2g/ff  +  Cff»  +  2Df+ 2Eg+F 

A  +  ^BJt+CH*  ' 


«0  (rhalt  man : 


», 


und 


-     ^r+  Bg+D  +  jBH  Cg  +  E)H 

'*-'~  A  +  2BH+Cm  *" 

-9-H  ^A  +  iBH+CB*  ^"^ 


'olglicb  hat  man ,   wenn  X  und    Y  die  Mittelpunkte  der  Sehne 
••«•ichDeD:  '  - 

„__-     Af+Bg+D  +  (Bf+qf+E)H 
^  —  1  A  +  2BB+€B*  * 

v-„     H  4f±^l+JL±iäC+  Cg±ElH . 
'S—"  A+2BH+CH* 

'"^t  wenn   man  noch  der  Kürze  wegen  a=sAf+Bg+D  und 
*  =  */fC^  +  £    seist: 

ry a+bH  v—u  a-ybB 

~A-^2BH+CH'  """   ^~'-" A^'IBH^CH^' 

»««08  folgt: 

"-f-X 
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Dieser  Werth  von  H,  oben  eingesetzt ,  giebt  die  Gleichung  des 
geometrischen  Ortes  der  Mittelpunkte  aller  durch  den  Punkt  (/,  g) 
gebenden  Sehnen  des  Kegelschnittes >  nämlich  die  Gleichung: 

a  +  6-^— y 


oder: 

f      y a(f-X)-^b{g-Y) 

''^  '^-  A(f-X)*-\-'iB{f-X){g-Y)-{-C{a-y)*^~    '' 

oder: 

■  a  if-X)  +  b(g-  Y)  =  A{f-X)*-\^  2B(f-X)  (g-  Y)  +€(9-  ¥)*. 

Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  so,  dass 
X  =  f+Xi  und  F=^  +  Fi,  also  Ai  =  Jlf— /*  und  Fi=r— ^ 
wird,  so  erhält  man  die  einfachere  Gleichung  des  Ortes: 

AXi*  +  2BXi  Fj  +  CFi»=  -a^i  -6F1 
oder 

AXi^  +  2BXiYj  +  CFi«  +  aJiri+6Fi  =  0. 

Man  sieht  hier,  dass  die  Coefßcienten  von  A|*,  Xi  F|  und  F|* 
beziehungsweise  dieselben  sind,  als  die  von  o;^,  xy  und  y^.  So- 
mit ergiebt  sich  der  Satz:  Der  geometrische  Ort  der  Mit- 
telpunkte aller  durch  denselben  Punkt  gehenden  Seh- 
nen eines  Kegelschnittes  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt 
und  zwar  ein  Kegelschnitt  von  derselben  Art. 

Ist  die  Gleichung  der  erzeugenden  Curve  die  Gleichung  der 
Ellipse 

80  erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
durch  den  Punkt  (f,  g)  gehenden  Sehnen  die  Gleichung  der  Ellipse: 

oder,  wenn  man  X—if=:X'  und    Y—ig=Y'  nimmt: 

X'  \'       l  Y' 

+      —rTTir-  J-V-.       =1*). 


"V(0+ä)'i    H{&*(M 


")  S.  ThI.  XLI.,  im.  l.,  S.  120.  de«  Archivs. 


•  •  •         •*     •      • 


•    •  • 


üiHk  denielöiH*Hunfit' ffekiAätn  Sehrieh  Hnes  keghsYhnlUei,  töl 


Für  die  Hyperbel 


(f)"-a)"= 


erkilt  man  onter  den8elben  Voraussetzungen : 
X'  \^      i  Y' 


=  1. 


Ffir  die  Parabel 
erbSft  man  endlich  anter  gleichen  Voraussetzungen : 

also  eioe  Parabel,    deren  Parameter  die  Hälfte  des  Parameters 
der  erzeugenden  Parabel  ist 


Vorstehendes  ist  also  eine  bemerkenswerthe  Erweiterung  des 

FOD  mir  im  Archiv  Tbl.  XLI.  S.  118— S.  120  bewiesenen  Satzes 

^oo  der  Ellipse ,  wozu  ich  durch  eine  Notiz  des  Herrn  Dr.  G.  F. 

W.  Bsbr  in  Groningen  (Niederlande)  veranlasst  wurde.    M.  s. 

fibrigeos  weiter  unten  in  diesem  Hefte  die  Miscellen,  wo  ein  Paar 

«piter  eingegangene >  diesen  Gegenstand  betreffende  Aufsätze ,  die 

leider  hier  nicht  mehr  aufgenommen  werden  konnten,  mitgetheilt 

sind.  Grunert. 


•    .    -    .      .. 

• »      •«  •      •    • 

•  .     •        '    •    a 
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'Spil'rerr  InUgmäon  iierGieMung 


^7 


XII. 

Integration  der  Gleichung 

för  den  Fall,  wo  m  eine  beliebige  constante  und  fi  ei 

ganze  negative  Zahl  bezeichnet. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

auMerordentlicbeni   Professor    der    höheren   MaUienialik  am   k.  k.  pc 

technischen  Institnte  xa  Vitien. 


Ich  «eise,  da  fi  eine  negative  Zahl  bezeichnet,  /i= — l,  m. 
habe  dann: 


Diese  Gleichung  gibt,  (l  —  2)mal  differenzirt: 


(4 


und  hieraus  folgt  durch  eiunialiges  Integriren: 
Wird  nun  beiderseits  imal  Integrirt,   so  erhält  mao: 

und  diese  Gleichung  ist  anwendbar  för  alle  ganzen  und  positiv 
Werthe  von  l,  die  grösser  als  1  sind. 


V .  ^h 


ff** 


Ffir  i=0  gestattet  die  Gleichung  (2)  folgende  Schreibweise: 

iüeraus  folgt: 

^=timxhf  +  Ct -^  C^ 

uod 

y  =  JLo  6"«*  +  ß"«Ye-»«'*  (Li  +  ^2^)  «^• 

Fnr  i-l  geht  die  Gleichung  (2)  über  in: 
\     woraus  folgt: 

und  hieraus  ergibt  sich  als  vollstSndiges  Integral : 

y  =zf[e"'''fe-«**'dx]€bi;. 

^ÜT  1^2  folgt  aus  (5): 

y  =  X  fe^^^  dx  —  fxe^^*  dz , 
^aasich  auch  so  schreiben  lässt: 

y  =  Ci  +  C^a:  +  C^  [xf^^*dx-'fxe'^'dx]. 

Pur  i=3  ergibt  sich  aus  (5): 

1 

y = x^fe^*  dx — 2xfxe^'  ^  +  3^  ^""' ' 

'"'^^  iSsst  sich  nun  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten 
^leichnng  för  den  specie)len  Fall  A=3  folgendermassen  schreiben : 

y^CiX+  Ctar«+  Q  [e«*"  —  ^mxfxe^'*dx  +  3mx^fe^''dxl 

Für  lsz4  erhält  man  aus  (5): 

y^x^fei«'**dx'-3x*fxe^*dx+3xfx*e'^**dx'-'fx*e"'''dx, 

^w  anders  geschrieben : 

1  *2x 
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^^ 


daher  ist  das  vollständige  Integral   der  vorgelegten  Gleichung  für 
den  speciellen  Fall  A=:4: 

y  =  Ci  (1  +  3war»)  +  6«.t« 

+  Ca  Pa:«"«*  -  9mx^fxe"''*dx  +  (1  +  Smx^fi^^dx]. 

Für  Jl=:5  findet  raan^  auf  gleiche  Weise  vorgehend: 

+  Cil3ai»e^**^(l2mx^  +  2)fx^>^'dx  +  (3ma^+ix)f^^*da:], 

u.  8.  w.^  u.  s.  w.^  hierbei  stets  unter  Ci,  C^,  Ca  willköhrliche  Con* 
stanten  verstanden. 


XIII. 

Darstellung  der  Function  yz=,^^ ^  in  welcher  ;i  eine 
constante   und  r  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

in  der  Form  y  =  S\A^fr*\ 

Von 

Herrn    Simon    Spitzer, 

{liisscrordentlichera   Profestor    der   höheren    Mathematik   am    k.  k.  poly- 
technischen Institute  zu  Vitien. 


Liouville  hat  im  21.  Cah.  des  Journals  de  l'öcole  po* 
lytechnique  gezeigt,  wie  jede  Function  von  x  sich  in  der  Form 
S[Ame^']  darstellen  lasse.  Die  Methode,  die  Liouville  daselbst 
angibt,  ist  nicht  in  allen  Fällen  zweckmässig.  Ich  habe  daher 
versucht,  Functionen  der  Form 

nach  anderer  Weise  in  die  Form  y:=S[Ame^*]  zu  bringen. 


[.}■ 


«mtl.  IT.  r  eine gamepoiU, Zahl bezeichtLt  ind.  Form  v^S[Amen^\\Qb 
leb  betrachte  zuerst 


y=-e^\  (2) 


aufi  welcher  folgt : 

r 

oder 

ff'  =  Irxr-^y.  (3) 

Diese  Differential-Gleicbuog  iSsstsich  nach  der  von  Kummer 
hn  19.  Bande  Ton  Crelle's  Journal  gegebenen  Methode  integri- 
ren,  nnd  zwar  ergibt  sich  nach  derselben  das  y  in  Form  eines 
(r-l)facheii  bestimmten  Integrales^  in  welches  r  Constanten  C\ ,  C^ 
Cf,.»»,Cr  eintreten^  zwischen  denen  r — 1  Bedingungen  stattfin- 
den. Fugt  man  diesen  Bedingungsgleichungen  noch  jene  hinzu, 
dass  ffir  il  =  0  if  =  l  w^rde,  so  hat  man  das  in  (2)  stehende  y 
io  die  verlangte  Form  gebracht. 

Aaf  diese  Weise  vorgegangen  erhält  man  demnach : 


1        /*•   — !^  __ 

««•=  -^    /       «    «  (e«*V«^  +  e-"^*«) du , 


(4) 


ferner: 


(8) 

/OD      /»OD  ti»-f  t>»  3  3 

+  Cie^^'^*^^)dudv, 
^««elbst  zwischen  Ci,  Ca»  Cg  folgende  drei  Gleichungen  stattfinden  : 

CiX,  +  CiA.+  CiAa  =  0, 

0  0 

und  wo  femer  1%,  X^,  l^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  A'  =  1 
bedeuten. 

Durch  Multiplication  der  zwei  Gleichungen  (4)  und  (5)  erhält  man : 

1        /»OD     /»OD    /»OD         «Hp*      «^  3._ 

e«M4*-  =  i/        /       /       e       9        «©(Q  e«**^i  V^» 

O  0  lO 

3  3  _ 

+  C^  e^*^  VB  ^  c^  euvxX»  Vü)  (e»«  V«a  ^  g-»«  V*2«)  rf,|  dt?  dw, 
^M  also  ebenfalls  die  verlangte  Form  hat. 


1 
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X 

Ueber  den  grössten  Werth  von  ^x  und  einige  damit 

zusammenhängende  Sätze. 

Von 

Herrn  Dr.  L,  Oettingerj 

Ciro8slierzoglich    RadiMchem   Hofratho   und   ordentlichem    Profeasor   der 
Mathematik  an  der  Univeriität  zu  F reibarg  i.  B. 


§.  1. 


X 


Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  Vx  allmälig  der  Reihe  nach 
die  ganzen  Zahlen  1,  2,  S....,  so  entsteht  bekanntlich  ßlr  :r  =  3 
der  grosste  Werth.  Die  früheren  und  späteren  Werthe^  die  ihm 
vorangehen  oder  folgen,  fallen.  Es  fragt  sich:  Geht  das  Fallen 
der  Werthe  fiir  o:  >  3  bis  in's  Unendliche  oder  nähert  es  sich 
einem  Grenzwerthe?  und  in  welchem  Verhältnisse  stehen  die 
Nachbarglieder  unter  einander? 

Dass  sich  der  Werth  Ton  Vat  bei  beständigem  Wachsen  von 
.r  einer  bestimmten  Grenze,  der  Einheit,  nähert,  folgert  sich  ein- 

i  1 

fach  aus  dem  Ausdrucke  x'.    Da  sich  -   in  diesem  Falle  der  0 

X 

nähert,  so  lässt  sich  schliessen,  dass 
1) Lima*«=l 

sein  werde.    Diess  bestätigt  sich,  wenn  man  den  Ausdruck  V*r 

unter  die  Form  e*    bringt  und  nach  der .  bekannten  Weise  durch 
Differenziation  des  Zählers  und  Nenners  den  Werth  fSr  x  ss(» 


cv 
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wm  yx  und  einige  damit  zusammenhängende  Salze, 


Man  findet   hiefSr    den  in  No.  1)   gegebenen   Werth. 
Ant  gleiGhe  Weise  erhält  man  folgenden  Satz: 


2) Lima:'(*+i)  =  l 

für  ein  beständig  wachsendes  x.' 

Soll  das  Verhältniss  bestimmt  werden,  worin  zwei  auf  einan- 
der folgende  Zahlen,  die  das  Wurzelzeichen  der  gr5ssern  führen, 

Vjp-|-1,  V^a  bestimmt  werden,  so  hat  man  : 


O) J  —  V*  T  ^/ 


1 

X' 


1 


Diese  Darstellung  entsteht,  wenn  man 


x+l 


ausscheidet    und 


die  Coeffidenten  gehörig  ordnet.  Der  Werth  der  Reihe  nähert 
sidi,  wie  man  sieht,  mehr  und  mehr  der  Einheit  bei  wachsendem 
2>  und  man  entnimmt  hieraus  folgende  Sätze: 


4) 
oder 


(x+l)'+^>x'+^ 


«....I.,„(^f'  =  L-,n.(,  +  l)*'=.. 

Die  gleichen  Wurzelwerthe  zweier  aufeinander  folgenden  Zah- 
len siod  im  Wachsen  begriffen.  Sie  nähern  sich  mehr  und  mehr 
der  Gleichheit,  je  grosser  die  Wurzelwerthe  werden.  Sehr  ein- 
beh  ISsst  sich  No.  4)  und  No.  5)  auch  so  zeigen.  Da  x  +  \  "^  x 
ist,  80  ist  auch: 

1  1 

(X  +  l)*+i  >  x'^K 


Der  Satz  No.  6)  Ifisst  sich  auch  aus  der  zweiten  Form  in  No.  3) 

bei  beständig  wachsendem 


daraus  erschliassen,  dass   -  und    •  ,  | 

•IT  X  "1"  l 
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X  in  ü  übergehen.    Die  Darstellung  No.  3)  lässt  sieh  für  ein  an- 

1  11^ 

endlich  wachsendes  a:,  da  1 -7-|  =  l,    (1— -^|)(2— — 7j)=2.1     \ 

in  diesem  Falle  wird ,    unter  folgende  Form  setzen : 

^ C4')*='+.^>-«<'+i). 

woraus  gleichfalls  No.  6)  folgt. 

Die  Behauptung,  dass  Vx  ein  Maximum  fSr  ar  =  3  bei  gaD" 
zen  Zahlen  werde,  rechtfertigt  sich  durch  Vergleichung  zwei0^ 
auf  einander  folgenden  Wurzelwerthe.  Sie  lassen  sich  unter  hl" 
gende  Form  bringen: 


8).  .  .  — r— =  — ier"=U(^"*"i^  J 


x^  a;*(*+i) 


*(*+!) 


Der  Werth  des  vorstehenden  Ausdrucks  hängt  offenbar  von  den 
Werthe  der  in  die  Klammer  eingeschlossenen  Reihe  ab.  Er  liegt 
bekanntlich  bei  wachsendem  x  zwischen  2  und  3.  Setzt  man  da- 
her für  X  die  Werthe  1,  2,  3,  4,....,  so  rechtfertigt  sich  die  toben 
ausgesprochene  Behauptung,  denn  der  Quotient  aus  1  und  2  in 
diese  Reihe  ist  >1;  der  aus  3,  4,  5,....  ist  <l,  und  iwar  im 
letzten  Falle  so,  dass  jeder  folgende  kleiner  als  der  vorherge- 
hende wird.    Man  hat  daher  : 


9) 


für  a:£2; 


10) 


V^ar  +  1 

>1 

X 

<1 

V"x 

fiir  07  ^  3.     Es  Ist  so  fort : 

11).   .   .   .    Vi  <  1/2  <  V3>  V'4>  V5  >...., 
was  sich  bestätigt,   wenn  man  die  angedeuteten  Werthe  einßlbrt» 


nm  v^  ^'^  einige  damit  zusammenhängende  Sdfze. 

Hit  den  bis  jetzt  aufgestellten  Sätzen  lässt  sich  auch  der 
bCDiwertb  für  No.  8)  bestimmen.  Man  bat  aus  der  ersten  und 
Mteo  Form  in  No.  8) : 

x-fl 

Lim  -f±-*  =  Lim  [(I  +  i)*+i  —V-]. 

Die  BeBtimmang  dieses  Werthes  hängt  von  den  in  No.  6)  und 
üb.  2)  gegebenen  Grenzirerthen  ab.  Durch  Einfährung  derselben 
erh&lt  man : 

12) Lim<^±|>!^=  1. 

Die  Richtigiceit   dieses  Satzes  Icann  man  auch  dadurch  nachivei- 


WD 


— i+1     I  ti9kch    der    ge- 

wöhnlichen Methode  durch  Differentiation  fi3r   ^  =  od  bestimmt, 

wodorcb  man  zu  dem  gleichen   Resultate  wie  in  No.  12)  geführt 
will  * 

X 

Nimmt  man  bei  Untersuchung  des  grossten  Werthes  von  Vx 
iwh  nf  die  zwischen  den  ganzen  Zahlen  liegenden  Bruchwerthc 
Rlicksicht,  und  hebt  also  die  in  No.  11)  liegende  Beschränkung 
auf  ganze  Zahlen  auf^   so  ergibt  sich  ein  anderes  Resultat  als  in 

No.  1]),  und  man  hat  den  Ausdruck  V^  ffir  jeden  beliebigen  Werth 
von  z  auf  ein  Maximum  zu  untersuchen. 

1 
Setzt  man  zu  dem  Ende  qz=zx'z:sx*  und  wendet  die  von  mir 
im  228ten  Bande  S.  40L  dieses  Archivs  angegebene  Methode  zur 
fiestimmung  des  ersten  uad  zweiten  Differenzialquotienten  an,  so 
ist  Ig9=:zlgj?,  und  man  erhält: 

woraus  sich  durch  Differenzirung  und  Einßihrung  der  angegebe- 
nen Werthe  ergibt: 

1  1 

,3).   .  .,    _.=^(_^l_^=_(,_,g^). 

Durch  wiederholtes  Differenziren  entsteht: 


■    I 
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Hieraus  gewinnt  man  durch  Ausfiihrang  der  angezeigten  Geschäfte 
und  Einführung  von  dx'  aus  No.  13): 

11  1 

Aus  dem  ersten  Differenzialqnotienten  ist  l~lga:=0.  FQhrt 
man  diesen  Wertb   in  Mo.  14)  ein^   so  wird  der  zweite  Differen- 

X 

zialquotient  negativ.  Daher  hat  der  Ausdruck  V^  einen  grcissteo 
Werth  für  l  =  lgj?9  also  für  die  Zahl,  deren  natörlicher  Loga- 
rithroe  die  Einheit  ist,   also  fiir:* 

15) a- =  6  =  2,7182818284.... 

Das  in  No.  1)  gefundene  Gesetz  ändert  sich  in  folgender  Weise: 

16) .   .   .   .   Vi  <  V2  <  V«  >  V3  >  V4  >  ...., 
wie  folgende  Zahlwerthe  zeigen: 
17).   .  1<1,414213<1,444Ö67>1,442249>  1,414213.... 

X 

Die   steigenden  Wurzelwerthe  des   Ausdrucks  V*t  bilden   daher 

e 

eine  Curve,  die  einen  Culminationspunkt  für  V^  und  eine  Asym- 
ptote hat 

In  dem  XX.  Bande  pag.  7.  der  Nouv.  Annales  de  Math^m. 
p.  Ter  quem  findet  sich  von  Beynac  der  Fall  No.  11)  für  ganze 
X  erörtert.  Der  in  No.  16)  gegebene,  so  wie  die  fibrigeo  sind 
dort  nicht  besprochen. 

Aus  No.  16)  kann  man    leicht  auf  No.  11)  übergehen.      Der 

Werth  von  Ve  föllt  dann  aus,  und  an  seine  Stelle  tritt  dann  der 
ihm  zunächst  liegende  V3. 


__  1 
Auf    gleiche  Weise   kann   man    den  Ausdruck   x    ^  auf  ein 

Minimum  und  Maximum  untersuchen.     Setzt  man  q^szx    ^  =r  s^^ 


*  Hl 

M»  V^T  und  einige  damii  zusammenhängefide  Sät%e. 

sierbiüt  man  nach  dem  Vorgange  von   §.  1.   för  den  ersten  l)if- 
ftrentialqaotienten : 

Ihrcb  wiederholtes  Differenziren  entsteht : 
1 

nnd  bieraas   'durch  AusfiShrung    der  angezeigten  Geschäfte   und 

1 

EinfahniDg  von  da?    *  aus  Mo.  1): 

Führt  man  ans  No.  1)  den  Werth   1 — lga:  =  0  in  No.  2)  ein,   so 
wird  der  Werth  des  zweiten  Differenzialquotienten  positiv  und  es 

«Dtsteht  fiir  x    *  ein  Minimum,    wenn  I  —  |gx=0,    oder  wenn 

3) a:  =  «  =  2,7182818. ... 

wird.   Hiernach  hat  man: 

1 
V 1-*  >  2-i  >  c    «  <  3-*  <  4-*  <  .... 

^^  ganze  x  tritt  3~^  an  die  Stelle  von  e    ^  und  man  hat : 
5) 1-4  >  2-»  >  3-i  <  4-i  <  5-*  <  .... 

Dass  diess  Gesetz  fSr  ganze  Zahlen  gelte,  lässt  sich  auf  gleiche 

^€186  wie  in  §.  1.  beweisen.    Vergleicht  man  zwei  Nachbarglie- 
!_  _i 

'^(^-f-l)    *^^  und  X    *  mit  einander,    so  kann  man  sie  unter 

^ende  Form  setzen: 

1  1 


6)  (^r  +  l)    ^^^_r(a?  +  l)n 


*(*+!)  1 


X 


«  rl  .     r  -|*(*4i) 


Hc+W 


ß<ä+ö<'-i)+orä<'  -ix'-j)-  ] 


1 

«(FFT) 


1 
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Hier  treten  die  oSnilichen  Bemerkungen  in  Kraft,  welche  su  No.  8) 
§.  2.  gemacht  wurden,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  nmi 
ein  Kleinstes  an  die  Stelle  des  Grossten  tritt,  und  man  erhält: 


<1 


7) 

1 

für  a;^2,    und 

8) 

1 

(a:+l)    '+» 
1 

X    ' 

>  1 


für  ;r  w   3.    Hiemit  ist  No.  5)  bewiesen. 


§3. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  geben  Veranlassung  zar  Be- 
stimmung der  Grenzwerthe  Terscbiedener  hierher  geh5riger  Aus- 
drucke. Sie  werden  im  Folgenden  übersichtlich  neben  einander 
gestellt : 

I)    Lim(l+^'  =  c,  2)    Lim (1  +  ^-*  =» 6-» 

für  ein  beständig  wachsendes  x  oder  j?  =  qc; 

3)    Lim(l+^'  =  1,  4)    Limd +  -)-*=! 

•IT  X 

für  ein  beständig  fallendes  x  oder  a;=0; 

5)    Limjr*  =  l,  6)    Lima:    '=1 

für  ein  beständig  wachsendes  x\ 

7)    Lima:*  =  e«>,  8)    Lim«    »  =  0 

för  ein  bestSndig  fallendes  x% 

9)    Lima:*+»  =  1,  10)    Lima:    '+i=l 

für  ein  beständig  wachsendes  x; 


pon  \^x  und  einige  damit  %nsammenhänyende  Sd/ze. 

1  1 

11)     L.ima:^=e«>,  \2)    Lima:    'i>=0 

for  ein  bestSndig  fallendes  x; 

13)     Liin(:r  +  l)'  =  l,  14)    Lim(.r+I)    '=1 

für  ein  bestSndig  wachsendes  x; 

13)     Lim iw  +  I)*  =  6,  16)    Lim  (.r  +  1)    '  =  c-i 

für  ein  bestSndig  fallendes  x; 

—  1 

17)     Lim(j:+l)*+i=  1,  IH)     Lini(:rtl)    '♦»  =  ! 

für   ein  bestSndig  wachsendes  x; 

19)     Lim(ar  + 1)*+^  =  e,  20)     Lim {x  + 1)    ^+*  =  e-^ 

nir  ein  bestSndig  fallendes  x; 

1 1 

21)     LiiDa:*(*+»)  =  l,  22)    Lima:    '^'Vd  =  1 

fiir  ein  bestSndig  wachsendes  .r; 

23)     Limar*(*+»)  =  e«>,  24)     Lima:""'(J^f>j  =  0 

für  ein  bestSndig  fallendes  x\ 

I  1 

fa:+l)*+^  ■  r^r  +  l)    *+» 

25)     Lim^^^ti^ — =1,  26)    Lim^'^^^^        =1 

fBr  ein  bestSndig  wachsendes  o;; 

27)    Llm^^±^=0.  28)    Lim^^+iO?  =  .* 

fOr  ein  bestSndig  fallendes  x\ 

29,    Lln.i^+^=1.  30)    UnS^^±^  ^l 


[       nir  ein  liestSndig  wachsendes  x\ 

i  Tlieil  XUI. 
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31)    Llm<^^=0,  32)    uJ^^=^ 

ffir  ein  beständig  fallendes  ;t-. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Resultate  erschliesst  sich: 

Lim  jr    *  = 1 

Lima:' 

u.  s.  w.     Ferner  Ist   e-»  =  0,367 879 44 117 1442 321 Ö96.... 


XV. 

M  i  8  c  6  1  1  e  n. 


Sohreibeo  des  Herrn   Dr.  G.  F.  W.  Baehr   in   Groiiinge 

an  den  Herausgeber. 

J'ai  vudansunedes  livraisons  de  r^Arcbiv^'  (T.XLI.  p.  lU 
qui  m'est  venue  en  mains  tr^s-tard,  que  vous  aves  donn^  u 
extension  k  la  propri^t^  de  relüpse,  -dont  j'avais  parM  daas  1 
„Mondes''  etc.  Je  profite  de  cette  occasion  pour  vous  comn 
niquer  encore  une  g^nöralisation,  dont,  peut-ötre,  vous  poari 
faire  usage  poor  les  ,,Miscelles." 

Si  Ton  dirtse  toutes  les  cordes  d*uoe  conique,  qui  concour« 
en  an  mdme  point,  dans  uo  rapport  doon^  (de  sorte  qne  i 
cbaque  corde  il  y  a  deux  points  de  division),  le  lieu  göoro^triqoe 
ces  points  de  division  sera  un  Systeme  de  deux  coniques  se 
blables  et  semMablement  phc^es  k  la  preroi^re,  qoaml  le  point 
concours  est  pris  sur  la  conique  eile  möme ;  ce  Systeme  se  T6i 
k  une  seule  conique,  quelque  soit  le  point  de  concours,  sl  I 
cordes  sont  divis^es  en  deux  parties  ligfties. 


tmcfUeii 


Mi  \ 


|iia|>fi«t«  eff  IrAs  facilc  h  deinoiilrcr  pour  le  ccrcl«,  c« 

Iftt  lea  priiprl^täü  prulectlves  des  figureA,  Im  drimoiilre  auBoi 

ime  «ectioD  i{uelconi]iis  du  cöne.    Cepeiidant  la  demonslra- 

nlytique  doiine  eii  m^nic  Icmps  toul  ce  qui  esl   n^essüre 

|iwr  delerniiner  eritierement  le  lieu. 

Preiioiil  convcnablemcnt  la  direclioij  des  axes,  et  l'origine  au 
(rain  de  eiHicnurH  dea  cordes,  l'ei|unlinn  rfo  la  cnnique  sera  gin^- 
nieunt 

fiiMDl  x  =  rCostp,   y  =  rSinip,   eile  devienl 

MtW»v4  BSiii«v)r'>  +  (CCos9  +  OSinv)r  +  E  =  0. 
el  dunncia  |iour  r  les  iteux  rukurs :  r,=P±VO.  »■a  =  '*T  t^'Oi  <"'    | 


/*-. 


J^  Cos  *(p  -|-  Ä  Sin  '5  ' 


^^  '  4(JCos'v  +  ßSin«v)a 

d«Barl#  que  rj — r«  soit  lu  longueur  de  lu  corde  qui  correapond 
i  liiDRlg  7.  Le  rayon  vecleur  g  du  point  qat  divise  cette  corda 
ilai»  \<!  ciiji|>ort  i\a  p  ä  t}  sera  doiic 


c«l-i>diie,   posaut 


p-q 
P  +  9 


■■nfliitii,  |ii)ur  r^qiiatton  polatre  du  lieu  des  poinls  de  division, 

e  =  P+^VO    ou    (p-P)*=xf.«Q. 

'mu  nn  d^duit.  apr^s  la  substifulion  des  valeura  de  P  et  Q,  et 
'Mplttaul  pCosf)  et  pSinq;>  par  X  et  g,  pour  l'^quatian  de  ce 
"ni  tn  cour<lonnäGs  reclangulaires, 

Btiittleinent  celte  ^quation  sera  du  quattiime  degr^;  mais  s1 
l'Blt£=0,  c'eet-ä-dire,  ei  le  poliit  de  coiicours  des  coides 
*rt|iti(  But  b  conique  eile  mtime.  eile  se  reduil  h 

iAx*  +  2ßj«  +  Cd  ^^)x  +  Z>(1  Tf  )J  =  0. 

<*1iilindiqn«,   quelque   soit  ft,    uu  syalime   de   deui   coniquea 


■>i 
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semblables  et  semblablement  placecs  ä  la  premi^re,  et  passant 
par  le  point  de  eoncoars.  Si  Tod  a  ^  =  0>  ou  p=ig,  cest-it- 
dire  si  les  cordes  sont  divis^es  en  deux  parties  egalea,  T^qaa* 
tion  du  quatri^me  d^grö  se  r^duit  a 

2Ax^  +  2By*  +  Gr  +  %  =  0, 

quelque  seit  E  etc.  Des  ^quations  trouvees  on  deduira  aisäment 
le  rapport  de  similitude  et  le  centre  de  siroilitude  qui  correspond 
au  point  de  concours. 

Groniiigue  21.  Avril  1864. 


Betreffend   den  im  Archiv.  Tbl.  XLL  Nr.  XXVH.  entwickelten 
,,  Wichtigen  allgemeinen  Satz  von  den  Flächen.  ^^ 

Riicksichtiicb  des  von  mir  in  der  Abhandlung: 

Wichtiger  allgemeiner  Satz  von  den  Flächen.  Von 
dem  Herausgeber.  Archiv*  Tbeil  XLl.  Nr.  XXVIl. 
S.  241. 

ausrnbrlicb  entwickelten  und  begründeten  allgemeinen  Satzes  von 
den  Flächen,  der  nach  meiner  Meinung  ausser  seinem  allgemeinen 
geometrischen  Interesse  namentlich  für  höhere  Geodäsie  von  be- 
sonderer Bedeutung  ist,  —  was  auch  mein  leider  nun  verstorbener 
Freund  Geriing  in  Marburg,  weicher  in  auf  Geodäsie  Bezug 
habenden  Dingen  immer  als  eine  Autorität  zu  nennen  sein  wird, 
in  seinem  letzten,  nicht  lange  vor  seinem  Tode  an  mich  geschrie- 
nen  Briefe,  wenigstens  rücksichtlich  des  speciclicn,  das  Ellip- 
soid  betreffenden,  von  mir  damals  für's  Erste  nur  bewiesenen 
Satzes  (Archiv.  Tbl.  XL.  S.  312.),  freudigst  und  freiwillig  aner- 
kannte, —  hat  der  durch  verschiedene  schone  Arbeiten  den  Mathe- 
matikern längst  in  der  vorthoiibaftesten  Weise  bekannte  Herr  Profes- 
sor C  u  g  e  n  i  o  B  e  1 1  r  a  m  i  an  der  Universität  in  P  i  s a  '^)  in  einem 
überaus  freundlichen  Briefe  (Pise,  20.  Avril  1864)  mir  die  für 
mich  in  jeder  Beziehung  interessante  Mittheilung  gemacht,  dass 
sich  der  in  Rede  stehende  Satz,  ganz  in  derselben  Form  und  aaf 
denselben  Ausdruck  gebracht,  wie  er  von  mir  in  Tbl.  XLl.  S.  292. 
und  S.  293.  gegeben  worden  ist,  mit  besonderer  Leichtigkeit  auch 
aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Maasses  der  Krümmung  von 
Gauss  ableiten  lässt.     Indem  ich  mich  sehr  freue,  dass  der  Satz 


*)  Herr  BeUranii  ist  jclzt  ordentlicher  Professor  der  thcorctittchcn 
Grodiiiie  nii  der  ^mannten  Universität. 
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Ichc  neue  Bc»iäli}tung  crbaKen  liat,  und  Herrn  Ucllrmiii 

daeiktlllbriluiif:  Bieitien  Mürmsten  Diink  uusapreche,  erlaube 

r.  •lii-  den  SaU  Rpci-iell  tietreffenile  SU-lle  seines  Briefs,  mit 

iFtjlueuti);  alles  Uulirigen,  nus  jotil  nirhl  hierher  geltitri,  nach- 

d  aliiirncl:«»  zu  Inssen,  ivobei  ich  bemerke,  dass  Herr  Uel- 

liimi  sinli  im  t'ulgenJen  üurch^inngig  iler  vnii  mir    in  der  an);e- 

ffihrleuAbbariillung  f-eliraucbten  Zeichen  bedient  hat: 

„Paur  ce  i\it\  est  du  Iheoreme  fundamental,  pagc  52*),  il  est 
iinidniite  U^8-reniar(|uabIe,  surluutsi  on  le  rapprache  decelui 
lutGaass  i«  doniie  reliiliveiuenl  ä  la  mesurc  de  la  courbure,  et 
qui  h'tu  di'vient  c])ie  gdtis  imporlanl  et  plus  sigTiificatif.  Je  re- 
nnqi»  i|ne  sa  verile  peut  ilre  reniluc  presque  evidente  par  la 
cutiMdKrntion  (leriiulicalrice,  qui,  ilana  l'hypnlh^se  T <,(\,  est  une 
ilif|il&  Soll  en  effel  p  un  des  rayonit  de  celle  ellipise.  Le  rayon 
<lt  cnithure   R  de    la  sectlau   nonnale   correspondante    peut  ^trc 

dengni)  par  p>,   et  par  suÜe  oti  s.,  smvanl  vos  notalions,  M  (A) 

~il       if''^'^-     ^'''   fl'''dw  e^t  le   double   du  secteur  etlipti(|ue 

tmiptigeDtre  (es  deuxrayou»  itiliiiiment  proches  ((to)  et   i/(w  +  dw). 

Joe/      f^ilw   est    l'aire    total«    de    lellipee,    je  Vft'A".    d'oii 


S'proliablenieitt  cctte  remarquc  nevous 


Sm^VK'R".  Mai 
**>t|iu  echapp^  **),  bien  que  vous  ayei  pr^fere,  et  avec  raison, 
^«  djmontrer  Iv  Iheort^me  ä  l'aide  des  seulcs  fermulee  fondamentales 
■l'latheorie  des  surraces,  eans  vous  appnyer  sur  dea  notions  nioius 
^■npleflun  moins  direcles.  Celles-ci  du  reste  pnurraientse  tirer  bien 
Mcment  de  vos  rormules .  dans  lesquelles  elles  soiil  implicitcmeiit 
rwiltnuBs.  nlfisi  que  heaiicoup  daulres.  dont  voue  avez  peut  etre 
i'"aii  le  dt^veloppement  dans  le  Memoire  intitule  „Allgemeine 
T^Brie  der  Krtiminung  der  Flfiehen"  que  vous  cilez  au  com- 
■HBcoment  de  celui-ci,   et  que  je  reßrelte  de  ne  pas  connallre." 

Manlien  darf  ich  mir  ifolil,  dem  Obigen  noch  binzuzurfjgen, 
^.  nie  auch  Herr  Beltrami  vollstäiulig  anerkennt,  meine  in 
J«  Abhandlung  Tl.l,  XLI.  Nr.  XXVII.  gegebene  Entwickelung  eine 
^Wchtue  selbälatandige   isf,  die   auch  noch   xu  mehreren  anderen 


1  Difl»  l-aglna  lieiivM  ■ich  a 
;;in  IriiiiT.  ThI.  XLI.  S.2'.i-i  i 
**)Dit  «an  llcrro  Bcitrumi 
U  nlgitnppii. 


a  Sr|>i< 


aluliilnk'ki;   (Irr  Ablianil 


li'blc  Bcincfkuiig  -nac  ii 


• 
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bemerkenswertben  analytischen  Ausdrücken,  z.  B.  für  die  Halb- 
messer der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  u.s-w.»  gefllbrt  bat, 
welcbe,  so  zu  sagen»  als  ganz  independent  zu  betfachten  aittd, 
wobei  ich  auch  wiederholt  auf  meine,  das  allgemeine  dreiaiDge 
Ellipsoid  speciell  betreffende  Abhandlung  in  Tbl.  XL«  Nr.  XXL, 
auf  die  in  derselben  durchgängig  in  Anwendung  gebrachten  redu- 
cirten  Längen  und  reducirten  Breiten  (ro.  s.  über  diese  f&r  das 
dreiaxige  Ellipsoid  von  mir  neu  eingeführten  Begriffe  mit  Meh- 
rerem  Archiv.  Tbl.  XXXVl.  Nr.  VIII.  8.79.)»  u.  s.  w.,  verweise. 

Mitte  Mai  1864.  Grüne rt 


lieber  einen    Satz   von   dem   Ellipsoid. 

Von  Herrn  F.  Uof erdinger,    Prufetsor  der  Mathematik   an  der  Ober- 

reaUcliule   am   Bauernmarkte  in  Wien. 

In  Tbl.  XLI.  p.  118.  hat  Herr  Professor  Grunert  den  Satz 
bewiesen:  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Sehnen  einer  Ellipse  (der  Punkt  mag 
innerhalb  oder  ausserhalb  liegen)  ist  wieder  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Mitte  der  Strecke  liegt  zwischen  dem  gege« 
benen  Punkt  und  dem  Mittelpunkt  der  gegebenen  Ellipse,  deren 
Axen  zu  denen  der  letzteren  parallel  sind  und  welche  immer 
durch  die  beiden  genannten  Punkte  geht.  Verwandelt  sich  die 
Ellipse  in  einen  Kreis,  so  ist  der  genannte  geometrische  Ort 
nuch  ein  Kreis,  welcher  durch  den  festen  Punkt  und  den  Mittel- 
punkt des  gegebencn*Kreises  geht,  deren  Entfernung  also  seinen 
Durchmesser  gleich  ist.  Liegt  der  feste  Punkt  in  der  Peripherie, 
so  berührt  der  Ortskreis  den  gegebenen  von  Innen  in  dem  festen 
Punkt  und  in  diesem  Falle  ist  der  Beweis  seiner  Ortseigenschaft 
auch  nach  der  Euklidischen  Methode  leicht. 

Dieser  Satz,  welcher  gewiss  noch  für  die  Linien  der  zweiten 
Ordnung  überhaupt  einer  bemerkenswerthen  Verallgemeinerung 
tahig  ist,  hat  mich  angeregt,  darüber  nachzudenken,  ob  nicht  ein 
ähnlicher  Satz  für  das  dreiaxige  Ellipsoid  gefunden  werden  kann. 
Nachfolgend  das  Resultat.  —  Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung 
für  die  Stellung  des  rechtwinkeligen  Coordinaten- Systems  Ist  die 
Gleichung  des  Ellipsoides: 


(f)"  +  Ö)"  +  (7)'='  = 


die  Gleichungen  der  Geraden,   welche  durch  den   festen    Punkt 

(ar',  y',  i')  geht,  seien: 


MHttiltti 


IM 


dies«  drei  Gletuhargen  nach  x,  y,  i  aufgcliiect,  »o  er- 
di«  Coordinaten  der  DurchschtiUle  der  Ucuilen  mit  ilet 

Elitninlrt  man  der  Reihe  nnch  y,  i,  dBnn  x,  i.  dann 
folgl: 

^"imiil  man  entwickelt  und  nach  übs (eis enden  Poteneen  miii 


l-J) 


"rtd  C,  C,  C  die  von  jr,  t/,  i  unalihängigen  Glieder  liezeicb- 
Hfi.  Die  AunüHttng  dieser  drei  quadratischen  Uleicliungen  giljt 
iliefoordinaten  j,y,i,  und  :r,yjt»  der  üwei  Punkte,  in  welclicn 
^infnrcb  den  Pntikt  (x'.y',  :')  gehende  Sehne  die  krumme  Ober- 
Uehs  «cbneidct.  Sind  nun  ri,  r,  w  die  Coordinnten  dee  Millcl- 
pnlles  der  Sehne,  so  ist  beknnnlliefi  2ir=::r| +3^1,  '^i'— yi4y*' 
''■  =  '1  + V  Ücnkt  man  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  (3) 
's  Rcitic  noch  durch  die  Coeflicienten  von  .t",  5',  1'  dividirt,  so 
"iü«ieii  die  alsdann  entstehenden  Coeflicienten  von  x,  y,  i,  mit 
"i'S'gongesetzten  Zeichen  genommen,  nnch  einem  bekannten 
^Weinc  der  Reihe  nach  gleich  «ein  x^■\:^^,  Ji  +  ^i,  :i+*i- 
4"f^iese  Art  erhält  man  folgende  Gleiclmngen: 
(■1) 


1 


iä''  +  ps 

+  3' 

1      J»     B> 

:,*■  + 


ö" 


kh«n  mnn  mit  LoichtiKkeit  folgert; 


12U  Mlscellen. 

Diese  VVerthe,  in  irgend  eine  der  (üleichungen  (4)  eiDgesetsf, 
geben  als  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes : 

52^     +       6«       "^       c«       "^       a«       "^       6«      ^       J«      """ 

oder  auch: 

(S) 

weiche  offenbar  ein  Ellipsoid  bezeichnet,  dessen  drei  Axen  der 
Reihe  nach  zu  jenen  a,  6,  c  parallel  sind;  und  ivenn  wir  sie 
durch  a' ,  b\  c*  bezeichnen,  so  ist: 

*  (6) 


c' 


=iV(f)- +(?)•+ (9-> 


während  \x'  y  iy' ,  iz*  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind. 
Wie  man  sieht  wird  die  Gleichung  (5)  erfüllt,  sowohl  fSr  tt=:t 
=11^=0,  als  auch  Rir  u=x',  v=y',  to=2';  es  gilt  daher  folgender 

Lehrsatz. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch 
denselben  Punkt  gebenden  Sehnen  eines  Ellipsoides 
(dieser  Punkt  mag  innerhalb  oder  ausserhalb  liegen)  ist  ein 
Ellipsoidy  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Mitte  der  Strecke 
liegt  zwischen  dem  festen  Punkt  und  dem  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Ellipsoides,  dessen  Axen  parallel  sind 
zu  den  Axen  des  primitiven  Ellipsoides  und  welches 
immer  durch  den  Mittelpunkt  desselben  und  den  festen 
Punkt  geht. 

Verwandelt  sich  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel,  so  ist  auch  der 
gesuchte  Ort  eine  Kugel,  deren  Gleichung: 

(7)     iu-ix^^+(v-iyT+(t^''iiT=i(^'^+y'^+2'^); 

dieselbe  geht  also  immer  durch  den  gegebenen  Punkt  (x'y'i*)  und 
durch  den  Mittelpunkt  der  primitiven  Kugel;  die  Entfernung  die- 
ser zwei  Punkte  V^or'^+y'^+x'*  ist  ihr  Durchmesser.  Liegt  der 
feste  Punkt  auf  der  Oberfläche  der  gegebenen  Kugel,  so  be- 
rührt die  Ortskugel  dieselbe  von  Innen  in  diesem  Punkt. 

Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit,  ähnliche  Sätze  för  dasein-  und 
zweitheilige  Hyperboloid,  sowie  fiir  das  cllipt.  Paraboloid  aufzustellen. 


;.  1 


im:  üeö,  d.  Beurteil,  d,  Wur%ein  einer  vorgelegt  cubitch,  deich.  121 


■■' 


Ueber  die  BeurtheiluDg  der  Wurzeln  einer  vorgeleg- 
ten cubischen  Gleichung. 

(Zweite  AWieilung,  als  Fortsetzung  der  Abhandlung  Nr.  VI.  in  Thl.  XLL  S.  68.) 


Von 


Herrn  Ferdinand,  Kerz,  9 

■V>r  ii 4tiB Grotiherxogl. HeMiichen Gendarmerie-Corps  in  Darmstadt. 


41. 


Wir  können  nacb  der  ersten  Abtheilting  dieser  AbhsndJnng 
^  äeSebongen  ron  der  Form 

Arwelehe  also  die  Coefficienten  der  Glieder  zum  Theil  auch  nega- 
tif  oder  Null  sein  können^  in  zH'ei  Hauptklassen  abtheilen ;  näm- 
idi  in  solche,  für  welche  das  Verhältniss  der  Coefficienten  der 
roten  und  zweiten  Potenz  der  Unbekannten  >  6  und  c,  die  MOg- 
ehkeit  nur  einer  reellen  Wurzel  gestattet,  was  für 

c«<36 

eta  der  Fall  Ist^  und  in  solche»  ffir  welche  dieses  Verhältniss 
ft Möglichkeit  dreier  reellen  Wurzeln  zulfisst,  d.h.  für  welche 
ie  Bedingung 

c«>36 

ittiindet. 

Da  für  die  Bedingung  c*<36,  6  nicht   negativ  sein  kann,  so 
kSren  zu  dieser  Kategorie   folgende  vier  verschiedene  Formen: 

TheU  XLn.  9 
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i 


-  +      +       + 
+    +      —      + 

-  +      -      + 

42. 

Befreit  man  jede  dieser  Gleichungen  von  dem  Gliede  cg^i 
indem  man 

fiir  y  schreibt,  so  ergiebt  sich: 

A  B 

aus  welcher  DarstelluDg  hervorgeht,  dass  B  stets  potitiv  ist.    Er- 
innern wir  ans  nun  der  cardanischen  Formel 

2) 


x= 


=V"-^V"(0•+(?^^-^^^(0•+(f)^  '■ 

I 

so  überzeugen  wir  uns  leicht,  dass  für  einen  positiven  Werth  von 
B  die  QaadratwurzelgrOsse  dieser  Formel  stets  reell,  nod  da«s  "« 
daher  die  cardanische  Formel  zur  Aufltisung  derjenigen  cobiachfln  ! 
Gleichungen,  für  welche  das  Quadrat  des  Coefficienten  der  swei-    ' 
ten  Potenz  der  Unbekannter  kleiner  ist  wie  der  dreifache  Coeffi- 
cient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten ,  praktisch  brauchbar  «eh   ' 


Indem  wir  uns  vorbehalten,  auf  diese  Klasse  von  Gleicban- 
gen  zurückzukommen,  wollen  wir  wieder  die  Bedingung  c^  >  86  .  ^ 
unterstellen.  \ 

43. 


Anstatt  der  Gleichung 

1)  0=+a  +  %+c^«+y» 
kSnnen  wir  schreiben: 

2)  0  =  +  27a  +  %  (Sff)  +  3c(3y)H  (3y)». 

2) 
Findet  hierfür  die  Bedingung  [17.  A.^H  statt,  ist  nämlich: 


m-  einer  torgeiegien  cubiachen  Gleichung.  (23 

M  ^^'^ 

m      4)  r3y)  =  -cdb2V"^«^^^,  [17.  B.  7)] 

■      md  folglich 

«in  genuer  Faktor  der  Gleichung  2). 
^  Ffodet   aber   ftir    Gleichang  2)    die    Bedinguiigsungleichung 

:     [17.  A.  J]  «täte,  ist  nämlich: 

)        6)  27a  <36c— 2(c»-  36) (cdb  V^c«-^36) , 

und  setien  wir: 

7)  «  =  ^:fr, 
indem  wir  q  so  wählen,  dass 

8)  277  =  36c  -  2  (c»— 36)  (c  db  V"c*— 36) 

Int,  (In  welchem  Falle  also  auch  r  eine  bekannte  Grösse  ausdrückt), 
•o  sei: 

9)  (3y)  =  -c±2V"^*^^6+p, 

in  wdehem  Ausdruck  p  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  be- 
zelchneL 

In  diesem  Falle  niuss 

lO)  +cT2V"c«^:^-//  +  (3y) 

dn  genaoer  Faktor  der  Gleichung  2)  sein. 

44. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  [43.  2)J  in  Bezug  auf  den  hypo- 
tbetiechen  Faktor  [43.10)]  zerlegen,  so  ergiebt  sich,  indem  wir 
nach  (allenden  Potenzen  ordnen: 

1) 

0 = (3^)» +3c  (?y)« + 96  (3y)  +  27a 

=(?»)»+ [cT2V?=3i-p]  (3y)« + [2c  ±2  V?^:3Ä+p]  (3sf)» 
-f[I26— 2c*T2cVc*  — 36-(c±4Vc«^^).p-p«](3y) 
+r2c«— 36±2c V"c«"^^36  +  (c±4  V"?-36).p  f  p'KSy) 
[  +  [36e— 2((!^-36)  (c±  V?^3«)-9  (c»-36) ,  /»T6  Vc»^^P*-/''- 
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Da  nun  nach  [43.6)— 8)] 

2)  27(jTr) 

=  [36c— 2(c«-36)(c±V^?^^)-9(c«-3ft).;»T6V^^ 
sein  mass,  so  folgt,  im  Hinblicke  aof  [43.  8)],  alsbald: 

3)  27(Tr)=— 9(c»— 36).p+6V?^^^.;i«— p» 

oder 

4) 

T(7äz:3g)i=--ö.L(^::::3g)ijT6L  —  um- 

setzen wir: 

27r 

6)  p  =  P.(c«— 3*)», 

80  folgt: 


45. 

In  gleicher  Weise  folgt*,  wenn 
2)  27a^  36c-2(c«  — 36)(c±  yf^-^b)       \ 

ist,  und  ivenn  man: 

setzt. 

4)  ±Ä=— 9P=FÖI^— '^. 

Wennp  negativ  ist,  so  erhalten  auch  die  angeraden 
von  P  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  es  ergeben 
mit  acht  Fälle  der  verschiedenen  Zeichenwechsei  für  \ 
chungen  I)  und  4). 

5)  Es  lässt  sich  indessen   leicht   nachweisen,    dass  s 
acht  Ffille  auf  folgende  zwei  Hauptftlle  zarfickführen  lai 
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I.  «+Ä=  +  9P-6I»  +  /», 

L  +Ä=+9P+6I»+P», 

Niiie,  das«  der  Gleichung  I.  drei  reelle,  der  Gleichung  II.   aber 
«e  reelle  and  zwei  imaginäre  Wurzeln  entsprechen. 


46. 

Wiren  wir  im  Stande,  diese  beiden  Gleichungen,  för  welche 
du  Qudrat  des  Coefficienten  der  zweiten  Potenz  der  Unbekann- 
tei  gleick  ist  dem  vierfachen  CoefBcienten  der  ersten  Potenz  der 
Dibekannten,  nämlich  6*=:4.99  allgemein  aufzulösen,  so  liesse 
«ch  p  und  somit  auch  y  allgemein  bestimmen. 

Dl  diese  Gleichungen  indessen  nur  zwei  veränderliche  Grössen, 
ff  nnd  P,  enthalten ,  welche  von  einander  abhängen ,  so  können 
^  DOS  2Qr  Bildung  von  Tabellen  dienen,  welche  fOr  auf  einander 
%nide  Werthe  von  R  die  zugehörigen  Werthe  von  P  angeben, 
■d  wekbe  daher  für  Werthe  von  R,  welche  in  ihnen  nicht  genau 
'vlUteo  sind ,  annähernde  Werthe  von  P,  und  somit  auch  von 
P  "^  3ff  in  ZahlenßÜle.n  liefern. 

Wir  haben  nach  ihnen  solche  Tabellen  nachstehend  entwor- 
^1  velehe  selbstredend  einer  grossen  Erweiterung  fthig  sind. 

Ae  whr  jedoch  von  denselben  Gebrauch  machen ,  wollen  wir 
^  kbher  gefundenen  Resultate  auch  auf  die  verschiedenen  mug- 
[  Uen  Vorzeichen  der  allgemein  gegebenen  cubischen  Gleichung 
^'v^den  und  zusammenstellen.  Hierbei  wollen  wir  der  Kürze 
^^fi^  den  Werth  von  q  [43.8.],  wenn  fflr  ihn  das  obere  Vor« 
>^*dteii  der  Wurzeigrusse  gSitig  ist,  mit  9+  und,  wenn  ßir  ihn 
^^  ontere  Vorzeichen  gültig  ist,  mit  q-  bezeichnen. 


1-2« 


Ker%:    üebtr  dit  Beuriketlung  der  Wur%eln 


Zusammenstellung    der   verschiedenen    Fälle,    welche 

sich  zur  annfihernden  Bestimmung  der  reellen  Wurteln 

einer  vorgelegten  cubischen  Gleichung  0=a-|-ijr-NiyM'J''> 

c*>36  vorausgesetzt,  ergeben. 

47. 


0=  +  a  +  6^  +  cy*+y». 

+  279=36c— 2(c«-36)(c±V^— 3*). 


c«<46. 


1) 

a<q+ 

g+ — a — r 

Tab.  d. 

(3y)=— c+2Vc«- 

-36+1» 

2) 

a>q+ 

o— 9+_r 

»     I. 

-  + 



3) 

a<g- 

g— — o=sr 

„     I. 

— 

+ 

4) 

a>q- 

a — q-=r 

„  n. 

—      — 

— 

48. 


0=To+6y  +  cy*+»». 


c*>46,  ßr  +a. 


T279=36c— 2(c«— 36)(c±V<!«-36).         c«^ 


c"<46,  far  — a. 


1) 

-«<±9+ 

a±9+=r 

2) 

-o>-9+ 

9+— as=r 

3) 

+  a<,  +  g- 

9_— a=r 

4) 

+  a>+q- 

a— y— =:r 

=r  I  Tab.  IL 


>» 


>9 
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I. 

I. 

II. 


(3y)= 


-c+2Vc«-36+p 

-  +  — 
+ 


49. 


0=To-6y  +  c»«+y*. 

T277=-36c-2(c«  +  36)(c±  V^c»+3A). 

1) 

-a<,-gh 

a — g+=r 

Tab.  II.     (%)= 

-c+2Vc«+36+p 

2) 

-a>-7+ 

q+ — a=r 

..     I. 

-  +                  - 

3) 

+  a<,  +  q- 

g- — a=r 

..     1. 

+ 

4) 

+  o>+r/- 

a  —  g-=r 

..     11. 

_ 

;**'• 

i* 

.^i, 


einer  vorgeiegien  cuMschen  GMchuny, 


\i\ 


50. 


•= 

-«+«3r— «af'+y*- 

c»<4*. 

-57y-     36c + 2  (c»     36)(c±V  c*-36). 

1) 

-•>-»+ 

g-k-^a=r 

Tab.  n. 

(3^)=+c— 2Vc«-36-p 

9 

-«<-?+ 

a — 9+=r 

„      I. 

+  -                 + 

3) 

-o>  -  q- 

7- — a=^r 

„      I. 

+   + 

4) 

-*<-g- 

a — g-.=r 

»    11. 

+  +                  + 

51. 


ö=±a+6y-cy«  +  y>.  c«>4«,  fflr   -«. 

±279=— 36c  +  2(c«— 3&)(c±V"?^^^).   c«^46,  fflr   +o. 


f  iTC 


a±g^=r 

Tab.  II. 

9+  —  a=r 

M      I. 

9-  — fl— r 

„      I. 

a^q^=r 

n     II.  1 

%)= 


+c— 2V"c«— 36-p 

+  -  + 

+  + 

+  +  + 


52. 


"=±•-6,— cy«  +  ,». 

+27»=  +3be  +  2ie*  +  36)  (c  J;  V  c»  +  36). 

I)" 
8) 
J) 
0 


+«>+«+ 

a — g+=r 

Tab.  n. 

(3y)=+ c— 2V  c*+36— p 

+•<+»+ 

q+ — a=r 

„      I. 

+    -                   + 

-0>— y_ 

flr-  — a=r 

»      1. 

+    +                   - 

-a<— 9_ 

a  —  q-  =r 

..     11. 

+    +                   + 

I. 
r 


l'eier  tlle  BeurtMtmg  der  Wunuln 
53. 
T»bcllel. 


o.uoo 

U.OOl 
0,002 
0,003 
0,004 
0,005 
0,006 
0,007 
0,008 
0,009 
0,010 
0,011 
0,012 
0,013 
0,014 
0,015 
0,016 
0,017 
0,018 
0,019 
0,020 
0,021 
0,022 
0,023 
0,024 
0,025 
0,026 
0,027 
0,028 
0,029 
0,030 


0,000000000 

0,008994001 

0,017976008 

0,026946027 

0,035904064 

0,044850125 

0,053784216 

0,062706343 

0,071616512 

0,080314729 

0,089401 

0,098273331 

0,107137728 

0,115988197 

0,124826744 

0,133653376 

0.142468096 

0,151270013 

0,160061832 

0,166840869 

0,177608 

0,186363261 

0,195106648 

0,203638167 

0,212537824 


0,229961676 
0,236615683 
0,247317932 
0,255978389 
0,26462? 


ZJ— 0,00 


89341 
89221 


88624 
88505 


87790 
87671 
87353 
87434 
87315 
87197 
87078 
8695» 
86841 
S6723 
S6604 
66486 


0,030 
0,031 
0,032 
0,033 
0,034 
0,035 
0,036 
0,037 
0,038 
0,039 
0,040 
0,011 
0,042 
0,043 
0,044 
0,045 
0,046 
0,047 
0,048 
0,049 
0,050 
0,051 
0,052 
0,053 
0,054 
0,055 
0,056 
0,057 
0,058 
0,059 
0,C60 


R 

(1,264627 

0,273263791 

0,281888768 

0,290501937 

0,299103304 

0,307692875 

0,316270656 

0,324836633 

0,333390872 

0,341933319 

0,350464 

0,338982021 

11,367490088 

0,375985507 

0,384469181 

11,392941126 

0,401401336 

0,409849823 

0,418286392 

0,426711649 

0,435123 

0,443526651 

0,451916608 

0,460294877 

0,465661464 

0,477016375 

0,486359616 

0,493691193 

0,502011112 

0,510319379 

0,518616 


86290 
86132 
86014 
85896 
85778 
85660 
85343 
85434 
85307 
86189 
85073 
S49S4 
84837 
84719 
84603 
8448S 
84363 
84351 
S1133 
84016 
83900 
83783 


83432 
83316 


w 
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Tafe«lle  1. 

^^  « 

i>=O.U0 

p 

R 

0=0,00 

1    0.116a 

0.9IS6I6 

82860 
82733 
S2617 

0,(J90 

0,762129 

79386 
79271 

1     0,061 

0,3269I1<J98I 

0,091 

0,770067571 

OMü 

U,53ÖI7J33S 

0,092 

0.777994888 

0,063 

0,513430047 

0,093 

0.78.5910357 

79157 

a064 

Ü,55168S114 

82ÖÜI 

0,094 

0.793814584 

79043 

0,0« 

(I.S59924623 

82385 
82269 

0,095 

0.801707375 

78928 
78814 

oioes 

»,l>(i8l5H96 

0,096 

O.809.388736 

0,067 

[),57li3«67(» 

82153 

0,097 

0,817458673 

78700 

CW(68 

ri,l»4570133 

82037 
81921 

0,098 

0,8-23317l92 

78585 

0,06» 

»,B9276i509 

0,099 

0,833164299 

78471 

Og070 

H000S43 

81805 

0,100 

0,841 

78337 

0,071 

0,609111911 

81689 

0,101 

1,818824301 

78243 

0,073 

0,617^09318 

81573 

0,102 

0,856637208 

78IS9 

0^073 

0,IH&115017 

81458 

0,103 

0.864438727 

78015 

11,074 

0,63:1549224 

81342 

0,104 

0,872228861 

77901 

0,073 

0.64167IS73 

81226 
81111 

(1,105 

0.8S0007628 

77788 

•,076 

O.G49r8»?6 

0,106 

0,887773016 

77674 

OJWT 

0.6ri7SSi533 

80996 
80880 
80765 
8065(1 

0,107 

0,895331043 

77560 

0J»8 

0,Bli59;ü55i 

0,108 

0.903275712 

77447 
77333 
77220 

«.«TS 
0,060 

0,671047039 
0.6SI!113 

0,109 
0,110 

0.911009029 
(1.918731 

u,oei 

0,690165411 

80534 

0,111 

0,926141631 

77106 

0.082 

0.6(ISa)7.16S 

80419 
S1I3U1 
SlllSil 

0,112 

0,934140928 

76993 
76880 
7676S 

0.(B3 

0,71H)3377S7 

0.113 

0,94182889? 

aj064 

Il,7l42»i;04 

11.114 

0.949506344 

O.USi 

0,7-2-J2f)41-i5 

8(l«74 

(1,113 

0.937i:0875 

76653 

<MB6 

0,7oü26«l56 

79939 

0.116 

0.964824896 

76540 

0^087 

0.73SM15(Ö 

79S44 

0,117 

0.972467613 

76127 

U.<«B 

U.716217473 

79730 

0.118 

0,980099032 

76314 

0.068 

(1,751178069 

79615 

79S(JU 

0.119 

0.»8771!)I59 

76301 
76088 

0,(WD 

«,7611129 

O.IJO 

0.99532S 
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1 

TsbeUe  1. 

1 

1 

P 

1          ^ 

D  =  O,0u 

P 

«--* 

0,120 

0,995328 

75750 
75188 

0.30 

2,1S7 

0,1 
«) 

W 
IM 
«J 
IM 
!>.( 

0,1 
0.« 

0,125 

1,033203123 

0,31 

2,243191 

0,130 

1.070797 

0,32 

2.29836S 

0,133 

1,108110375 

74627 
74067 
73509 

0,33 

2.332337 

0.140 

I,U3I44 

0,31 

2,403704 

0,145 

1.181S9S623 

0.35 

2.437875 

0,150 

1.218375 

72933 
72398 

0.36 

2,509056 

0.155 

1,234373875 

0.37 

2,539253 

0,160 

1,290496 

71S44 
71292 

0,38 

2,608472 

0,165 

1.326142125 

0.39 

2,K67I9 

0,170 

1,361513 

70742 

0.40 

2,704 

0,175 

1,396609375 

70193 
69645 

0,41 

2,750321 

M 

0,180 

1,431432 

0,42 

2.793688  | 

■ 

0,185 

1,465981623 

69099 

0,43 

2,840107    1 

■ 

0,190 

1,500259 

68355 

0,44 

2,883384    1 

■ 

0,195 

1,534264875 

68012 

0,43 

2,926125     1 

■ 

0,200 

1,568 

67470 

0,46 

2.967736 

■ 

0,205 

1,601465125 

66930 

0,47 

3,008423     ■ 

■ 

0,210 

1.634661 

66393 

0,48 

3,048192 

■ 

0,215 

1,667588.375 

63853 

0.49 

3,087049 

■ 

0,220 

l,70O24S 

63319 

0.50 

3,125 

■ 

0,225 

1.732640626 

64783 

0,51 

3,162031 

■ 

0,230 

1.761767 

64253 

0.32 

3,198208 

" 

0,235 

1.796625873 

63718 
63196 
O.0624 

U.33 

3,233477 

0,24 

1.S28224 

0,54 

3,26?SK1 

1 

0,25 

1.890623 

0,35 

3,301373 

0,26 

1.951976 

0.0613 
0.0603 
0.0393 

0,56 

3,334016 

i 
1 

0,27 

2.0I22S3 

ü,57 

3,365793 

0,28 

2,071552 

0.58 

1,396712 

0,29 

i,129789 

0.0582 
0.0572 

0,59 

3,436779     j 

■i 

0,a0       2,187 

0,60 

M56         1 

w 
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Tabelle  1. 

^1 

1 

" 

ü=a,m 

P 

fl 

^^^H 

3,456 

0,90 

3,969 

^^1 

■ 

3,4«4381 

284 

0,91 

3,974971 

0,00597       ^^H 

w 

3,5U9SS 

275 

0,92 

3,980288 

0,00932       ^^1 

m 

5,538647 

267 

0,93 

3,984957 

0,00467       ^^1 

m 

3,064514 

259 

0,94 

3,988984 

0.00403       ^^1 

m 

3.DS%2d 

251 
213 

0,95 

3,992375 

0,00339       ^^H 

m 

J,613$96 

0,96 

3,996136 

0.00276       ^^H 

w 

3,63r363 

235 

0,97 

3,997273 

0,00214        ^^1 

w 

3,660032 

227 

0,98 

3,998792 

0,00152                 J 

00 

3,681909 

219 

0,990 

3,999699 

0,00091       ^^J 

w 

3,n)3 

211 

0,991 

3,999756271 

005737       ^^H 

m 

3,723311 

203 

0,992 

3,999807488 

005122       ^^1 

w 

3,742849 

195 

0,993 

3,999852657 

004517         ^^m 

Dyz 

3,761617 

188 

0,994 

3,999891784 

0U3913                 j 

»■»4 

3,7796-24 

ISO 
172 

0,995 

3,999924575 

003310        ^J 

«^ 

3,796875 

0,996 

3,999951936 

002706       ^^H 

■.» 

3,813376 

165 

0,997 

3,999972973 

^^1 

».»7 

a,829133 

158 

0,998 

3,999987992 

001502        ^^H 

l,»S 

3,844152 

150 
143 

0,999 

3,999996999 

000901       ^^1 

».» 

3,SSS439 

1,000 

4. 

^^H 

»jeo 

3,872 

136 

1,00 

4. 

^^H 

».SJ 

3,884841 
3,896968 
3,908387 
3,919104 

0,01284 
0,01213 
0,01U2 
0,01072 

1,01 

1,02 
1,03 
1,04 

3,999701 
3,998808 
3,997327 
3,995264 

0893  ^H 
1481  ^^1 
2063        ^H 

»j» 

3,929125 

0,01002 

1,05 

3,992625 

2639                 % 

KU 

3,9:i8466 
3,947103 

0,00933 
0,00865 

1,06 
1,07 

3,989416 
3,985643 

3209  J 
3773        ^^J 

IM! 

3,955072 

0,00797 
0,00730 

1,08 

3,981312 

4331        ^^H 

4883       ^H 

B» 

3,962369 

1,09 

3,976429 

kJM 

3,969 

0,00663 

1,10 

3,971 

5429                   1 

1 

^ 

^ 

^f 
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p 

ü 

Z)=0,0 

p 

" 

D  =  0,0 

1,10 

3,971 

0597 
0650 
0703 
0755 
0807 
0868 
0908 
0958 
1007 
1056 
1104 
1151 

1,40 

3,584 

1938 
1973 
2008 
2042 
2076 
2109 
3141 
2173 
2304 
2335 
2265 
2294 

1,11 

3,965031 

1,41 

3,584621 

1,12 

3,958528 

i,42 

3,544888 

1,13 

3,951497 

1,43 

3,524807 

1,14 

3,943944 

1,44 

3,604384 

1,15 

3,935875 

1,45 

3,483626 

1,16 

3,927296 

1,46 

3,462536 

1,1? 

3,918213 

1,47 

3,441123 

1,18 

3,908632 

1,48 

3,419392 

1,19 
1,20 
1,31 

3,898559 

3,888 

3,876961 

.1,49 
1,50 
1,51 

3,397349 

3,376 

3,352351 

1,22 

3,865448 

1,52 

3,329408 

1,23 
1,24 

3,853467 
3,841024 

1200 
1244 
1290 
1335 

1,53 
1,54 

3,306177 
3,282664 

2333 
3351 
2377 
2406 

1,25 

3,828125 

1,56 

3,258875 

1,26 

3,814776 

1,5« 

3,234816 

1,27 

3,800983 

1379 
1423 
1466 
1510 
1551 
1592 
1633 
1673 
1713 
1752 
1790 
1S2S 
1865 
1902 

1,57 

3,210493 

2432 

1,28 

3,786752 

1,58 

3,185912 

2458 
2483 
3508 
2532 

1,29 
1,30 
1,31 

3,772089 

3,757 

3,741491 

1,59 
1,60 
1,61 

3,161079 

3,136 

3,110681 

1,32 

3,795568 

1,62 

3,085128 

2555 

1,33 
1,34 
1,36 

3,709237 
3,692504 
3,675375 

1,63 
1,64 
1,65 

3,059347 
3,033344 
3,007125 

2578 
2600 
2622 

1,36 

i,3r 

3,657856 
3,639953 

1,66 
1,67 

2,980696 
2,954063 

2643 
2663 

1,38 

3,621672 

1,68 

2,927232 

2683 

1,39 
1.40 

3,603019 
3,584 

1,69 
1,70 

2,900209 
2,873 

2702 
2721 

^^H             ftwr  eorttitgun  cuUtchen  GteHAwg. 

1J.1 

■ 

TakrUc  I. 

k: 

R 

i  =  &.o            P        1 

ß 

^"  =  0.0 

2,873 

2,00 

t. 

^^1 

2.S4S6I1 

3739 

2,01 

,970001 

3009 

■ 

2,8ie(MS 
2,790317 

2796 
2773 
2789 

2,02 
2,03 

,940008 
,910027 

2999       ^^M 
2997       ^^H 
2996       ^H 

■ 

4,7624-21 

2,734375 

2805 

2,(U 
2,09 

,88006» 
,850125 

2994 

ü 

2,70617« 
1,677833 

2820 
2834 

2,06 
2,07 

1,820216 
1,790343 

'2991 
2987 

1,79 

3,649393 

2,993 
3.063141 

284S 
2861 
2874 
2886 

2,08 
2,09 
2,10 
2,11 

1,760512 
1,730729 
1,701 
1.671331 

3983 

2978 

2973 

2967 

2960 

2953 

2949 

2937                ' 

2928 

2918 

2908 

Hb 

3,534168 

2897 

2,12 

1,641738 

^^1 

3,50«I87 

2ÜÜS 
2918 
2928 
2937 

2,13 

1,612197 

■ 

3,4;i!804 
3.446S35 

2,14 
2,19 

1,582744 

1,553379 

3,417396 

2,16 

1,5-24096 

^^B 

2,387803 

3945 
2953 

2,17 

1,494913 

^^^v 

3,388273 

2,18 

1,465833 

^^B 

2,338669 

2960 

2,19 

1,436850 

2897 

^^H 

2,299 

2967 

2,20 

1,408 

2886 

^H 

2,269271 

2973 
2978 
2983 

2,21 

1,37M61 

2874 
2861 
2848 
2834 
3830 
3805 
2789 
2773 
2756 
2739 

^^B 

3,33M88 

2,22 

1.398648 

^^H' 

2,309607 

2,23 

1,333167 

^^H 

3,1«»84 

2987 

2,24 

1,293824 

^^K 

3,149879 

2991 

2,25 

1,269629 

^^B 

l,n993> 

2994 
2996 

2,26 

1,237578 

^^v 

3,088973 

2,27 

1,209683 

^^B 

3,00992 

2998 

2,28 

1,181992 

1 

2,099899 
2. 

am    ^^ 

1,154388 
1,127 

^ 

^H 

^1 
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p 

R 

ß  =  0,0 

P 

R 

i>= 0,000 

2,30 

V,127 

2,60 

0,416 

2,31 

1,099791 

2721 
2702 
2683 
2663 
2613 
i>622 
2600 
2378 
2333 
2632 

2,61 

0,396981 

1902 
1866 

1828 

2,32 

1,072768 

2,62 

0,378328 

2,33 

1,045337 

2,63 

0,360047 

2,34 

1,019304 

2,64 

0,342144 

1790 
1762 
1713 
1673 
1633 
1592 
1351 

2,35 

0,992875 

2,Ri 

0,324625 

2,36 

0,966656 

2,66 

0,307496 

2,37 

0,940653 

2,67 

0,290763 

2,38 

0,914872 

2,68 

0,274432 

2,39 

0,889319 

2,69 

0,258509 

2,40 

0,864 

2,70 

0,243 

3,41 

0,838921 

2508 

2,71 

0.227911 

0,01609 

2,42 

0,814083 

2483 
2458 
2432 
3406 
2389 

2,72 

0,213248 

0,01466 
0,01423 
0,01379 
0,01333 
0,01290 

2,43 

0,789507 

2,73 

0,199017 

2,44 

0,765184 

2,74 

0,185224 

2,45 

0,741125 

2,73 

0,171875 

■2,46 

0,717336 

2,76 

0,158976 

2,47 

0.693823 

2351 

2,77 

0.146533 

0,01244 

2,48 

0,670392 

2323 

2,78 

0.134552 

0,01 198 

2,40 

0,647649 

2294 

2,79 

0,123039 

0,01131 

2,50 

0,623 

2263 

2,80 

0,112 

0,01104 

2,61 

0,602631 

2235 

2,81 

0.101441 

0,01056 

2,52 

0,380608 

2204 

2,82 

0,091368 

0,01007 

2,53 

0,55887? 

2173 

2,83 

0.081787 

0,00958 

2,54 

0,537464 

2141 

2,84 

0,072704 

0,00908 

2,55 

0,516375 

2109 

2,85 

0,06(125 

0,00858 

2,56 

0,493616 

2076 

2,86 

0,056036 

0,00807 

2,57 

0,475193 

2042 

2,87 

0,048503 

0,00755 

2,58 

0,455112 

2008 

2,88 

0,041472 

0,00703 

2,59 

0,435379 

1973 

2,S9 

0,034969 

0,00650 

3,60 

0,416 

1938 

2,900 

0,029000 

0,00697 

i 
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B 

" 

D^.MÜ 

p 

" 

iy=i),tm 

0,029000 

3,050 

0,007625 

32327 

m 

0,026217625 

55647 

3,055 

0,009241375 

w» 

0,023571 

52932 

3,060 

0,011016 

35492 

*tli 

0,021060875 

50202 
47457 
44697 
41922 

3,065 

0,012949625 

38672 

tu» 

0,01868» 

3,070 

0,015043 

41867 

w 

0,016453125 

3,075 

0,017296875 

45077 
48302 

l» 

0,OI43.'i7 

3,080 

0,019712 

w> 

0,012400375 

39132 

3,085 

0,022289125 

51542 

m 

0,010584 

36327 

3,090 

0,025029 

547S7 

■m 

0,008908625 

33507 

3,095 

0,027932375 

58067 

iSX 

0,Ü07.«5 

30672 

3,10 

0,031 

61352 

iBK 

0,0051)83875 

27S22 

3,11 

0,037631 

0,00663 

SJM 

0,004736 

24957 

3,12 

0,044928 

0,00730 

txs 

0,003632125 

22077 
19182 

3,13 

0,052897 

0,00797 
0,00865 

%m 

0,002673 

3,14 

0,061544 

WS 

0,001859375 

10272 

3,15 

0,070875 

0,00933 

W 

0,001192 

13347 

3,16 

0,080896 

0,01002 

I.M 

0,000071625 

10407 

3,17 

0,091613 

0,01072 

im 

0,000299 

07452 

3,18 

0,103032 

0,01142 

i» 

0,000074875 

04482 

3,19 

0,115159 

0,01213 

m 

0. 

3,20 

0,128 

0,01284 

i» 

0,000075125 

3,21 

0,141561 

0,01356 

WIO 

0,000301 

04517 

3,22 

0,155848 

0,01429 

1*15 

0,000678.175 

07547 

3,23 

0,170867 

0,01502 

mt 

0,001208 

10592 

3,24 

0,186624 

0,01576 

8,18 

0,001890625 

13652 

3,25 

0,203125 

0,01650 

im 

0,002727 

16727 

3,26 

0,220376 

0,01725 

w 

0,003717875 

19817 

3,27 

0,238383 

0,01800 

m 

0,004864 

22922 

3,28 

0,257152 

0,01877 

m 

0,006166125 

26042 

3,29 

0,276689 

0,01954 

1 

0,007625 

29177 

3,30 

0,297 

0,02031 
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/' 

« 

Z>  =  0,0 

p 

R 

D  =  0,0 

3,30 
3,31 

0,297 
0,318091 

2109 
2188 
2267 
2347 
2427 
2508 
2590 

3,60 
3,61 

1,296 
1,343281 

47S8 
4825 
4922 
5020 
5118 
5217 
5317 
5417 
5518 
5619 
5721 
5S24 

3,82 

0,339968 

3,62 

1,391528 

8,33 

0,362637 

3,68 

1,440747 

3,84 

0,386104 

3,64 

1,490944 

3,35 
3,36 

0,410375 
0,435456 

3,65 
3,66 

1,542125 
1,594296 

3,87 

0,461333 

8,67 

1,647463 

3,38 

0,488072 

2672 
2755 
2838 
2922 
3007 

3,68 

1,701632 

3,39 
3,40 
3,41 

0,515619 

0,544 

0,573221 

3,69 
3,70 
3,71 

1,756809 

1,813 

1,870211 

8,42 

0,603288 

3,72 

1,928448 

8,43 

0,634207 

3092 
3178 
3265 
3351 
3439 
3527 
3616 
3705 
3795 
3886 
3977 
4069 
4161 
4254 
4348 
4442 
4537 
4632 

3,73 

1,987717 

5927 
6031 

3,44 

0,665984 

3,74 

2,048024 

3,45 
3,46 
3,47 

0,698625 
0,732136 
0,766523 

3,75 
3,76 
3,77 

2,109375 
2,171776 
2,235233 

6135 
6240 
6346 

3,48 

0,801792 

3,78 

2,299752 

6452 

3,49 
3,50 
3,51 

0,837949 

0,875 

0,912951 

3,79 
3,80 
3,81 

2,365339 

2,432 

2,499741 

0559 
6666 
6774 

8,52 

0,951808 

3,82 

2,568568 

6883 
6992 
7102 

3,58 
3,54 

0,991577 
1,032264 

3,83 
3,84 

2,638487 
2,709504 

3,55 

1,073875 

3,85 

2,781625 

7212 

3,56 

1,116416 

3,86 

2,854856 

7323 

3,57 

1,159893 

3,87 

2,929203 

7435 

8,58 

1,204312 

3,88 

3,004672 

7547 

3,59 
3,60 

1,249679 
1,296 

3,89 
3,90 

3,081269 
3,159 

7660 
7778 

r 
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Ä                  /i  =  ö,0 

P                   R 

/J  =  0,0 

|3,90 

3,159 

3,237871     1     "'« 

a,9:.        3,564875 

8466 

3,% 

3,049536 

3,317««    1     ™^ 

3,07 

3,735973 

8584 

3,3«H»7     !     *'" 
3.4S1384        "-'^^ 
3,5«4«7:,         'ä" 

3,98 

3,^2-2392 

»702 
8940 

3,'jy 

3,910599 

4,1)0      1  4,000000 
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p 
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102.333488 

6947 

2,93 

I0;I,033I37 

6977 

2,94 

1113,733784 

7006 

2,95 

104,437373 

7036 

2,96 

103,143936 

7060 

2,97 

105.853473 

7095 

2,98 

106.565992 

7120 

2,99 

107.281499 

7105 

3,00 

108 

7185 
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i>— 0, 


3,00 

108. 

3,01 

108,721501 

3,02 

109,446008 

3,03 

110,173527 

3,04 

110,904064 

3,05 

111,637625 

3,06 

112,374216 

3,07 

113,113843 

3,08 

113,856512 

3,09 

114,602229 

3,10 

115,351 

3,11 

116,102831 

3,12 

116,857728 

3,13 

117,615697 

3,14 

118,376744 

3,15 

119,140875 

3,16 

119,908096 

3,17 

120,678413 

3,18 

121,451832 

3,19 

122,228359 

3,20 

123,008 

3,21 

123,790761 

3,22 

124,576648 

3,23 

125,365667 

3,24 

126,157824 

3,25 

126,953125 

3,26 

127,751576 

3,27 

128,553183 

3,28 

129,357952 

3,29 

130,165889 

3,.10 

130,977 

7215 
7245 
7275 
7305 
7336 
7366 
7396 
7427 
7457 
7488 
7518 
7549 
7580 
7610 
7641 
7672 
7703 
7734 
7765 
7796 
7828 
7859 
7890 
7922 
7953 
7985 
8016 
8048 
8079 
8111 


3,30 

130,977 

3,31 

131,791291 

3,32 

132,608768 

3,33 

133,429437 

3,34 

134,253304 

3,35 

135,080375 

3,36 

135,910656 

3,37 

136,744153 

3,38 

137,580872 

3,39 

138,420819 

3,40 

139,264 

3,41 

140,110421 

3,42 

140,960088 

3,43 

141,813007 

3,44 

142,669184 

3,45 

143,528625 

3,46 

144,391336 

3,47 

145,257323 

3,48 

146,126592 

3,49 

147,000149 

3,50 

147,875 

3,51 

148,7.M151 

3,52 

149,636608 

3,53 

150,522377 

3,54 

151,411464 

3,55 

152,303875 

3,56 

153,199616 

3,57 

154,098693 

3,58 

155,001112 

3,59 

155,906879 

3,60 

156,816 

f^tf^r  rwftteglnt  rublKhe«  lileichuns. 

l^H 

TMbclle  11. 

^^H 

It 

U~^'. 

V 

fl 

^^^1 

ir>6.816 

3,90 

185,679 

^^^1 

157,728481 

9124 

3,91 

186,695071 

1,0101    ^^H 

1,0196     ^^H 

P  J,E 

lril<,6443äti 

91 5H 

3,92 

187,714688 

[    '* 

I.W,.'>li3547 

9192 

3,93 

188,737857 

1,0232     ^^H 

W 

lm>,4^144 

9226 
9260 

3,94 

189,764584 

1,0267     ^^H 
1,0303     ^^H 

m 

\<,\.i\i\& 

3,95 

190,794875 

3.6« 

16i,3*l4i« 

9294 
9328 
9362 
9390 
9430 

3,96 

191,82873« 

1,0339     ^^^1 
1,0374     ^^H 
1,0410     ^^H 
1,0446    ^^H 
1,0482     ^^H 

J,B 

193,274203 

3,97 

192,860173 

m 

164,210432 

3,98 

193,907192 

J,;ii 

10i,1500«9 
ltif>.<}93 

3,99 
4,00 

194,95179» 
196. 

9464 

^^^H 

167.039411 
167,8H924S 

9498 
9533 
9567 
9602 
9630 
9071 
0705 
9740 

4,05 
4,10 

201,295125 
206,681 

0955                 J 
1139       ^^J 
1325     ^^H 
1513     ^^H 
1702      ^^^ 
1892                J 
2084        ^^J 

1,11 

168.942517 
169,KlHf224 

4,15 
4,20 

212,158375 

217,728 

■WS 

I70,S5<«75 

4,25 

223,390625 

l,7li 

I7I,!'22976 

4,30 

229,147 

ä,17 

172,790033 

4,35 

234,997875 

w 

173,7(iOr)52 

4,40 

240,944 

\T» 

174,734539 

4,45 

240,986125 

«0 

175,712' 

9775 

4,50 

253,125 

^^^1 

m 

170,692941 

!»8Ü9 
9844 
9879 
9914 
9949 
9984 

4,55 

259,361375 

2669       ^^W 
2867                1 
3067       ^^J 
3268      ^^H 
3470      ^^H 

w 

177,677369 

4,60 

265,690 

^8 

17»,66ö287 

4,65 

272,129625 

ä*t 

179,650704 

4,70 

278,663 

160,051625 
1S1,0.W056 

4,75 
4,80 

285,296875 
292,032 

>,« 

1M,052IJ03 

1,0019 

4,85 

298,869125 

^^^H 

s« 

18,3,657472 

1,IHI55 

4,90 

305,809 

3880      ^^^^H 
4205                 V 

184,660469 
18Ü,6!9 

1 .0090 
1,0125 

4,95 
5,IM) 

312,852375 
320, 

1 

■ 

^^^^^^J 
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R 

D=2, 

320. 

327,252625 

4505 

334,611 

4717 

342,075875 

4930 

349,648 

5144 

357,328125 

5360 

365,117 

5578 

373,015375 

5797 

381,024 

6017 

389,143625 

623J 

397,375 

6463 

403,718875 

6688 

414,176 

6914 

422,747125 

7142 

431,433 

7372 

440,234375 

7603 

449,152 

7835 

458,186625 

8069 

467,339 

8305 

476,609875 

8542 

486. 

8780 

495,510125 

1,9020 

505,141 

1,9262 

514,893375 

1,9305 

524,768 

1,9750 

534,765625 

1,9995 

544,88? 

2,0243 

555,132876 

0532 

665,504 

0742 

576,001125 

0994 

586,625 

1248 

D=i, 


5,00 
5,05 
6,10 
5,15 
5,20 
5,25 
5,30 
6,35 
5,40 
5,45 
5,50 
5,66 
5,60 
5,65 
5,70 
5,75 
5,80 
5,85 
5,90 
5,93 
6,00 
6,05 
6,10 
6,15 
6,20 
6,25 
6,30 
6,35 
6,40 
6,45 
6,50 


6,50 

586,626 

6,65 

597,376376 

6,60 

608,266 

6,65 

619,264626 

6,70 

630,403 

6,75 

641,671876 

6,80 

663,072 

6,85 

664,604126 

6,90 

676,269 

6,95 

688,067376 

7,00 

700. 

7,05 

712,067636 

7,10 

724,271 

7,15 

736,610876 

7,20 

749,088 

7,25 

761,703125 

7,30 

774,457 

7,35 

787,350375 

7,40 

800,384 

7,45 

813,5öS625 

7,50 

826,875 

7,55 

840,333875 

7,60 

853,936 

7,65 

867,682125 

7,70 

881,573 

7,75 

895,609375 

7,80 

909,792 

7,85 

924,121625 

7,90 

938,599 

7,95 

953,224875 

8,00 

968. 

1603 
I7S9 
2017 
2277 
3538 
2800 
3064 
3330 
3597 
3865 
4136 
4407 
4680 
4954 
5230 
6608 
5787 
6067 
6349 
6633 
6918 
7304 
7492 
7782 
8073 
8365 
8659 
8935 
9232 
9350 


^r 

^ 

1 

■ 

«/*i*r  twitligtfa  cuitir/ien  Glflckuag 
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■ 
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" 

/■ 

E 

If 

m-  " 

988. 

9,60 

1484,375 

HB 

9ä3.9£>l£> 

•2.9660 

9,ä5 

1501,148875 

9548 

8,10 

99S,(I01 

3,0154 
0455 

9,60 

1524,096 

98.94 

8.16 

l(ll3,ää8.17S 

9,65 

1544,217125 

4,Ü242 

8,30 

10-28.608 

0799 

9,70 

1664,513 

0593 

S,S 

Itl4-i.  140023 

1006 

9,75 

1584,984375 

0943 

uyp 

1059,8-27 

1373 

9,SÜ 

1606,632 

1295 

^B 

10;5,66;875 

1682 

9,85 

16-26,466625 

1649 

■1 

I0»l.6li4 

199-2 

9,90 

1647,459 

2005 

■s 

1107.816125 

2304 

9,95 

1668,639875 

2362 

SM 

1124,125 

26IS 

10,0 

1690. 

2720 

1140.591375 

2933 

10,1 

1733.261 

43,261 

^K 

1157,216 

3249 

10,2 

1777,-248 

43,987 

^^B 

1173.999625 

3567 

10,3 

1821,967 

44,719 

^^^K 

1190,943 

3887 

10,4 

1867,4-24 

45,457 

^^B 

1206,046875 

4-208 

10,5 

1913,625 

46,201 

^^B 

1-225,312 

4530 

10,6 

1960,576 

46,951 

^^B 

1242,739125 

4854 

10,7 

'2008,283 

47,707 

^^B 

1260,329 

5180 

10,8 

2056,752 

48.469 

^^B 

I278.0S2375 

6507 

10.» 

2105,989 

49,33i 

^^H 

1396 

5S35 

ll.U 

2156. 

50,011 

^^B 

I314.0S2625 

Iil65 

11. 1 

2-306,791 

50,791 

^^B 

133-2,331 

6497 

11.2 

2-258,368 

51,577 

^^B 

1380,746876 

6830 

11.3 

2310,737 

52,369 

^^K 

1369.32S 

7104 

11.4 

53.167 

^^K 

1388,078125 

7500 

11,5 

2417,876 

63,971 

^Bp 

1406.997 

7838 

11,6 

247-2,656 

54,781 

^TöB 

1426.085376 

8177 

11,7 

25-38.263 

55,597 

«40 

1445.344 

8517 

11,8 

2584,672 

56,419 

MS 

14B4.7736-2S 

8859 

\\a 

3641,919 

57,247 

1 

1484.376 

9203 

Bi 

12,0 

m 

3790. 

56.081 

■  »7 
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12,U 

12,1 
12,2 

12,3 
12,4 
12,5 
12,6 
12,7 
12,8 
12,9 
13,0 
13,1 
13,2 
13,3 
13,4 
13,5 
13,6 
13,7 
13,8 
13,9 
14,0 
14,1 
14,2 
14,3 
14,4 
14,5 
14,6 
14,7 
14,8 
14,9 
15,0 


2700. 

2758,921 

2818,688 

2879,307 

2940,784 

3003,125 

3066,336 

3130,423 

3195,392 

3261,249 

3328. 

3395,651 

3464,208 

3533,677 

3604,064 

3675,375 

3747,616 

3820,793 

3894,912 

3969,979 

4046. 

4122,981 

4200,928 

4279,847 

4359,744 

44%0,625 

4522,496 

4605,363 

4689,232 

4774,109 

4860. 


58,921 
59,767 
60,619 
61,477 
62,341 
(i3,211 
64,087 
64,969 
65,857 
66,751 
67,651 
68,557 
69,469 
70,387 
71,311 
72,241 
73,177 
74,119 
75,067 
76,021 
76,981 
77,947 
78,919 
79,897 
80,881 
81,871 
82,867 
83,869 
84,877 
85,891 


15,0 
15,1 
15,2 
15,3 
15,4 
15,5 
15,6 
15,7 
15,8 
15,9 
16,0 
16,1 
16,2 
16,3 
16,4 
16,5 
16,6 
16,7 
16,8 
16,9 
17,0 
17,1 
17,2 
17,3 
17,4 
17,5 
17,6 
17,7 
17,8 
17,9 
18,0 


4860. 

4946,911 

5034,848 

5123,817 

5213,824 

5304,876 

5396,976 

5490,133 

5584,352 

5679,639 

5776. 

5873,441 

5971,968 

6071,587 

6172,304 

6274,125 

6377,056 

6481,103 

6586,272 

6692,569 

6S0O. 

6908,571 

7018,288 

7129,157 

7241,184 

7354,375 

7468,736 

7584,273 

7700,992 

7818,899 

7938. 


81 
8 
81 
91 
9 
9 

9; 

9 

9 

9 

9 

9 

9! 

10 

10 

10 

la 

10 
10 
10 
10 
10 

m 
11' 
u: 
11 
iii 
III 
111 
HS 


tintr  remrltfften  cvblirhfit  RMrIiiini/. 
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30,0 


7938. 

8038,3UI 

Si:9,S(13 

83(12,32* 

842l!,4e4 

S6ÖI.62S 

t>87ti,0l(i 

»14,512 
!I064,6'I9 
9I9I>. 
»328,1)31 
9J62.528 
8697,B!)- 
9734,144 
9S7I.875 
10OIO,S»6 
10191,213 
10392,832 
10135,739 
lUüi^O. 
j  10725,561 
10872,448 
1 1020,667 
11170,224 
11321,125 
11473.376 
11616.983 
11781.932 
11938,289 
13096. 


120,30 
121,51 
122,72 
}  123,94 
125,16 
I2(i,39 
127,63 
128,87 
130,12 
131,37 
132,63 
133,90 
133,17 
136,43 
137,73 
139,02 
140,32 
141,62 
142,93 
144,24 
145,36 
146,89 
148,22 
149,56 
130,90 
152,23 
153,61 
134,97 
136,34 
1S7,71 


21,0 

12096. 

21,1 

12255,091 

21,2 

12415.568 

21,3 

12577,437 

21,4 

12740,704 

21,5 

12903,375 

21,6 

13071,436 

21,7 

13238,953 

21,8 

13407,872 

21,9 

13578,219 

22,0 

13750. 

22,1 

13923,221 

22,2 

14097,888 

22,3 

14274,007 

22,4 

14451,584 

22,5 

14630,625 

22,6 

14811.136 

22,7 

14993,123 

22,8 

15176,392 

22,9 

13361,349 

23,0 

15548. 

23,1 

15735,951 

23,2 

13923,408 

23,3 

16116,377 

23,4 

16308,864 

23,3 

16502,875 

23,6 

16698,416 

23.7 

16895,493 

23,8 

17094,112 

23,9 

17294,279 

24,0 

17496. 

159,09 
160,48 
161,87 
163,27 
164,67 
166,08 
167,50 
168,92 
170,33 
171,78 
173,22 
174,67 
176,12 
177,38 
179,04 
180,51 
181,09 
183,47 
184,96 
186,43 
187,95 
189,46 
190,97 
192,49 
194,01 
195,34 
197,08 
198,62 
200,19 
202,72 
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24.0  17496. 

24.1  17699,281 

24.2  17904,128 

24.3  18110,547 

24.4  18318,544 

24.5  18528,126 

24.6  18739,296 

24.7  18952,063 

24.8  19166,432 

24.9  19382,409 

26.0  19600. 

25.1  19819,211 

25.2  20040,048 

25.3  20262,517 

25.4  20486,624 
25,6  20712,376 

25.6  20939,776 

25.7  21 168,833 

25.8  21399,552 

25.9  21631,939 

26.0  21866. 

26.1  22101,741 

26.2  22339,168 

26.3  22578,287 

26.4  22819,104 

26.5  23061,625 

26.6  23305,856 

26.7  23551,803 

26.8  23799,472 

26.9  24048,869 
27,0  24300. 


203,28 
204,87 
206,42 
208,00 
209,58 
211,17 
212,77 
214,37 
215,98 
217,59 
219,21 
220,84 
222,47 
224,11 
225,75 
227,40 
229,06 
230,72 
232,39 
234,06 
235,74 
237,43 
239,12 
240,82 
242,52 
244,23 
245,95 
247,67 
249,40 
251,13 


27,0 
27,1 
27,2 
27,3 
27,4 
27,5 
27,6 
27,7 
27,8 
27,9 
28,0 
28,1 
28,2 
28,3 
28,4 
28,5 
28,6 
28,7 
28,8 
28,9 
29,0 
29,1 
29,2 
29,3 
29,4 
29,6 
29,6 
29,7 
29,8 
29,9 
30,0 


24300. 

24652,871 

24807,488 

25063,876 

26321,984 

25581,875 

25843,536 

26106,973 

26372,192 

26639,199 

26908. 

27178,601 

27451,008 

27725,227 

28001,264 

28279,125 

28558,816 

28840,343 

29123,712 

29408,929 

29696. 

29984,931 

30275,728 

30568,397 

30862,944 

31159,375 

31457,696 

31757,913 

32060,032 

32364,059 

32670. 


« 
( 

4 

s 

d 

e 

d 


9 
d 


c 

A 


S 


2 
S 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2. 
31 
31 
31 
31 


m 

''^^B 

l 
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133      ^^M 

R 

D                  P 

M 

^^1 

60 

238140 

^^H 

W 

3SS36 

3166 

61 

2498S6 

11716          ^H 

Si 

39900 

3430 

6-2 

261930 

12094  ^H 
1347S          ^H 

n 

iiim 

3368 

63 

274428 

1    ^ 

46S46 

3778 

64 

287296 

13869         ^H 

K 

S0S40 

3994 

65 

300560 

13264          ^H 

» 

547Ö6 

4'2I6 

66 

314326 

13666          ^H 

31 

69-200 

4444 

67 

328300 

14074  ^H 
14488         ^H 

U 

SSS7& 

4678 

68 

3427S8 

a 

6S796 

4918 

69 

357696 

14908        ^H 

<o 

73960 

5164 

70 

373030 

15334        ^H 

u 

19376 

5416 

71 

388796 

13766         ^H 

e 

S3050 

Ü674 

72 

403000 

^^M 

(1 

90988 

593S 

73 

421648 

16648        ^^M 

u 

97196 

6-208 

74 

438746 

17098        ^^M 

« 

103680 

64S4 

75 

456300 

irau     ^^M 

« 

110446 

6766 

76 

474316 

^^H 

« 

117500 

7034 

77 

492800 

^^M 

« 

134S4S 

7348 

78 

011758 

18953  ^^M 
19438  ^H 
19934  ^H 
20416       ^H 

13-2496 
140450 
1487)6 

7648 
7934 
8-266 

79 
SO 
81 

531196 
531120 
671336 

119 

157300 

8384 

82 

592450 

^^M 

aj 

166-208 

8908 

83 

613868 

^^M 

Si 

175446 

9238 

84 

633796 

^^M 

■ 

185060 

9634 

85 

658240 

23444        ^^M 

■ 

104936 

9836 

86 

681206 

22966        ^^H 

■ 

J05Ü0O 

10264 

87 

704700 

^^M 

■ 

315818 

10618 

S8 

728728 

^^1 

■ 

396796 

10978 

89 

753296 

3456S        ^^H 

1 

23SU0 

11344 

90      1      778410 

33II4       ^^M 
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/' 

" 

" 

P 

R 

D 

90 
91 

778410 
804076 

20666 
26224 
26788 
27358 
27934 
28316 
29104 
29698 

98 
99 

999698 
102999Ö 

3039S 
309U 
315IS 
33134 
321Si 
331«! 
3IIIU    , 

92 
93 

830300 

857088 

100 
101 

1060900 
1092416 

94 

881146 

102 

1 134930 

«5 

913380 

103 

1157308 

9C 
97 
OH 

94(J89(i 
970000 
1199098 

104 
lOä 

1190696 
1224720 

Aihng  n  TakiUe  II. 


u 

J' 

c 

J' 

C 

p 

C 

P 

c 

p 

c 

Q 

11,(10« 

+ 

0,34 

+ 

Tiö 

+ 

80 

+ 

'63 

+ 

1.        9 

n,oi)iHifl 

0.00 

u.ooa 

0,003 

0,00 

1.    % 

»KIOIO 

oo 

DOS 

oos 

OOS 

'  oo; 

001 
001 

t.    I. 

000  Ifi 

ooa 

oos 

008 

001 

t.   (. 

(i. 

OW'l- 

,     OOB 

D03 

3. 

ii.uro 

H- 

0.80 

4 

».00    + 

3a 

+ 

sa 

+ 

1.        B 

0.00l>llfi 

O.OOl 

0..W4 

0.O0S 

0,001 

1.     i. 

S.         7 

(hWIS 

(Wl 
001 

Oi>« 
006 

006 

001 
OM 

1.    :. 

4.        fi 

^W01^ 

OiXil« 

001 

001 

1  ™ 

007 

oo: 

001 

001 

ll.ISrt 

^ 

4.00      + 

io.oi    -1- 

a: 

+ 

lOS 

1.        « 

0.i\W 

o.oo: 

0.001 

1.    )■ 

s.     r 

(WS 

011 
011 

:   001 

1  oos 

004 
OOi 

(WS 

ix>; 

oos 

ooe 

L^«- 

iVisn 

^ 

♦.10     + 

11.0      + 

43 

+ 

1.     f> 

0.00T 

!fl.CWl 

0.005 

1.   •• 

».        8 

OK 

001 

003 

1.  •■ 

s.     : 

004 

001 

004 

i 

L      '• 

*.  b.  fi, 

o.sn 

^■  ■ 

oo: 

4.J.0       + 

1   oos 

is.o'    + 

,, 

OOA 

1 

Li.«- 

1-     p 

O-OOH 

lo.ooi 

o.r^i 

.   •• 

1 

<ws 

1     0(1 1 

003 

1  »• 

00.1 

00«                  (K.l| 

L      I- 

4.  ^.  K 

1 

WSI            1     Od 

004 

Li.*. 

0.54 

«10 

1 

ao  ; 

1 

RS 
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■  b)  Spalte  P  der  Tiihellen  ciiigeBchrielienen  nDreinander 
n  Zshlen  bunneii  im  Allgemeinen  (lariii  voa  einauder  unter- 
hwerden,  ilass  ihre  letzten  Uectmalelellen  theila  die  niltOr* 
licli  ufeiiunderrolgenden  Zahlen  sind,  tliells  in  0  und  5  mit  elii- 
uJct  ifeirecliseln ,  also  von  5  tu  S  gradireti. 

Viu  die  Werlhe  von  H  anlangt,  so  finden  ivir,  ila§s  diesel- 
btn  io  Tabelle  I.  von  0  un  bis  zu  4  zunehmen,  von  4  an  Lis  lu  0 
ibnelimen  ond  dann  wieder  bis  zai  »acItEen,  nährend  die  Wertbe 
ton  P  tiMtändig  zonehmen. 

FSr  Tabelle  I.  gehSren  ; 
•chifdeae  Wertbe  ßir  P. 


»flUae 


Tabelle  II.  dagegen    iva 

^den  Wcrthen  von  P.  i 

tinziger  Werlh  von 


:bseii   die  Wcrthe  vou  R  bestSn- 
id  es  gehurt  zu  jedem  Wertbe  voti 


Eteialcbnen  iiir  irgend  einen  in  die  Tabellen  eingeschrtehenen 
IVertb  r«n  li  mil  W,  indem  wir  seinen  folgenden  niil  R"  und 
i\t  KUgekDrigen  Wertbe  von  P  analog  mit  P"  und  P"  b^zeichneD, 
»n  itl,  wenn    ein   gegebenes    R  znisthen  R'   und  R"  liegt,  daa 

t<igebnrige  P  ^  p,,-  Wir  bOnneti  aber  annähernd  einen  dieser 
^irlhe  fär  P  setzen  und  daraus  p  bestimmen,  wodurch  ivir  einen 
Mnlhemaen  Werth  für  y  erballen. 

E«  tot  ersichtlich,  dass,  nenn  R  näher  bei  R'  als  bei  N"  liegt. 
Xlcfa  P  nfibrr  hei  P*  als  bei  P"  liegen  mt^ss  und  umgekehrt. 


57. 

h  Inlerpolirung  sind  wir  indessen  im  Stande,  die  Wertbe 
uer  zu  bestimmen,  als  sie  die  Tabellen  angehen. 


Wh" 

m^Be  ieUten  Uecimalstellen  von  P  die  natflrlich  aufeinatidct 
BelSn  Zahlen  sind,  die  Uifferenz  R"  —  R'  (oder  auch  bei  Ta- 
'^«1.  »uikomroendeo  Falles  U'—R")  dorch  10.  dividiren  mit 
I  Quotienten  in   die  gebildete  Differeni  ß  — A'  (oder  auch 


I  Ende  dividiri 


I  betreffenden  Orts 


Ken:    CfttT  itle  BntrUettnng  der  tlimftn 

ht\  Tabelle  I.  rorkooiinenden  Falles  /t—R),  vaA  bRngm  dn« 
ethallenen  QuotieDren  «lern  Werthe  P-  ■!»  weitere  De 
aa,  80  erhalteii  wir  den  Werth  von   P  genauer. 

3)  (irndiren  aber  die  leUlen    Oeciiaalstellen  von   R  uai 
in  den  Tebclleo  von  5  in  5,  so  diriJiren  irir  die  DiSerenx  tf— 
(oder  H'  —  ti")  durch  5,  ditiiliren  mit  diesem   Quotieuleo  in  di« 
gebildete  rtifferene  R— tf  {oAtt  If^ßyaai  «ddiren  dw  M  »f 
ballenea  Quntienlen  su  tlem  Wertbc  P'  in  det  Welse,  clus  di 
Ganzen  desselben  der  lelxten  Decimalstelle  von  P  ziigeßgt  KitdM. 

3)  Vm  liei  diesen  beiden  KInsseii  der  Werthe  ton  P,  haSf- 
lieh  des  xu  addirenden  Quotienten,  ein  gleiches  VerfahtM 
hallen,  können  uir  auch  bei  der  ersleren  die  Division  der 
tf—R'  durch  10  unterlassen  und  bloss  diese  Differcni  dnrcb 
gebildete  Differenz  R — R'  dividiren.  Den  so  erbntlenea  Qaatiet- 
(en  bSngen  nir  dann  nicht  dem  Werthe  von  P  an,  sondern  >U- 
rea  ihn  In  gleicher  Weise  tvie  da,  no  die  letzten  Uecioialatdliii 
von  P  in  den  Tabellen  von  5  zu  ti  gradiren,  indem  wir  dfe  e^ 
faallenen  0  Ganzen  der  leliten  Dcimalstelle  von  /"  EuHigea. 

4)  Anstatt  den  Werth  von  P  aus  P  zu  bestimmen,  kSonttn  irir 
denselben  auch  aus  P'  ableiten,  nur  müsslen  wir  in  diesem  Ftlk 


38. 

Die  Spalte  D  der  Tabellen  enthält  bereits  für  die  eiagaaefaiii 
bcoen  Werthe  von  R  da,  ivo  die  letzten  Deri  mal  st  eilen  Ton  J 
die  natQrlich  aufeinander  Tolgenden  Zahlen  sind,  die  DilertnM 
R"—R'  (oder  R'—R").  und  da,  wo  die  letzten   Decimalslelli 

von  R  von  B  m  5  gradiren,  die  Quotienten  s ,  inisctun  di 

Werthe  von  R'  und  R"  angeschrieben,  nur  müssen  wir  den  bi 
treffenden  Zahlen  da,  no  ihnen  nicht  ausdriickticfa  Ganze  roraa 
gehen,  die  im  Ko]ire  der  Spalte  />  eingeachriebenen  0  Gui 
u.  8.  n:  voransetien, 

Dass  das  beschriebene  Verfahren  zur  iveileren  ResttmmM 
des  Werlhes  von  P  nur  annähernd  richtig  ist,  bedarf  wobi  hta 
einer  Erwähnung,  weil  die  Werthe  von  P  nicht  in  gleichem 
mit  den  Werlhen  von  R  wachsen  (oder  wachsen  nie  die  WerA 
von  R  abnehmen).  Es  ist  daher  noch  zu  erörtern,  bis  za  wekl 
Stelle  dassellic  für  vorliegende  Zahlenbeicpiele  angewendet  w« 
den  kenne,  und  welche  Correktur  etwa  mit  dem  Resullsto  so 
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nllbo  gvben  die  Anliütige  zu  üen  Tabellen  Ausweis. 

nir  hätten  tut  irgend  einen  Werlh  \on  P  la  bevlim- 
rlele  Uecimulslelleii  sieb  von  dem  Eugebiirigen  Quotienten 

'  iteBAU  anwenden  lassen. 


(hnen  ■«!,  um  den  Wetth  von  P  bis  auf  eine  geivi^^se  De 
n«  g«nau  SU  eifaalteti. 
rfib 

Ueicichrieu  wir  einen  in  dem  Anbunge  der  Tabellen  cinge- 
»duiebcnen  Wcrth  von  P  mit  P.,  indem  trir  seinen  folgenden 
nit  P„  bejEeichnen:  und  sudie»  wir  daselbst  eine  Stelle  auf,  Tür 
welcbo  P,<,P  <,  P,.  ist;  8o  cri;iebt  sich  daneben  in  Spalte  C  eine 
Gruppe  viin  tier,  oder  bei  Tabelle  II.  ancb  von  tünt  Zahlen, 
Htldie  durch  die  Anzahl  ihrer  Uecimalsteilen  die  Anzahl  der  ver- 
UngtiD  Dectnia Istellen  bezeichnet.     Alsdann    bestimmen    wir    den 

Wnlh  fon  — j7 —  auf  diese  angegebene  Zahl  DecimoUlellen  und 
kevlhcUen  im  Falle 

I)  dit^  Ictilrn  Dedmalslellen  der  Werthe  von  P  in  den  Tn< 
Min  die  n.itiiitich  auf  einander  folgenden  Zahlen  sind,  den  so 
trtillenen  Quotienteu  auf  seine  Zehntel  in  einer  einxiffrigen  Zahl 
9>B>g«drvlcl(l. 

i)  Gradiren  aber  die  leUtcn  Derinialslellen  der  Werthe  von 
^ia  den  Tabellen  von  5  zu  5,  so  beurlheilen  wir  den  Quotienten 
ar  dl«  erhaltenen  Ganzen,  ebenfalls  in  einer  einziffrigen  Zahl 
9  uufiedrilckt. 

3)  Diese  Zahl  Q  soeben  »ir  in  Spalte  Q,  correspondiiend 
■il  dn  hvtcils  betrachteten  Gruppe,  auf:  so  ergiebt  steh  in  tetilerer 
kortnolal,   also  in  Spalte  C,  die  Zahl,  welche  mit  Berilcksich- 

des  Ober  der   Gruppe  stehenden    Zeichens,    dem    bereits 
leii  Quotienten  noch  zuzufügen  Ist. 

4)  Wollten  wir  aber  P  nicht  vnn  p-,  sondero  von  P"  ableiten. 
Ul  nicht  das  der  Gruppe  überschriebene  Zeichen,  sondern  daa 

"■"      ig«seUte  hiervon,  in  Anwendung  zu  bringen. 

ir  sehon  aus  Spalte  Q,  dass,  wenn  Q=  1  oder  0;  2  oder 
r  7;  4,  5  oder  6  ist,  jedesmal  dieselbe  Cnrreictur  statt- 
I  btt.     Veti  letzterer    Regel    mncbt    nur   der  Anfan);    der 
ilL  du*  Ausnahme- 


•!■ 
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6)  Fällt  aber  der  Werth  vod  Q  swischen  swei  fibereiBai) 
stehende  Ziffern,  so  liegt  auch  die  Correktur  zwischen  den 
respondirenden«  in  Spalte  C  eingeschriebenen  Werthen,  irc 
wiT  dann«  je  nach  dem  Werthe  von  Q,  abschStzen. 

7)  Ist  Q  nahe  0,  oder  nahe  10,  so  findet  keine  Correktur  i 

60. 

Es  seien  nun  z.  B.  für  den  Werth  l?= 0,025  aus  Tabel 
die  zugehörigen  drei  Werthe  von  P  so  genau  zu  bestlomien: 
dies  die  Einrichtung  der  Tabelle  zulSsst 

Man  findet  Seite  129: 

/A  A.i«     X  i>  >  0,617269248  (=  Ä'),    ,  .      o  w  n  im  /     t^ 

und  es  ergiebt  sich: 

R^R'  _  0,6-25—0,617269248  _  0,007730752 
li     "         0,0081458         ""0,0081458     " 

Die  Spalte  C  des  Anhanges  zu  Tabelle  I.  giebt   an, 
0,070  </^< 0,120  ist,  dass  sich  der  angezeigte  Quotient  auf 
Decimalstelien  bestimmen  lasse.    Wir  erhalten  also: 

und  da  für  diesen  Quotienten  Q  >  9  ist,  so  sub- 
trahiren  uir  eine  kleinere,  als  die  in  Spalte  'C 
angegebene  Zahl  0,00006.     Wir  schätzen    .    .        C=  —  OM 

also  haben  wir      0,94 

dem  Werthe  von      , P'=0,072 

zuzufügen.    Man  erhält:  P=0,072  94 

61. 

Wollen  wir  aber  PniM  Hiilfe  von  I^'  bestimmen,  so  erhalten 

/Z^^—/g      0,000415017  _^^ 

/>      ""  0,0081458      ""  ^'^ 
u.  da  iur  diesen  Quotienten  Q<^\ 

ist,  80  addiren  wir  [59.  4)]  eine 
kleinere  als  die  in  Spalte  C  an- 
gegebene Zahl  0,00006.  Wir 
schätzen :  C  =  -f  0,00 

also  haben  wir 0,05 

von  dem  Werthe /^'=0,073 

abzuziehen  [57.  4)].  Man  erhält:  />=0,07294 
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I 
t 
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62. 

Ein  Streiter  Wertli  fiir  P  ergiebt  sich,    nach  Seite  134,  als- 
Ud  =2,5;  weil  iZsO,625  genau  daselbst  angegeben  ist 

63. 
Nadi  Seite  136  findet  sich: 

(0,OM==)Ä^J5^|55^^=*'^;  daher  ist  P>3,42(=/>) 

und 

ig— i?V    0.021712 
D     "  0,03092  • 

Ans  dem  Anbange  zu  Tabelle  1.  ergiebt  sich: 

?,40  <  />  <  3,60 

sovrie,  dass  eich  der  angezeigte  Quotient  auf  drei  Decimalstellen 
beatimmen  lasse.    Man  erbfilt  daher: 

— ^'  =  0,702 

und  dl  far  diesen  Werth  Q  nahe  =  7  ist,  so 

fiadet  sieb  die  Correktur C=  4^  0,003 

alsoiit 0,705 

denWtrthe  von P'=3,42 

naeh  [67. 3)]  suzufiigen.    Daher  ist  P=  3,42705. 

64. 

^oHen  wir  aber  P  mit  Hülfe  von  P"  bestimmen,  so  erhalten  wir: 

Ä''-Ä      0.009207    ^^ 
D      -  0,03092    ""  ^'^^ 

Da  m  für  diese  Zahl  Q  nahe  =  3 
K  10  ergiebt  sich,  mit  BerOcksich- 
tigODg  Ton  [59.4)] C= -0.003 

•Iwlit +  0,294 

I    '«iWerthevon P"=3,43 

•Meben  [57. 4)] ,  wodurch  sich  ergiebt  P  =  3,42706. 

Dieses  Resultat  ist  in  Wirklichkeit  Etwas  zu  gross,   das  in 
^    W]  gefundene  Etwas  zu  klein. 


t 


L 
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65. 

Um  aach  ein  Beispiel  zu  behandeln ,  flBr  welches  die  leUtoo 
Decimalziffern  der  Werthe  von  P  in  den  Tabellen  von  5  lo  6 
gradiren,  sei  fiSr  den  Werth  von  A  =  1,680684  der  zagehOrige 
Werth  von  P  ffir  Seite  130  za  bestimmen. 

Man  erhSIt: 

-^  >  1,667588375.,  ,  -       ^^^  aoi^  /     vw 
<  l  700248,  ""^^      ^  ^'      ^~  ^' 

Es  ist  daher 

g—  R'      1,680684  -  1,667588375  _  0,013095625 
D     "■  0,0065319  —0,0065319    " 

Nun  ergiebt  sich  aus  dem  Anhange  zu  Tabelle  I.,  dass 
0,120  <  P' <  0,24  ist,  und  dass  der  angezeigte  Quotient  nach 
Spalte  C  auf  drei  Uecimalstellen  bestimmt  werden  kOnne. 

Daher  erhält  man : 

^^=  2,004 

und  da  fiir  diese  Zahl  Q  nahe  =2  ist,  [59.  2)], 

60  findet  sich C=— 0,004 

also  ist +  2,000 

dem  Werthe  von P'=0,2I5 


zuzufügen,  wodurch  sich  ergiebt:  P  =  0,217000. 


66. 

Um  die  Richtigkeit  des  zur  näheren  Bestimmung  von  P  an- 
gegebenen Verfahrens  der  Interpoürung  allgemein  einzusehen, 
kann  nachstehende  Betrachtung  dienen: 

Schreiben  wir  in  Gleichung 

Ä  =  +  9PT6P»+P»  [45.1.  u.U.] 

fiir  P  nach  und  nach:  n;  n,  [i;  n,nv;  n,  (ivg;  n,  (ivq<s;  u.s.  w., 
in  welchen  Ausdrücken  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  die  Buch- 
staben fi,  V,  Q,  a, ....  aber  Ziffern,  beziehungsweise  der  Ordnung 
nach  die  1.,  2.,  3.,  u.  s.  w.  Decimalstelle  bedeuten,  so  dass  diese 
Grossen  auch  Null  vorstellen  können;   so  wollen  wir  den  bezfig- 
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Wertheo  von  R,  um  sie  geh5rig  von  einander  onterscheiden 
rg^^o,  die  letite  Decimalatelle  von  P  als  charaicteristiscbes 
^'^^  fiiiersclireiben. 

^i  nSmlich: 

i;Ä=Ä    für    P=«, 
i)  R=Ü     „     P=n,ft       =«,       +^; 

o)  HzsR     „     P=fi,fiv     =n,f»    +100» 
4)  AsjK     „     P=n>fivp   ='>>f«v  +  |^> 

U.    8.   W. 

*iir  dies«  Schreibart  ist  auch,  wie  leicht  erhellet: 

u.  s.  w. 
«an  erhält: 


i 


TK 
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68. 
Au  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

•'*"«- 10   +10       ^100     ^  ^r 

+  T00    +1000' 
X)  «-«-iöQ    +      ,00  +1ÖÖÖÖ     +      lOÖ 


+"TÜäsf"+iöÄööö' 

'  «-«--JÖÖÖ  +      1000       +1000000+      1000 

.  V[».H  ,        g* 

+  lOOOOOO  + 1000000000' 

"    ""10000+      10000      +100000000+      10000 

.  8(>»[it.<*»p]  tf» 

+  100000000  +  1000000000000' 


U.   8.   W. 


Diese  Ausdnlcke  rerallgemeinern    den  Ausdruck  R  —  R'  in 
f«?.  1)3)J. 

69. 

Man    kann    dieselben    auch    folgendermassen    in    Zahlenforni 
'»«tolleo : 

1)    /f-i5=0,(9K)(T6K«)(^»)  +0.  (T12<»)(3|i«). [ji]  +  0,(3k).[ji]«; 

S)    Ä-Ü=0,0(9v)0(T6v«)0(v»)+0,0(T  12 v)0(3v"). [«,»»] 

+0,0(3v).[n,^]«; 

3)  Ä— Ä=0,00(9rtOO(Tft**)00(ß») 

+0.00(Tl2»)00(3^).[ii,H+0.«)(3p).[».f«v]'; 

•      e 

i)    J?-A=0,000(9a}000(T6«>)000(a>) 

•f  0.000  (T12a)000(3a>).[n,fiv«]+0, 000  (3o).[n.fiv«]*; 

u.  a.  tv. 
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70. 

Setzt  man  in  [08.]  jede  letzte  Decimalstelle  =:I0,  so  erbilt 
man:  [66.6)] 

1)  "i-Ä=9      Tl2[n]        T6  +3[n]«  +  8[n]  +  l. 

l)    K—K—^Q     +10         +100        +10 

+    100    +10ÖÖ* 

j)    Ä-«— 100   +     100       ■*■  10000    "*■      100 

3[n.H  1 

+  lOOOO  ■*■! 


"1 


III 


4;    /«-«— JOÜO+      1000      ^1000000+      1000 


"^  1000000  ^lOOOOOüOUU' 


U.  8.   W., 

welche  Ausdriicke  die  allgemeinen  Werthe  ßir  die  in  Spalte  D 
der  Tabellen  I.  und  IL  enthaltenen  Zahlen  ausdrücken,  insofern  die 
letzten  Decimalstellen  von  P  die  natürlich  aufeinander  folgenden 
Zahlen  sind. 

71. 

Man  kann  dieselben  auch  folgendermassen  in  Zahlenform  dar- 
stellen : 

n+i      n       (  4  -  9 .  [«]  +  3 .  [n]«,  für  Tab.    I. 

\\     i? R  ^  \ 

(16  +  15. [n]+3.[n]«.  ..      „      II. 

ß+i     «_i0,841— 1,17.  [»i,^]+ 0,3.  [«,(«]«,  „      „       I. 

""  (0,961 +  l.23.[n,j»]+0,3.[«,f»]«,  „      „     II. 


H-i      V      i0,089401-0,1197.[n,(iv]+0,03.[n,(tv]*. 
(0,090601  +  0,1203.  [n,ftv]  +  0,03.  [n,H*. 


l0,089401-0,lI97.[«,(iv]+0,03.[n,H'.  "  "  I- 

«  II. 

0,008994001  —0,01 1997 .  [n,  ftv«] 

4^  ^-&=J                                 +  0.003.  [ii,Kvrf«,  „  ..  I. 

1 0,009006001  +  0.012003 .  [n,  ^vp] 

+0,003.  [n,(ivj]«,  „  „  II. 

U.   8.   W. 
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72. 

Schreibt  man  nun  io  [69.]  filr  die  Buchstaben  ^,  v,  q,  a  nach 
Md  nach  die  Wertbe:  1,  2,  3,  4«  5»  6,  7,  8,  9»  10;  so  erhSlt  man: 

Ffir  Tabelle  L 

"ß  -  Ä=  0,841  —1,17.  [n]  +  0,3.  [n]«; 

«—!?=  1,568— 2,28.  „  +0,6.  .. 
'ä'—ä= 2,187 -3,33.  „ +0,9.  „ 
'S*—  Ä  =  2,704  — 1,32  .„+ 1,2 .  „ 
'ä'— Ä- 3,125 -5,2S.  „  +1,5.  „ 
*«—«= 3,456—6,12.  „  +1,8.  „ 
*«— Ä=3,703— 6,93.  „  +2,1.  „ 

U — 9         « 

Ä— «=3,872—7,68.  „  +2,4.  „ 
Ä-ß=  3,969—8,37.  „  +2,7.  „ 


■-i-i     « 

Ä— Ä=:4        —9. 


+  3. 


,f        i     ^  •  9» 


FOr  Tabelle  II. 
*«-«=  0,961 +  l,23.[n]  +  0,3.[»i]«; 
'r—R=  5^048+2,52.,,  +0,».  „ 
'^—R=  3,267  +  3,87.  „  +0,9.  „ 
R-^R=  4,624 -f  5,28.  „  +1,2.  „ 
R^R—  6,125  +  6,70.  „  +1,6.  „ 
Ä— Ä=  7,776  +  8,28.  „  +1,8.  „ 
'ä  — Ä=  9,583  +  9,87.  „  +2,1.  „ 

itt=8       n 

Ä—Ä=:ll,552  + 11,52.  „  +2,4.  „ 
A—iZ=s  13,689 +  13,23.  „  +2,7.  „ 
^— i2=sI6      +15.      „  +3. 


f* 
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73. 
Für  Tabelle  I. 


Ä —  Ä=  0,089401— 0,1197.  [ii,f*]  +  0,03,[it,^]«; 


f9 


9f 


Ä— ^=0,435125-0,6955.    „     +0,15. 


Ä-Ä=  0,177608  —  0.2388.  „  +0,06. 
«*-]§=  0,264627 -0,3573.  „  +0,09. 
Ä*— ^=0,350464  — 0,4752.    „     +0,12.     ,. 

99 
9» 
99 
»9 

99 


Ä—Ä=  0,518616  — 0,7092.  „  +0,18. 

Ä- ^=  0,600943  —  0,8253.  „  +0,21. 

Ä  —  Ä=0,682112- 0,9408.  „  +0,24. 

Ä*—/^=  0.762129— 1,0557.  „  +0,27. 

^i^^ä=OMl      —1,17.  „  +0,3. 


Für  Tabelle  II. 

Ä  — /f=0,090601  +  0,1203.  [n,j[*]  +  0,03.  [fi,fi]«; 
fi  —  if  =0,182408 +0,2412.    „    +0,06. 


>f 


R 


Ä  —  /?=:  0,275427 +0,3627.  ,.  +0,09. 

ß  — ^=0,369664+0,4848.  „  +0,12. 

"^—^=0,465125  + 0,6075.  „  +0,15. 

*ß-.Ä=0,561816  + 0,7308.  „  +0,18. 

Ä— ^=0,659743  +  0,8547.  „  +0,21. 

v=8       A» 

Ä  —  Ä=0,758912  + 0,9792.  „  +0,24. 

Ä  —  i§=0, 859329 +  1,1043.  „  +0,27.      „ 

'jS  — jS=0,901       +1,23.  „  +0,3. 


t) 


99 


» 


99 


99 


99 
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74. 
FOr  Tabelle  I. 


^^JKss  0,008994001 ---0,01I097.[ii,  fiv]  +0,003.[ii,fiy]^ 
S*—Ä=0,017976008— 0.023988.     „      +0,006.     „ 
^—Ä=0,026946027— 0,030973.     „     +0,009.     „ 
^-Ä  =  0,035904064—0,047962.     „     +0.012.     „ 


y> 


9» 


'Ä—^s=0,044850I25— 0,059925.  „  -1-0.015. 

^—Ä=0,053784216- 0,071892.  „  -f  0,018. 

^-«=0,062706343-0,083853.  „  +0,021.     „ 

lii- ^=0,07161^12- 0,095808.  „  +0,024.     „ 


^-R= 0,0805 14729—0, 107757.     „      +  0,027 . 
ji  -  As0,08g401      —0,1197.        „     +0/». 


fP 


t9 


Fflr  Tabelle  II. 


T— 1^=0,009006001 4  0,012003.  [n,  ftvj + 0,003 .  [n ,  fiv]*i 

^—^=0,018024008+0.024012.  „  +0,006.     „ 

^—Ä= 0,027054027 +0,036027.  „  +0,009.     „ 

^—^=0,036096064+0.048048.  „  +0.012. 

^—^=0,045150126+0,060076.  „  +0,015. 

^—£=0,054216216+0,072108.  „  +0.018. 

S—A  =0.063294343 +  0,084147.  ,.  +0.021.     „ 

R  — ß=0,072384512  +  0,096192.  „  +0.024. 

^—^=0,081486729  +  0,108243.  ,.  +0.027. 


»f 


»9 


» 


99 


i^i- R— 0,090601      +0,1203.        „     +0,03. 


9> 


f» 
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75. 

Für  Tabelle  I. 
]ß  ^12=0,000899940001 --0,00119997 .  Kfiv^]  4  0,(XNB.[n,(i^ 

iZ—A=:0«001799760008— 0,00239988.      ,,  +0,0006.     „ 

i2  —  Ä=0,002699460027— 0,00369973.       „  +0,0009.  ' 

R^R=z  0,003699040064  -  0,00479962 .      „  +  0,0012 . 

R^R^  0,004498500125*-0,00699926 .      „  +  0,0015 . 

R  -  ^=0,006397840216  -  0,00719892 .       „  +  0,0018 . 

Ä—Ä=:0,006297060343— 0,00839863.      „  +0,0021. 

08s6        q 

R  -i2=:O,0071961606I2 -0,00959808.      „  +0,0024. 

fi—jK=0,008095140729— 0,01079757.      „  +0,0027. 

A— J2=0,008994001      -0,011997     .      „  +0,0030. 


Ffir  Tabelle  II. 
R  —i2= 0,000900060001  +  0,00120003.  [n,fii;^]  +  0,0003.  [it,  ftv^ 

J2— i2=0,001800240008  +  0,00240012.       „      +0,0006. 

a=A        f 

R  —  Ä=0,002700540027  +  0,00360027.      „      +0,0009. 
R  -. «=0,003600960064  +0,00480048.       „      +0,0012 . 


9t 


$» 


$f 


n 


9t 


»I 


f» 


» 


»' 


ü  —  iZ =0,004501500125 +  0,00600075.      „  -f0,00I5. 

A— 12=0,005402160216  4- 0.00720108.  „  -f  0,0018. 

Ä—i2=:0,006302940343-f  0,00840147.  „  H-0,0021. 

R  —  ^=0,007203840512  -f  0,00960192.  „  -|-0,0024 . 

0=3        ( 

R  —  i2=0,008104860729  -f  0,01080243.  „  ^  QjmJ . 

R  —  R=0,(mOQ(iOOl      4-0,012003.  „  +0,0030. 


»9 


»* 


f* 


99 


99 


9» 


W 
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76. 

Das  Gesetz  des  Fortschreitens   dieser  Ausdrücke  ist  bereits 

bdie  Angen  springend  und  konnte,  wenn  die  Werthe  von  P  in 

Im  Tabellen  auf  mehr  als  drei  Decimalstellen  zu  bestimmen  wären, 

i   leklit  fortgesetzt  werden.    So  ergeben  sich  z.  B.,  wenn  t  die  5te 

Dtcinalsfelle  bezeichnet,  leicht  die  Ausdrücke: 

Für  Tabelle  I. 

l  -  Ä=0,000089099400001  -0,0001 1 99997 .  [w,  livqo] 

+  0,00003.  [w,fiv^<r]«; 

I     Ä  -  Ä=0,000179997600008-0,000239998 .  [n,  iivQC] 
\  1-0,00006. 

u.  s.  w. 


77. 

Dividirt  man  die  Werthe  von  [71.]  durch  10  und  mit  diesem 
Quotienten  [nach  57. 1)]  in  die  Werthe  von  [69.],  so  mfisste,  wenn 
^M beschriebene  Verfahren  der  Interpolirung  genau  richtig  wäre, 
allgemein  sein : 

10  10  "KT" 

a         q 

A\    R'^^R 

^  Fh — e  ^^'    "  *•  '^' 

R—R 

10 

^^  Bildung  dieser  Quotienten   erhält    man  aber   die  Werthe 

^^"^  f^>  V,  p,  tf,  ....  nur  annähernd.     Bildet  man   nun  diese  Quo 

.  ^^^,  indem  man  statt  der  allgemeineren  Formeln  [69.]  die  speciel- 

1  ^^1  Formeln  [72. — 75.]  anwendet,  so  kann  man  die  Entwicke- 

''^  derselben  nach  steigenden  und  nach  fallenden  Potenzen  der 

''^Dderlichen  Grosse,    je   nachdem  diese  veränderliche  Grosse 

>  '»  also  n=0  oder  itw  1,  ist,  vornehmen. 

Blotwickeln  wir  z.  B.  den  Quotienten  3)  und  ordnen  nach  stei- 
^Qoo  Potenzen,  so  erhalten  wir: 

'^•11 XLH.  12 


■.V." 


m 
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78. 
Für  Tabelle  L 
1+O,00603+O,0(»05.[0,fiv]+O,004t4.[0,f*v]«+....  ftr 


1 

2+0,01074+0,00901. 

f» 

-H).00846. 

99 

*§•••• 

13+0,01406+0,01178. 

9» 

+0,01106. 

99 

"f"»... 

q     y 

U+0,01607+0,01346. 

>> 

40,01263. 

99 

■"..•• 

r-f-l     V 

Y5+0,01674+0,01402. 

9> 

4-0,01315. 

99 

l"»««» 

10 

16+0,01606+0,01346. 

99 

■1-0,01263. 

99 

1  .... 

17+0,01405+0,01177. 

99 

-H),0I105. 

99 

1   ...• 

8+0,01071+0,00897. 

9* 

+0,00841. 

99 

I  ..*• 

\  9+0,00602+0,00504. 

99 

+0,00473. 

9» 

■     .•■! 

Far  Tabelle  11. 

»9 


99 


99 


99 


99 


99 


99 


9t 


l-0,00597+0,00495.[0,H-0,00459.[0,fiv]«+....  fär 
2-0,01062+0,00880.    „    -0,00817.    „     +....    „ 
3-0,01394+0,01156.    „    -0,01072.    „     +.... 


a      V       U -0,01 593+0,01321.  „  -0,01226.  „  +.... 

^■?  =<5-^,01660+0,01376.  „  -0,01277.  „  +.... 

~       ]6-0'01594+0,01321.  „  -0,01238.  „  +.... 

7-0,01395+0,01156.  „  -0,01074.  „  +.... 

8-0,01063+0,00881.  „  -0,00818.  .,  +.... 

9-0,00598+0,00496.  „  -0,00460.  „  +.... 


99 


99 


99 


99 


»9 


99 


99 


Es  niOssten  also  die  links  des  Gleichheitszeichens  steh 
angezeigten  Quotienten  dem  jedesmaligen  ersten  Gliede  de 
Wickelung  gleich  sein,  wenn  das,  zur  näheren  Bestimmung 
mittelst  Interpolirung  angegebene,  Verfahren  genau  richtig 
Da  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  ist  die  Summe  aller  folg 
Glieder  als  Fehler  dieses  Verfahrens  zu  betrachten. 


79. 

Es  geht  indessen  aus  diesen  Darstellungen  hervor: 

1)  dass  der  Fehler  fQr  beide  Tabellen  anfangs  mit  dem  ^ 
von  Q  wächst^  fSr  ^=5  am  grussten  ist,  und  dann  wieder  abni 


rfner  rorsfleglfn  rublachen  Gleichunsi. 
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6B9  (lua  die  Fehler  Tür  p=)  und  p==^i  lür  pr=*J  und  p^8; 
Hb=3  und  9^7;  IGr  ^  =  4  und  t^^fi  nii^bt  seht  von  einander 
Hhitden  sind,  und  das«  letzteren  auch  der  Fehler  für  (f  =  'ä  sehr 
hfl  koroml; 

3)  das«  durch  Ani^endunR  der  Spalte  D  betreffenden  Orts 
ifie  Wertho  von  q  in  Talielle  I.  zu  gross,  in  Tabelle  II.  aber  xu 
bieb  Kefundeii  nerden,  ilass  die  Correktur  in  ersterer  also  negativ,  in 
(•lalncr  pnsitiv  sein  mnea; 

4)  das«  der  Fehler  für  Tabelle  I-  abnimmt,  nenn  die  Werihe 
roti  p,  V  abnehmen  und  umgekehrt. 

5)  Idt  der  Werlb  von  0.y.v  nahe  gleich  I,  so  ist  der  Fehler, 
ubne  dnaa  vrir  eine  bedeutende  Aiixnhl  von  (iliedern  entwickeln 
nnd  «inimiren,  aus  diesen  allgenieinen  Ausdrücken  nicht  leicht  zu 
hvMtinimen,  weil  die  Coellicienlen  der  (ilietler  nur  Inngsatn  ab> 
D«limen.  Die  Fehler  inflsseit  daher  liir  diesen  Fall  aus  den  be- 
ircffenden  Zahlen  selb«!  bestimmt  werden. 


80. 

Hai  man  etwa  die  Fehlet  zu  bestimmen,  welche  sich  durch 
4«« aiiKegebene  N'erfabren  der  Interpolirung  ziiischeii  den  Wertlien 
i*  =  0,->4  und  /*'=0.2S  rtir  Tabelle  II.  erfieben,  »o  Ist  bicrfflr 
r»^3  und  v=4.  Nnn  setze  man,  um  d'U  gtHsKlcn  Kehler  xn 
indeii.  p=3,  oder  auch  p  =  4  oder  11  |T9.2)J.  Ueeetzt  es  sei 
»"^4,  also  P=0,iA\,  sn  ergiebt  sich,  diesen  Wcrth  in  [45.11.1 
•absliluirt.  R  =  %mTl\-nm\  daher  ist  nach  Tabelle  IL i 


«— ft'_  i56774-2784-2.5IO-l'»4      0,048318784 


o.l'Jiä 


~öj-i\-i 


=  0,3!«.. 


Wirt  das  Verfahren  der  Inlerpolintng  genau, 

aa  mfisslc  sich  aber  ergeben Oiß  =  0,4 

I^bcr  ergiebl'sich  grössto  l'orrektur  . 


Anf  gleiche   Weise 
f=3  adrr  7;  2  oder  8: 


I    verfahren,    um    i 
r  y  EU  erhalten:  u. 


81. 


C=  0,002  positiv.    ' 
um    die  Correktur  fär 


t>ie  gntet  [79.l)u.  3)|  bemerkten  (leaetze  ergeben  sich  auch. 
*tB5  man  die  Knintckelung  nach  fallenden  Potenzen  vornimmt, 
Od  si*  ergeben  sich  auch  bei  der  l^nluickelung  aller  (Ihrigen 
Qwtianlen  (77.]  naeb  sleigenden  oder  nach  fallenden  Potenieu, 
m4  I«  Gudel  hierin  die  Einrichtung  der  Spalte   Q  \a  den  An- 
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hängen  zu  den  Tabellen  für  die  Fälle  ^  in  welchen  die  h 
Decimalstellen  von  P  die  natürlich  auf  einander  folgenden  2 
sind,  ihre  Begründung. 

Das  Verfahren  für  die  Fälle,  in  welchen  die  letzten  De 
stellen  der  Werthe  von  P  in  den  Tabellen  von  5  zu  5  gra 
beruht  auf  ganz  analoger  Betrachtungsweise  und  man  findet, 
die  Fehler  der  Quotienten 

W^%    [57.  2)] 
5 

für  Q  =  l  oder  4;    2  oder  3  nahe  einander  gleich,    sowie 
diese  Fehler  fOr  Q  =  2  oder  3  grösser  sind,  als  fiirQ=l  o 

Machstehend  wollen  wir  noch  die  allgemeinen  Forme 
hierhergehorigen  Werthe  von  D  zusammenstellen,  welche 
erhält,  wenn  man  in  [69.]  die  letzten  Decimalstellen  gleich  5 
und  dann  sämmtliche  Gleichungen  durch  5  dividirt. 


82. 

5~      (1,226  +  1,35.  [n]  +0,3.  [n]», 

"ä-Ä      iO,087025— 0,1185. [n,ft]  +0,03. [w,^]«, 
0,093025  +  0,1215.     „     +0,03.       ,. 


1^_h      i  0,008970025  -  0,01 1985 .  [n,  jiv]  +  0,003 .  [»,  H' 
,009030025 +0,012015.      „     -f  0,003. 


>> 


''ä—jS      1 0,000899700025—0,001 19985  [n,  ^iv^]  +  0,0003 .  [n,  ^i 
5~~  (0,000900300025  +  0,00120015      „       +0,0003. 


83. 

Wenden  wir  das  bisher  Abgehandelte  auf  einige  Zahl 
spiele  an« 

Es  seien  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung: 

0  =  120  +  80y  +  16^2  +  y» 
ab  c 


einer  vorgeiegten  eubischen  Gieickung. 
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»gMaii  lu  bestiiDiuen,   als  dies  die  EinricbtuDg  der  Tabelleo 


-    Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen,  und  weil  c^  <  46,  näm- 
Uitt6<320  ist»  ist  nach  [47.]  aufzulösen.    Man  erhält: 

[c»-36]l  =  4;    [c»-3A]l  =  64; 

27a  =3240, 
27^+=  3200, 
27y-.=  3456. 

Hieniach  liegt  q"^  der  Grösse  a  näher  als  9-.,  also  ist: 

led  daher  der  Fall  2)  vorliegend.    Man  erhält  weiter: 

27(a— ^)  =  ^27j'  also  Ä=40: 64=0,625     [44.5)]. 

Pfir  diesen  Werth   von  R  finden  sich,  nach  [60.— 64.]  die  drei 
'    Werthe: 


9=. 

10.07294901 

\lji                also  P.i=p  = 

(3,42705 ; 

>  0,29179604 
10.                       [44. 
'13,70820 

Daher  iat 

• 
t 

%) 

s-16  +  2.4 

i-  0,29179604 

]-10. 

'— 13,70820, 

■E 

8,29179604 

18. 

21,70820. 

/— 2,76393202 

»■ 

(—7,236066. 

84. 

^Hi  die  gegebene  Gleichung 

0=-l+80y  +  I6y»  +  y>, 
ab  c 

1^^)  der  Vorzeichen  wegen,  nach  [48.]  aufzulösen,   und  man 
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--^Vla   =  -27 
+  279+=  +  3200 

also  ist  —  a  <  -|-  qrl-,  daher  der  Fall  1)  vorliegend,  nach  wekte 
die  vorgelegte  Gleichang  nur  eine  reelle  Wurzel  hat.  Man  ei 
hält  weiter: 

27  (a + ^)  =  ^  ^^^    Also  ist  R  =  3227 :64  =  50,421875. 

HierfQr  ergiebt  sich,  nach  Tabelle  IL: 

ß'  =  50  und  P'  =  2,00 

fi-fl- _  0,421875  ^ 
D     ""  0,4512      ""  ^'^^' 

Da  hier  Q  >  9  ist,  so  nehmen  wir  keine  Correk- 

tur  vor,  daher  ist P  =2,00935, 

und  P.4=p  =  8,03740, 

(3ty)=:^16^8  +  8,03740  =  0,0374a 

y  =  0,01240. 

85. 

Ist  aber  das  gegebene  Beispiel: 

0  =  +  l  +  80y-%«  +  y», 
ah  c 

60  ist,  der  Vorzeichen  wegen,   nach  [51.]   aufzulösen,    und  m 
erhält : 

+27a  =  +  27 
-27^=  -  3200 

also  -f  ä>  — 9+,  daher  Fall  1)  vorliegend.    Die  Rechnung  ergi< 
sich  dann  wie  in  [84.],  und  man  erhält: 

(3y)=+16-8-.8,03740  =  -0,03740;  also  s(=- 0,01246. 


86. 

Es  seien  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

0=  +  I36+Ö»y  +  21y«+y» 
a      b        c 

so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  Einrichtung  der  Tabell 
gestattet. 


f*-  •  ; 
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Der  Voneichen  der  Glieder  wegen ,  und  weil  c*  >  46 ,  näm- 
iek44l>3g6  ist,  ist  nach  [48.]  aafzulusen.    Man  erhält: 

[c«-3«]»=l2;  [c«-36]i  =  1728, 

+27a  =  +  3672 
+  27y«=  +  3645 

diher  ist -|- a ^ -f  9~  and  Fall  4)  vorliegend,  nach  welchem   die 
Torgelegte  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel  hat.  Man  erhält  weiter: 

(27 
27(a-y-.)=r|2y^   also  «=27:1728  =  0,016626, 

daher  ut  nach  Tabelle  IL: 

1^=0,009006001;  P'=0,OOI;^^'=gj^^  0,73397 

C  =  -f  0,00013 


0,73410 
i>=0,001 


P  =0,00173410. 

P.12  =  p  =0,02080920, 
alao: 

(3y)  =— 21 -24-0,02080920  = —46,02080920, 

daher  y  =  - 16,00693640. 


87. 

^  sei  die  gegebene  Gleichung : 

0=— 120  +  99y  +  21y«  +  y». 
a       h        c 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [48.]  aufzulösen. 
M«J»  erhält: 

—27a    =-3240, 
-27^=  -3267, 

<iaker  ist  —  a> — 9+  und  Fall  2)  vorliegend,  nach  weichem  die 
^eboDg  drei  reelle  Wurzeln  hat.    Es  ergiebt  sich: 

27(^-1^- fl)=^^^    also  Ä=27: 1728=0,016626. 
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Ffir  diesen  Werth  von  R  ergeben  sich  nach  Tabelle  L  die 
drei  Wertbe: 


0.008994001, 
A'  =  <  0.016453125, 
0,015043; 


0,001. 

/"  =  <  [2,925, 

3,070; 


und  es   folgt: 

/Z— fi'_0,006630999 
D     "0,008982 

=    0.73825 

C=-0,00013 
0,73812 

A» =0,001 

P  =0,00173812 


Es  ist  P.12=p,  daher: 
p= 0,02085744      | 

(3y)=-21  +  24 

also 


R'  —  R   0,000628125 


D     "0,0004192 

=    1,97 

C=-0.03 
1,94 

/" =2,925 
P  =2,9-2694 


R—R' 
D 


O.000SW 
U0004508 


=    1,29 

C=-f0,Q4 
1,33 

1^=3,070 
P  =3.07133. 


;>  =35,12328 

—  0.02085744 

—35,12328 

-36,85596 


p=s  36.85896 

=  -f  2,97914256 

=—32,12328 

=-33,85596 


\ 


+  0,99304752 
y=^  —10,70774 
—11,28532. 

Diese  letzte  Ziffer  ist  um  2  zu  gross  gefunden,   weil   C=:-f  0,04 
etwas  zu  gross  angenommen  ist. 


88. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

0=-269-68y  +  2y«  +  y». 

a  i  0 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [49.]  anfzniSsen.  Mae 
erhalt : 


ii_ 


[c>+3A]*= 14,42220510,    [c>  4- 36]*=  2999,81866, 


1_ 
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—27a  =—7263, 

— 27»+ =— 7239,637321 . 

■Kemach  ist  — a< — 9+  und  daher  der  Fall  1)  vorliegend,  nach 
welchem  die  Gleicbong  aar  eine  reelle  Wurzel  hat.    Es  ergiebt  sich : 


„.         ..      <  23,362679, 
27(«-9+)=^27r; 


alao  ist: 

R  =  23,362679 :  2999,81866  =  0,00778803. 

Nach  Tabelle  II.  findet  sich : 

W  =  0,00000000,    P'  =  0,000, 
also  u»t: 

|g-fl^_  0,00778803  _    ^^_ 
D     ""0,009006     ~    v,ö04/o 

C  =+0,00007 
0,86483 

/>^  =  0,000 

P  =0,00086483. 

Daher  eigiebt  sich: 

P.  14,42220510.-..  =  p  =  0,01247275. 
Also  iat: 

(3y)  =  -  2  +  28,84441020  +  0,01247275  =  26,85688295 , 

daher : 

y  =  8,95229431. 


89. 

Ist  aber  die  gegebene  Gleichung: 

0=-268^68y  +  2y»  +  y», 

a  b  o 

80  ist,  der  Vorzeichen  wegen,   wieder  nach  [49.]  aufzulösen  und 
man  trbält: 

—  27a  =—7236, 

—27^ =-7239,637321, 

also   — a>— *9^  und  daher  Fall  2)  vorliegend,  nach  welchem  die 
GieicboDg  drei  reelle  Wurzeln  bat.    Es  ergiebt  sich  weiter: 


L 


■lar 
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27(y+— o)  = 


3,637321. 
27r, 


also: 


R  =  3,637321 :  2999,81866  =  0.001212613. 

Ffir  diesen  Werth  von  R  ergeben  sich  nach  Tabelle  I. 
Werthe: 

00000000.  r  0.000. 

,001859375.  P"  =\  2,975, 

,001208;  i  3.020; 

und  es  ist: 


die« 


g—fl'     0.001212513 
D     —0.008994 

=     0,13481 

C=- 0,00007 
0,13474 

/»= 0.000 

p=0;ooomt4 


Ä'  -«0,000646862 
~~B     "0,00013347 

=    4,846 

C=- 0.006 

4,840 

P'= 2,975 
/> =2,979840 


«-i?'_0,000004l 
D     ~0,000138{ 

=    0,03 

C=-fO,00 
0.03 

P^^  3.020 
P  =3,02003. 


Non  ist  P.14.42220610=p.   daher: 


p  =  0.00194324 


p  s  42,97586       |     p  =  43.5565 


—  0.00194324 
(3y)=— 2+28,84441020  j  —42,97586 

-43,5555 

-I-  8.94748902 
y=  {  —5,37715 
—5.5703. 


426.84246706 
-16,13145 
:— 16,7111. 


90. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung 

0=  -  30— 31y-%«+y«. 

ab  0  * 

Der  Vorseichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [52.]  aufzulösen  a 
man  erhält: 

[c«  + 36]*= 13,89244399,    [c«+ 36]*  =  2681,2417; 
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—27a    =—810, 
-27^-=- 572,48338. 

BwTuch  ist  — 27a  < — 279r-  nod  daher  Fall  4)  vorliegend,  nach 
wtichem  die  Gleichnng  nor  eine  reelle  IVorzel  hat.  Man  erhält 
wtiter: 

C  237,51662, 

''-»-  =  <27r, 

also  ist; 
t 

R  =  237,51662 :  2681,2417 = 0,08858456. 

Nach  Tabelle  II.  findet  sich : 

«'  =  0,081486729,    i*  =  0,009, 


\ 


aboiat: 


R^R     0,00709783  .„„. 

~D     -0,0091143  -      ".//W/0 

C=  -f  0.00011 


0,77887 
P'= 0,009 


l>*kei  «rglebt  rieh : 

P.  1339244399  s  p  =  0,13685240. 

Aiioitt: 

%) = 10  -f  27,78488798 +0,13585240=  37,92074038, 

Jaher: 

9  =  12,64024679. 


(OieliitteAbtheilaDg  dieser  AbhandlnDg  folgt  in  einem  dernächaten Hefte.) 
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XVII. 

Ueber  die   Reduction    der   grossten  Sonnenhohe   auf 
den  Meridian  bei  veränderlichem  Beobachtungsorte. 

Von 

Herrn  Dr.  Karl  Friesach, 

k.  k.  Hauptmann  in  d.  A.  in  Wien. 


Die  grosse  Schnelligkeit,  womit  heutzutage  sowohl  Segel-  ab 
Dampfschiffe  die  Meere  befahren,  kann  in  gewissen  Fällen  aar 
Folge  haben,  dass  man  die  geographische  Breite,  wenn  man  die* 
selbe  auf  die  gewuhnliche  Art,  aus  der  beobachteten  grHssten 
Sonnenhuhe,  diese  als  die  beobachtete  Mittagshöhe  ansehend,  ab- 
leitet, um  einen  Befrag  fehlerhaft  erhält,  welcher  bereits  die 
Grenzen  der  erreichbaren  Genauigkeit  überschreitet.  Will  man 
daher  bei  der  Breitenbestimmung  mit  grusster  Genauigkeit  zu 
Werke  gehen,  so  hat  man  an  der  beobachteten  griissten  Hohe, 
ausser  den  bekannten  Correctionen  wegen  Kimmtiefe,  Refraction, 
Parallaxe  und  Halbmesser,  noch  eine  Verbesserung  wegen  der 
Schiffsbewegung  anzubringen.  Diese  Verbesserung  wird  von  d^o 
Seefahrern  niemals  berücksichtigt.  Aber  auch  in  HandbOcbero 
der  Schifffahrtskunde,  denen  man  keineswegs  den  Vorwarf  der 
Oberflächlichkeit  machen  kann,  bleibt  dieselbe  unberührt,  wäh« 
rend  in  allen  jenen  Werken  die  übrigen  Correctionen,  deren 
einige  od  weit  weniger  als  die  eben  angeführte  betragen,  stets 
ausführlich  behandelt  werden.  Dies  berechtigt  zu  dem  Schlüsse, 
dass  der  Einfluss  der  Schiffsbewegung  auf  die  Breitenbestimmung 
bisher  für  unbedeutender  gehalten  wurde,  als  er  in  der  That  ist. 

Bekanntlich  hat,  auch  bei  festem  Beobachtungsorte,  das  Maxi* 
mum  der  Sonnenhöhe  in  der  Regel  nicht  genau  im  Meridiane 
Statt,  eine  Erscheinung,  welche  in  der  veränderlichen  Deklination 


imm/  den  Herfet/UH  ifi  rfriinderllcAem  BeoMchtuHoaoTU, 


^^^BlB«  ihr«n  Gninil  but.  Di«  nuf  der  Deklinations-Aenderuiig 
^^H|  bembcnile  CouecWan  der  grtissten  Hühe  ist  nllerdings  so 
^|K^i  da««  «ie  bei  UrlsWatlmmiiiigen  iut  See,  nobel  es  auf 
Mge  Bo!!ensekuii(Icn  nicht  ankümnil.  füglich  vernnchlHssigt  wer- 
im  klim.  Die  xur  See  w.Hhrend  der  Beobachliini;  vor  sich  gehende 
inilenitis  des  Standortes  przi^upt  aber  eine  ähnliche  Wirknn«;, 
mt  nll  dem  Unterschiede,  dnss  die  hieraus  entspringende  Diffe- 
ttiii  iwlochen  der  grOssten  und  der  niiIISgt«en  Hoh«  «eil  betr5chl- 
i*l,  rnrnutigeselzt .  das«  sich  das  Schiff  nahein  in  der 
lliehliia;;eiiieH  Meridian»!  mit  einer  (jcechMindiglceil  beivegt,  welche 
mlis  j^lit  erreichten  Maximum  nahe  Icümnit,  uiid  dass  die  Knl- 
nlBclinn  drr  Sonne  nirht  nahe  am  Zenith  erfolgt. 

m  die   vullslündige  Rediiclion   auf  den  Meridian    ivegen   der 
SchUgbenegnng  und    I>ektinntinns-Aenderung  zu   erhalten,    gehl 
la  besten  von  der  Gleichuni; 


nA  =^  cas9>co6[Fcosi-t-sinqpsind 


Hl,  ff«  A  die  »ahre  [lübe,  4  die  Deklioatinn  und  x  den  Slnnden- 
■Inkel  itf  Sonne  (auf  den  Meridian  »les  Reobachtungsorles  he- 
»J8u),  endlich  ip  die  geographische  HrcLte  des  Beohachlunga- 
erle«  bezeichnet.  Diese  Gleichung  gilt  allgemein,  wenn  man 
rtdlicb«  Rrette  und  Deklinalinn  als  negative  Grrissen  betrachtet. 
Indem  man  obige  Gleichung,  simmtliche  darin  vorkommende 
fifSwefi  aln  Funktionen  der  Zeit  ansehend,  nach  der  Zeit  diffe- 
•^»(iirl,  den  daraus  für  den  DiSerentialquotienlen  von  A  «ich  er- 
eebtnd«D  Werlh  der  Null  gleich  setzt  und  diese  letzte  Gleichung 
Bacb  I  anrK'st,  eo  erhült  man  den  der  griJssten  Sonnenhöhe  enl- 
*|irMhenden  Stundenninkel,  "oraus  sodann  die  Reduction  auf 
dcD  Meridian ,  nach  der  bebannten  Methode  der  Circnmmeridian- 
bfihtn,  berechnet  «erden  kann. 

Bewegt  «ich  das  Schiff  in  der  lüehlung  eines  Meridians,  so 
Ul  der  Stunden» in kel  t  van  dieser  Uctvegnng  unabhängig,  und 
kin  darum  die  Differentiation  nach  i  verrichtet  werden.  Fällt 
^»(rgeD  der  Kurs  nicht  mit  einem  Meridiane  zusammen,  so  mucts 
^itlEcit  auf  einen  festen  Meridian,  z.B.  denjenigen  von  Green- 
*icl.  hezngen  werden.  Man  hat  in  diesem  Falle,  wenn  -S  den 
'^denwinkel  für  den  Meridian  von  Greenwich  (die  wahre  Green- 
"Htr  Zeit)  nnd  k  die  Ostliche  Greenwicher  Lfinge  de«  Beob- 
*tbtati|[sorte8  bezeichnet,  S  ^  i.  anstatt  i  in  die  Gleichung  I)  zu 
'■^iluiren  und  nach  S  zu  differentüren.     Die«  führt  zur  Gleichung 

3)  (l-f  t')co«9C08J8in(-f  (^'sin^cosd-f  ^'cos9sind)cosf 


C"  1' 
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wo 


d<p      j.,       dd        ,  dl 

Von  diesen  Grossen  sind  q>,  q>'  und  iL'  aus  der  SchUbracl 
nung  näherungsweisc,  d  und  ö'  hingegen  aus  den  Epheneriia 
und  der  bekannten  Greenwicher  Zeit  der  Beobachtung  zieoU 
genau  bekannt. 

Um  die  Gleichung  2)  nach  s  aufzulösen  ^  sei 

Setzt  man  nun: 

8in«=a?,     (1-f  ^')cos9>cos^=a  und  <p'cos(pBind'\-d'8\nq>coBSs:iC 
coss=^y,     9'sin<pcosd  -f  i'cos<p8inö  =  6; 

so  erhält  man: 

ac=  (1 -f  ^')  <^os  9>  cos  4(9' cos  <p  sin  ^ -h  ^' sin  9  cos  d) 

=  (1 -f  V)  cos  9<cos  6«(9' tg  a -f  a' ^f) 

6c=cos9*cosd*(9'tg9  +  a'tga)(9'tga+a'tg9) 

= cos  9«  cos  6«  [(9'«  +  a'«)  tg  9  tg  a + 9'a'  (tg  9« + tg**)] 

6* — c*=(9'*— a'*)(sin9*cosa* — cos9*8ina') 

=  ((p't  _  ^/«)  cos  9*co8  a«(tg  9*— tgi*. 

0«+ 6«— c»  =  cos9«cosa«[(i +;i')*+(9'*— a«)  (tg9«— tga«)], 

a  \rä«+6«-c^=  co892co8a«(l+X0  \^( I +X')«+(9'«-a'«)(tg9«-tgd* 

=  cos9«cosa^9'tg9+a'tga)  V  (l+A')H(9'»-a'«)  (tg9«-;^ 
a«  +  6«  =  cos9«cosa«[(l+A')*  +  (9'tg9  +  ^'tga)«], 

I  (i  +  A')(9'tga  +  a'tg9)  . 

/  J:(y^tg9+a'tga)  V^(i+A0H(9^^-a^»)(tg9'-tga*)  i 
'^^  •'"*"  (i  +  iir+(9'tg9  +  Ä'tga)«        ^      • 

'  TKi+AQ^ÖTXö^-i-  (9-«~a-«)(tg9»~tga«)  i 

4;  cos#-  (I  _^  ^,j,  _^  (^,^g^  ^  ^,^^^, 


imt  Afn  Vfriüfmt  tu  pcrdtiderltclitm  Bm^nehlHHgtorir- 

Hri«nunsi«ht,  »in[,  fär  q>-=V  =  i-  =  Q.  co8t=^l.   Da  aber 
)f;*niiirligeni  Falle,    fiir  jeoe    Worthp,    i  =  0  wird,    folgtlcli 
=  -f  I  a^i"  muss,  so  );tlt  In  ilvn  Glelcliungeii  3)  onil  'l)  i 
ontore  Zeichen. 

Wtn»  mnn  oliigen  Werlh  Rlr  sint  nach  steigenden  Polens^ 
blMaen  Gruasen    y.  A',  d'   entwicbell  und  bei  den   Glieder 
tR  Onlnnni;  stehen    bleibt,   so  zeigt  es  sieb,   dass  in  erster 
IHK  die  LHOE!cnbeM'ei;ung  des  Schiffes  auf  den  Slunden- 
iltd  *  der  grOsslen  Hrilie  ohne  Einflaes  ist,  und  man  faatt 


mt=~(ip'—S')(is,q)~t%S)  = 


_fy'-^')('Ky-tg3)_ 
ein  1" 


[<p'~6')f.\a{ip — i) 


{ip'~i')»'m(tp—i)  (i 
cos^cosdslnV 


1 

ab«r 

igticii 

)   BW 

»den^B 
)t«r 
len. 

I 


sekt 


Bngen- 
den). 


Am  dl*sen  Formeln  ist   ersichllich,    dnss   der   Eiuiluss   der 
i&betregnng  auf  den  Abstand   der  Sonne   im  Hühenmazimuin 

Uortdiane  in  hoben  Kreiten  am  beträchtlichsten  ist,  w^jhrend 
icbrn  den  Wendekreisen  dieser  Aiistiind  immer  nur  weni);  b«- 
J,  and  in  dem  Falle,  dass  die  Kulmination  im  Zenith  errolj 
ilkli  fersehwindel. 

Vn  uns  der  grösslen  Höhe  h  die  nnbre  Mitlagsbübe  H 
I  (M,  no  das  H<">benmaiimum  beobachtet  wird,  abzuleiten,  hat 
I,  lailem  man  die  dem  .Augenblicke  des  Urihenmaximnnis  ent- 
Deklination  i  auch  Tür  den  wahren  Mittag  gelten  llUsI, 


a 


r.  /vf  deo   Fall,   dass 
Utnibentngsneise : 


nA+2eo8vensdsin|  . 

sehr  klein  und   h  nicht  nahe  = 


«  =  A  + 


.sAsinl" 


i 


Es  beseicbne   nun   9,   die  geographische   Breite  und  A, 

he  Greenwichcr  Länge  desjenigen  Ortes,  no  sich  das  Schiff 

Ln|[enbltvko    des    wahren    Bordmiltags   befindet,    i/|    die  Anr.n 

■ige  wahre  Alittagshühe   (gletcbralls  für  die  Deklination  d  be- 

t),    endlich    /IS   die   zwischen    dem   Bordmittage    und   dem 

des  Hüben  maxi  m  ums  verflicssende  Zeit,  welche  nega- 

ehnicn  ist,  wenn  sich  das  Hühenmaxinium  vor  dem  Bord* 

eteignet,  so  ist: 

sin/fi  =:co8(9|— ö)  =  cob{7>  — (p'.irfS— d) 


•^1 
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oder 

Ist  ferner  iSj  die  Green wicber  Zeit  des  Bordmittags,  sohatoHi 
woraus  ^S  =  ttT/  »   folglich : 

Aber  es  ist: 

för  Sudhühen :    H  =  90"— (9—^, 
för  Nordhrihen :   H  =  90^  +  ((p'S); 

daher : 

8) Hl  =:  H  :i:  j-rj/ » 

oder  näherung-sweise: 

9) Hi=H±q>'i. 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  gelten  hat,  je  nacUei 
die  Hohe  h,  welche  nie  90"  Obersteigen  darf,  vom  Süd-  odervM 
Nordpunkte  an  gerechnet  wird. 

Wird  in  den  Näberungsformeln  7)  und  9)  der  aus  5)  sich  ei 
gebende  Werth  von  1  eingeführt«  so  ergibt  sich : 

(9'— Ä')*cosA 


10) H  =  h  + 


2cos9co8d6inl 


n  > 


^ *  2cos9C08dsinl^ 

Es  folgt  hieraus,  dass,  bei  beträchtlicher  Breiten bewegong  J 
Schiffes,  in  welchem  Falle  6'  gegen  (p*  sehr  klein  ist,  imns 
A>A>/fi,  und  dass  h  nahezu  in  der  Mitte  zwischen  H  und  1 
liegen  wird.  Wird  daher  h  als  die  wahre  Mittagshohe  angeseha 
und  daraus  die  geographische  Breite  abgeleitet,  so  erhSit  in< 
deren  (relativen)  Werth,  falls  h  Ober  dem  SGdborizonte  beobad 

tet  wird,  nahezu  um  den  Betrag  ^cosy  costfsin  F  *"  «'^•^  ^* 
in  klein,  je  nachdem  es  sich  um  9  oder  tpi  handelt,  währe» 
wenn  h  eine  Nordhohe,  das  Umgekehrte  stattGndet,  wovon  mi 
sich  aus  einer  genauen  Betrachtung  der  Gleichungen 


9»i=I 


pafden  iltr/dian  bei  eeriHaderllcAem  BeobacMunfsorif,       |*i*i 

I  W—H  +  8  (für  SüdbQbciO.  *} 

I  a  +  d—'M"  (..    Nordhnhen); 

I  90^-Bi^i  (  „    SfidliUlien), 

f  Ä,+*-9tH  {„    Nordhohen) 

'  UeU  IbMieugen  kann. 

ÜB  den  Eiiiflnss  der  ScbiSsbewegang  in  einigen  nnmetiscben 
SaiipieleD  ilarxulhun,  wollen  nir  ersllicli  annehmen,  es  nerde  in 
■ler  itegissteo  Nordbreile  vaa  CA)/",  zur  Zell  des  Prühlings-Aequi- 
DDcthnaB,  indem  das  Schiff  mit  einer  Geschwindigbeit  von  12 
Knolea  cailwlirls  steuert,  die  grüsste  Sonnenhühe  beoliachlet 
Hin  hat  hier: 

9=+60",    i  =  Q,    (p'=-0.0I33,    d'  =  -|-U.ÜOIl, 
nnd  Gpdel  mitlelsl  dieser  Werihe,  je  nachdem  man  die  Deklina- 
Üau-Aenderung  veroacblSssigt  oder  in  Rechnnng  zieht: 

i=P19'I2"=-)752«  f  =  l''25'45"=3145" 

flsrA  +  Sä*  oder         tf=A  +  37'' 

Bi=A-ir  //,  =  A-31". 

TSc  eine  Geschwindigkeit  von  18  Knoten,  nelcbe  auch  bereits 
enticbt  iTorden  sein  soll,  erbsll  man  mit  Beibehallung  der  fibri- 
5«i  .Wabmen : 


1 


=  1»  59' 7"  =  7 147" 

.=!i"S'3r  =  7539 

=»+fir' 

oder 

a=A  +  l'20" 

=A-iir 

/;,=*-iii" 

WinI  aber  die  geographische  Breite  =70°  angenommen,    so 
■■M  man  (iit  die  Geschwindigkeit  voii  12  Knoleo: 

i=2«'5'3<r  =  7S39"  f  =  a"Ifl'3''=SI(i3'' 

B=h  tSV  oder  //=A+5<I" 

ff,=  A— 50"  H^^h-XV 

'■■hI  HTt  die  Geschwindigkeit  von  18  Knoten  : 

i  =  3<'«'0"=  11340"  j^aoiÖ-arcrlliKir 

a=h  + 1'54"  oder         H=k  +  2'7" 

i^=A  — 1'53"  /y,=A-I'52". 

1  bin*  Fomioln   ^rltrn   gsni  allgemein,    auch    in  ilem    Fülle,    wo 
''■Wlligtliulin  M"   iilierichrellot ,    und    man   crliilt  nns   dpnsellien   die 
^P»pbUclio  Breite  alol»  mit  ilrm  gehörigt-n  ZHchun. 
■|Ut(  tui,  13 
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Sollte  die  aus  der  ivabren  Mittagshöhe  abgeleitete  gei 
pbische  Breite  mit  der  gegissten  wenig  fibereinstinimen,  so  * 
die  Rechoang  mit  Zagrundelegang  der  corrigirten  Breite  an 
derholen.  Ein  Fehler  io  der  angeDommenen  Breite  von  eil 
Minuten  hat  übrigens  auf  die  Correction  der  Mittagshöhe  kc 
merklichen  Einfluss. 

Der  praktische  Gewinn,  welcher  der  SchiffTahrt  aas  di 
Reduction  erwachst,  ist  allerdings  kein  bedeutender.  Wenn 
es  aber  für  nuthig  erachtet,  bei  Ortsbestimmungen  zur  See, 
nere  Verbesserungen^  wie  die  Parallaxe  oder  die  Correctionen 
Refraction  wegen  Temperatur  und  Barometerstand  zu  berflck 
tigen ,  so  ist  die  Verbesserung  wegen  der  Schiffsbewegung,  wel 
wie  obige  Beispiele  zeigen,  leicht  mehr  als  das  Zehnfache 
grussten  Parallaxenwerthes  betragen  kann,  immerhin  der  Er? 
nung  werth. 


XVIII. 

Ueber  eine  stereometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Jos.  Etiles^ 

Ataittenten  am  Kdoigl.  Lndwigt- Gymnasium  in  München« 


Aufgabe.  Es  wirdineinem  Zylinder  eine  zurGro 
flSche  senkrechte  Ebene  ABCD  (Taf.  III.  Fig.  1.)  gel« 
hierauf  der  Zylinder  durch  eine  zu  ABCD  senkrec 
Ebene  EJK  schief  abgeschnitten;  es  soll  der  korf 
liehe  Inhalt  des  schief  abgeschnittenen  Zylinders 
rechnet  werden,  wenn  der  Radius  der  Grundfläche, 
grusste  und  kleinste  H8he  und  die  Sehne  JK  beka 
sind. 


Kiilea:    l'eitr  eine  ilfrtometrfscfte  Aufgabe. 
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ÄpflCsiitiB.  I>  Pa  Eh.  KJKX  El».  ABCÜ.  so  ist  auch  die 
Sehn«  JK.  i>adi  ivekhcr  EJK  <Iie  Griiii<]llüclie  AJBK  iluu-h- 
•tkneiilvt,  EU  ABVÜ  spnkrecfat,  und  es  isl:  JK ±  AB  tiiiil 
JKlEy.  tvü  £)'  ile:>  Üurcbacbintt  von  AßCD  und  £J/f  vor- 
*l«llt.  Zieht  man  nun  in  dem  Kreise  AJBK  durch  einen  Ijclie' 
bliKti  Punkt  'S'  der  Peripherie  eine  zu  JK  (latailele  Sehne  SJ' 
wA  h^l  durch  dieselbe  eine  zur  Azc  parallele  Ebene,  eo  schnei- 
Äel  illese  den  Zylinder  nach  einem  Paralleloi^ritiiinie  STCZ  und 
ill«  «rbiefe  Schnilteliene  EJK  nach  der  Geraden  LQ;  und  es  ist: 

VZif^ST^JK. 

Legt  man  nun  <lurch  JK  ebenfalls  eine  zur  Axe  parallele  Ebene, 
>«  folgt  SU»  einem  bekannten  Salze  der  Stereometrie: 

W  #  JK. 
dIu  ersibi  sich : 

CZ^LQ.   somit  aach:    LQ^CVDZ. 

i'm  man  also  aits  L  und  Q  auf  die  GrundflSehe  CVDZ  die 
I'eT|)i>Dilikcl  LK  und  Q  V,  und  legt  durch  LH  und  Q  V  eine  Ebene, 
*0  niUBs  diese,  wie  man  sogleich  sieht,  die  Grundllüchc  CVDZ 
Bodi  ein^r  tu  EQ  iiaraileien  Geraden  UV  durchschneiden,  und  es 
eoUtehtein  liechlcck  EUQV,  so  da^^s  LR=QV  ist.  Nennt 
■■■■n  nun  EV  die  Axe  der  schiefen  ächnitllläcbc,  6o  bat  man,  da 
i^J_£l',    «eil   auch   JKi_EY,    sogleich  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  der  schiefen  Sdinilllläche  auf  der  Axe  ein  Per- 
P^ndikel  enichtet,  so  sind  die  von  den  Endpunkten  des  Perpen- 
Adels  auf  die  Grundfläche  gerillten  Perpendikel-  einander  gleich. 

2)  Zieht  man  nun  in  der  «rundn/lche  VLDS  (Taf.  111.  Fig.2- 
"04  Taf.  tu.  Eig.  3.)  z\\c\  unendlich  nnhe  an  einander  liegende  und  zu 
<"f  parallele  Sehnen  LM  und  NQ,  und  legt  durch  dieselben  parallel 
'■"^  Aic  OP  des  Zyliiidcis  Ebenen,  sn  achneiden  diese,  nie  he- 
f*ita  olien  ijeicigt  »urde,  die  schiefe  SchnillflScbe  EJK  nach  den 
«u  JK  psmHelen,  also  auf  EY  senkrechten  Geroden  F(i  und  HT. 
und  ÜB  Btud  also  die  aus  F,  (i  und  H,  T  auf  die  Grundflüchc 
'XAS  gelallten  Perpendikel  einander  i-leicb.  Legt  man  dann 
iutcb  die  ErKeugenden  FL,  //A'.  Gia,  TQ  des  Zylindcrmaatels 
»Dil  ile  Axe  OP  des  Zylinders  Ebenen,  so  schneiden  diese  die 
ß'iin.lllacho  CLDS  nach  den  Itadien  LP.  iVP,  IUP,  QP  und 
die  «(tiefe  Sei. nilt flache  EJK  nach  den  Geraden  VF,  VII,  VC, 
'T,  wobei  V  der  Punkt  isl.  in  «elcbem  die  Axe  der  schiefen 
SchnlKailche  von  der  Axe  des  Zylinders  durchschnitten  wird.  Da 
sehen  den  Sehniin  LM  und  ?IQ  liegenden  Bogen  gleich 
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sind ,  and  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  als  gerade  Linien  betrach- 
tet werden  kOnnen,  so  entstehen  auf  diese  Weise  xwei  dreisdtige 
schief  abgeschnittene  Prismen  LÜPV  und  MQPV,  welche  kon- 
grnente  Grandflächen  LPN  und  MPQ  halben ,  und  deren  drei 
Hohen  bezOgllch  gleich  sind»  die  also  nach  einem  bekannten  Lehr- 
satze der  Stereometrie  inhaltsgleich  sind. 

Legt  man  nun  durch  JK  eine  zur  Axe  OP  parallele  Ebene 
JKRS  und  denkt  sich  in  der  Grundfläche  CRS  alle  mSgllchen 
unendlich  nahe  an  einander  liegenden  und  zu  JK  parallelen  Seh- 
nen gezogen  und  alle  oben  beschriebenen  Ebenen  gelegt,  so  wer- 
den die  beiden  Tbeile  CEVJRP  und  CEVKSP  In  eine  gleiche 
Anzahl  bezfiglich  gleicher  dreiseitiger  schief  abgeschnittener  Pris- 
men zertbeilty  sind  also  inbaltsgleicb. 

3)  ßetrachtet  man  nun  in  dem  KGrper  CRPEJV  zwei  auf 
einander  folgende  Prismen  ÜPLX'  VF  und  LPNFVH,  so  haben 
diese  ausser  der  Hohe  aus  V  auch  noch  die  Hohe  aus  F  gemein- 
scbaftlich.  Setzt  man  daher  die  Anzahl  der  Prismen,  in  welche 
der  Körper  getheilt  wurde,  =n,  und  bezeichnet  die  Prismen  der 
Reihe  nach  durch  /\,  P^,  Pt$'**.Pn\  bezeichnet  man  femer  die 
Hohen,  vom  Punkte  £  angefangen,  der  Reihe  nach  durch  A,  j||, 
A), ....  Aa  und  die  aus  V  geßllte  Hohe  mit  scy  so  erhält  man  nach 
einem  bekannten  Lehrsatze  der  Stereometrie,  wenn  ausserdem 
noch  g  eine  der  unter  einander  kongruenten  Grundflächen  vorstellt: 

A-f  A,-far 
P\     =9' 3 » 

^«    —.7. j f 


Aü-a-f  Afi-i-f  :r 

Pn^l=g. g , 

D       ^  An-i  -f  Am  +  jr , 

rn     — ff. g > 

daher  wird^  wenn  man  addirt: 

CPREJV-a  ^^ "*•  ^ +*  +  ^(*i  +  ^  +  '"  +  *«-i) 

ff'  3 

Da  nun  die  Sehnen  ÜW,  LM,  NQ....  unendlich  nahe  an 
einander  liegend  gedacht  werden  mOssen,  so  können  die  zwischen 
ihnen  liegenden  Abschnitte  des  Durchmessers  als  einander  gleich 
betrachtet  werden.  Die  Geraden,  welche  von  den  Durchschnitten 
der  Sehnen  ÜW,  LM....  mit  dem  Durchmesser  CD  nach  den 
Durchschnitten  «,  ff,  c...  der  Geraden  X'V\  FG,  HT„.  mit  der 
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EV  gvingca  werden  künnen,  sinil  nichts  anderes,  als  die 
UnduchnlU«  ilci  Cbeuen  X'  W,  FJÜ,  ÜQ....  mit  df^r  Ebene  ABCD, 
niilBind  fcilßlicfi  einander  pnrallel.  Es  sind  also  auch  die  znischen 
(«Gwaden  AT.  FG,  HT ....  Hegenden  Abschnilte  der  Axe  EY 
«tD»der  gleich,  nie  ein  heliannler  Lehrsatz  der  Planimetrie  tehrl. 
FUtt  man  nun  aus  den  Punicten  n,  6,  c...  der  Axc  EY  nuf  die 
UnmillUche  Perpendikel,  so  sind  diese,  da  X'Y',  FG,  UT....  zu 
CRDS  parnllel  sind,  den  A, ,  A,,  h^....  gleich.  Zieht  man  nun 
(ioei  £,  a.  b.  c...  (Taf.  in.  Fig.  4.)  *«  CD  die  Parallelen  Ed. 
a,  if.....  so  ist: 

A  Ead  ^  A  «&e  ^  A  6c/"  •■■■ . 
»lio;  arf=  Äe  =  ef= .... , 

d.li.  die  Untetschlede  zweier  auf  ainander  folgender  Hüben  sind 
fbumler  gleich. 

fieteichnet  man  daher  diesen  Unterschied  mit  a,  so  hat  man: 

A,  =A+«. 

A,     =A,+tt  =  A+2«, 

A,     =Aa  +  a  =  A-f  3a, 

An-i  =  A,-«  +  «  =  A  +  Cn  — I)«, 
A„     =A-. +a=A  +  ii«: 


**,  +  *,  +  ...  +A.-i=('»-I)A  +  <.  +  2B+....+  (n-l)<. 


■ 

■ 

=  (n- 

1)»  +  '^ 

T- 

u 

Mrd  >l>o  nacb 

den 

Votlgen; 

L 

■S>C£JF  = 

<r.^ 

+  24  +  . 

.+  «(■■- 

-1). 

+  2(n-l 

1 

3 

1 

i               = 

"ff*         3 

''*  »im  n^  =  CRP  =  7  und  na  der  Unterschied  zwischen  d«r 
S'l'MeD  nnd  Icleinsten  Hübe,  also,  wenn  man  die  grüssle  USh« 
'^■0  bezeichnet.   =0  — A  ist,   so  findet  man: 


CPREJF= 

3  besitmnien,  bat  man. 


^iU.Fig.5.undPi^.6.)  die  UShen  A.  a 


man  in  der  Ebene  CDfF 
ferner  E^i^CD 


--  '-T. 
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zieht,  und  En=iCZ=ß,  Em  =  CP=iT  setzt,  wo  r  den  F 
der  Grandfläche  vorstellt: 

EYiEV^:  EniEm  =  ß:r, 

also  ist: 

i5ir  =  Ä— A:F/i, 
folglich  ^ 

also   wird : 
somit ; 


CPREJ  V  =  f. ^ 


+  Ä  +  A 


A(2p-r)  +  g(^  +  r) 
=  y.  3^ 

Bezeichnet  man  also  den  Sektor  CRPS=:2y  mit  G,  so  wi 

Um  nun  den  Korper  CRSEJK  zu  finden,  hat  man,  je  na 
£F  selbst  (Taf.  in.  Fig.  2.)  oder  erst  deren  Verlängerung  (1 
Fig.  3.)  von  der  Axe  des  Zylinders  getroffen  wird,  das  seh 
geschnittene  Prisma  RPSJKV  zu  addiren  oder  zu  snbtr 
Bezeichnet  man  das  Dreieck  RPS  mit  d,  so  erhält  man : 

RPSJKV  =^6.'^^^^'^ 


2H  +  '-^tz^ 


=zd. 


^^Hi2ßi-T)-\-h(ß-r), 


3/J 
folglich    u  ird  : 

CSREJK=  G.  M±l)±*i2£zl?0  ^  ^  g(2^+r)-|-A«? 

3/J  ""    i      ,         3j3 


l'ebtr  flitf  stereomtlrUche  Mifgabe. 


191 


in  (lea  vull^tflniligen  schief  abgesclinttlenen  Zylimler  eu  finden, 
bn  nncb  den  Kr>rt>cr  HSiyjKB  zu  addiren.     Derselbe  kann 
I  Prisma  bdiracbtet  werden,  dessen  Grundllüche  HSD 
=1*»— C^d    nod   dessen    Htlhe    ^ //   ist,     l)ab«r  wird : 

Schief  abgesehn.  Zylinder  =     G.  li^ttllJ^tz') 
m2ß  +  T)  +  A{ß-r) 

±^- if3— " 

inlai'lien  Reduktionen  ßndet: 


Scii(fab[{eschii.  Zylinder  r=r«ji«+ 


3^ 


[HO  ±6)-ß(iC  U)], 


"dbei  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  tv&blen  ist,  je  nachdem 
ik  lixe  der  schiefon  SchnitKtäche  selltst  oder  deren  Verlängerung 
'tu  der  Axe  des  Zylinders  getroffen  wird  ;  oder,  mit  anderen  Wof- 
IfiD,  j«  nachdem  der  Bogen,  der  das  von  der  einen  UrundtlSche 
OMg  lileibcnde  Segment  begrenzt,  kleiner  oder  grüsser  als  180"  ist. 
Die  in  der  vorausgehenden  Formel  enthaltenen  Grclesen  ß,  S,  G 
liSiiiieii,  neun  der  Radius  r  der  Grundfläche  und  die  Sehne  JK^a 
tHAta  sind,  leicht  durch  Rechnung  gefunden  werden,  so  dass 
■liadie  gestellte  Aufgabe  vollkommen  gelöst  iat. 

Zu«al2  I.    Geht  die  schiefe  SchnillflScbe  durch  den  Mrltel- 

POnlil  Oder  Grundfläche -4JÄA',  so  wird:  ^  =  0,  ß  =  r.  G^ir'n; 

^ber  bat  man : 

Schief  abgescbn. Zylinder  =  r«T/l+  ^^' [ir»K  - r»«] 


n»tz  ■!■    Durchschneidet  die  schiefe  Schnittfläche  den  gan- 
Indemantel,   so  wird    ß=2r,   d  =  U,    6'=:r*n;    folglich 


kbiefabgeechn.  Zylinder  - 


Zuialz  MI.    Gehl  die  schiefe  SchnittOä 
*  Grandfläcbe,   so  nird  Ä  =  0,  also: 


;he  durch  den  Punkt 


|f  abgenchn.  Zylinder  = 


o[T(G±d)~ß('iG±6n 
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Wird  uberdiess  der  ganze  Zylindermantel  von  der  sebiefen 
Schnittfläche  durchschnitten»  so  wird  d=0,  /!=2r,  Gs=r%r;  also: 

Schief  abgeschn.  Zylinder  =r*;rA-f  g-;(r*»— 4r*is) 

Zusatz  IV.  Um  das  StQck  AJKE  des  Zylinders  zu  finden, 
bat  man  nur  vom  ganzen  Zylinder  den  schief  abgeschnittenen 
Zylinder  CRDSEJKB  zu  subtrabiren ;    es  wird  also : 

AJKE-  f^TtH-r^H--^^  [r(G±d)  -  ß&G±8)] 


=s[^(2G±d)-r(G±Ä)]. 


3ß    • 


wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 
SLTcKAJ^lM^  Ist. 

In  dieser  Formel  ist  O — h  offenbar  die  ans  E  vlvS  AJIL  ge* 
mute  Hube. 

Zusatz  V.  Wird  ein  gerader  Zylinder  durch  eine  Ebene 
schief  durchschnitten ,  so  kann  man  Immer  aus  einem  Punkte  der 
Axe  auf  die  schiefe  Schnittfläche  ein  Perpendikel  filllen«  E3ne 
Ebene,  welche  durch  dieses  Perpendikel  und  die  Axe  gelegt  wird, 
steht  dann,  weil  die  Axe  eines  geraden  Zylinders  auf  der  Grund- 
fläche senkrecht  ist,  sowohl  auf  der  schiefen  Schnittfläche,  ab 
auch  auf  der  Grundfläche  senkrecht.  Aus  dieser  Betrachtung  folgt, 
dass  die  oben  angegebenen  Formeln  (lir  den  geraden  Zylinder 
für  jede  Srhnittebene  giltis;  sind. 
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XIX. 

'  die  Gleichung  zwischen  dem  Halbmesser   des 
Kreises  und  den   Seiten   des   eingeschriebenen  Fünf- 
ecks und  Zebnecbs. 
Sclireiben   an   den  Heratisgeber 

Herrn  Carl  Schmidt 

in  Spremlierg. 


Dte  B«roerki]ng  S.  240.  Tbl.  41.  dea  Arcbivs,  „dass  gane  ele- 
"^nlua  Mtllheiiungen  dem  Zivecke  desselben  keineswega  eotge- 
Utn  $\ai  nnd  künrtig  noch  üTter  als  bisber  einen  Platz  finden 
'oIIid",  nlrd  jedem  praLliscbeo  Schulmanne  etwüescbt  sein  ;  icb 
■^  darum  Ihnen  eine  dergleicben  zu  gefälliger  Begutachtung  und 
^Hil.  Aufnabme  in  daa  Archiv  hiermit  ergehenst  vor.  Dieselbe 
*>l4mcb  eine  andere  Bemerkung  S.  127.  Tbl.  40.  veranJaBst  wor- 
"•»■  l\e  heiast  hier:  „Der  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Diffe- 
'^n  der  (Quadrate  der  Seilen  des  in  einen  Kreis  beschriebenen 
'*!tnl!t«n  Fünfecks  und  Zebneukd  dem  Quadrate  des  Hslbmeasers 
''M  Kieiaes  gleich  ist,  macht  in  der  Elementar- Geometrie  immer 
einige  Schmcrigkeit."  —  In  der  That,  nenn  man  auf  dorn  direc- 
(W  Weg«  der  Berechnung  jeder  der  beiden  Seiten  aus  dem  Ra- 
^UB  die  Sache  verrnigt,  so  erscheinen  fortlaufend  die  gemischten 
"ttlonalen  Ausdrücke  mit  ihrer  V5,  und  es  bedarf  zur  Erhär- 
'"■■g  der  Thesis  längeren  Umformens  und  seihst  geschickten  Ein- 
'Wmm,  wie  solches  auf  der  Lehrstufe,  wo  der  Sats  doch  vor- 
^■^hmen  «otito,  nach  der  Behandlung  der  Seite  des  regulären 
^chncdis  nümlich,  dem  Lernenden  noch  nicht  immer  geläufig  ist. 
'^i>  der  Säte  aber  nicht  sowohl  als  Mittel  zur  Construction  der 
^i(«  des  regulären  Fünfecks  dient,  als  vielmehr  nur  eine  der 
'Onliviiirdigcrcn  von  den  unerschüpdichen  Relationen  zwischen 
BJnMtriÄchen  Grüsscn  abgiebl   und  sein  Werth  nur  in  der  gros- 
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sen  Vereinfachung  der  Berechnung  der  Fflnfecksseite  lii^»M 
kann  natürlich  im  ersten  Lehrgange  keine  besondere  Mibe  uf 
ihn  verwandt  werden,  und  es  erklärt  sich,  dass  er  Fon  den  gmi- 
legenden  Sätzen  öfter  ausgeschlossen  und  nur  als  UebangsaofjplM 
für  die  Handhabung  der  Rechnung  benutzt  wird.  Indessen  ukAA  ] 
es  mir,  dass  ein  ganz  einfacher  Beweis  ftir  den  Sati,  wmi  er 
sich  darböte,  nicht  unwillkommen  sein  rousste.    Ich  bediene  akh 

I 

für  einen  solchen  des  folgenden 

Lemma,  Steht  auf  dem  Kreisdurchniesser  ilffi  (Taf.lll. 
Fig.  7.)  eine  Linie  AD  senkrecht  in  D,  und  liegt  ihr  End- 
punkt Ä  ausserhalb  des  Kreises,  so  ist,  wenn  die  Si- 
kante  AB  von  dem  Endpunkte  der  Senkrechteo  oick 
einem  Endpunkte  des  Durchmessers  den  Kreis  in  £ 
schneidet, 

Am=:AE.AB  +  DB.  DIU"). 

Beweis.  Wird  A  mit  dem  Mittelpunkte  F  des  Kreises  Ter^ 
bunden,  so  ist 

AD^^iAF^-^FD^. 

Wird  die  Tangente  AT-t,  werden  die  Radien  FT  und  FG^f  : 
gezogen,  und  wird  DG  als  halbe  kleinste  Sehne  für  den  PioU  ; 
D^^s  genommen,   so  ist: 

FD^  =  r^s^; 

also : 

AD^^AF^'-Fm^t^+s^^AE.AB+DB.DM. 

Es  lässt  sich  bald  bemerken,  dass  dies  Lemma  einer  allg^' 
meinercn  Fassung  fähig  ist.  D  muss  in  der  Peripherie  eio^' 
Kreises  um  AF  als  Durchmesser  liegen.  Dann  ist  AD^  glrici 
der  Summe  der  Potenzen  der  Punkte  A  und  D  Rir  den  Ki^ 
um  Ff  so  lange  A  ausserhalb  und  D  innerhalb  der  Peripherie 
dieses  Kreises  liegt;  es  ist  aber  AD^  gleich  der  Differenz 
dieser  Potenzen,  sobald  die  Punkte  A  und  D  entweder  bei'^ 
ausserhalb  oder  beide  innerhalb  des  letzteren  Kreises  liegen.   D^* 


*)  Diese«  Lemma  bann   aU  eine  Verallgemeinerung  des  Satiei  ^'^ 
der  mittleren  Proporlionale  betrachtet  werden.    Fällt  nämlich  der  Ptf*^ 
A  in  die  Peripherie  de«  Kreise«,  also  mit  ^  zasammen ,  so  wird  AB^^^^ 
und  die  Gleichung  AD^  =:  AE.EB  +  DB.DM  geht  dann   in  die  Gl«ich0^ 
AD*=GD^=DB,Dif  über,  welches  die  bekannte  Gleichung  der  m^^^" 
leren  Proportionale  ist.  6. 
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Beweis  fffr  die  fibrigen  Eirei  von  den  drei  Fällen ,  die  bei  wach- 
•endem  Radius  des  Kreises  um  F  eintreten,  sonie  fffr  die  zwei 
Oebergangsffiile,  iSsst  sich  leicht  nach  Analogie  des  gegebenen 
Beweises  flihren.  At>er  weder  die  allgemeinere  Fassung  des 
Satzes,  noch  die  Beweise  Rir  die  verschiedenen  einzelnen  Fülle 
sind  fBr  den  gegenwärtigen  Zweck  nöthig.    Nun  zur  Sache. 

1.  Aufgabe.  Eine  Linie  nach  stetiger  geometrischer 
Proportion  zu  theilen.    (Bekannt) 

2.  Lehrsatz.  Das  grössere  Stück  des  nach  stetiger 
geometrischer  Proportion  getheilten  Radius  (r)  ist  die 
Seite  (z)  des  regulären  Zehnecks  im  Kreise.    (Bekannt.) 

3.  Zusatt.  Das  Quadrat  der  Zehnecksseite  z  ist 
gleich  der  Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des  Ra- 
dios r  und  dem  Rechteck  aus  diesem  und  der  Zehnecks- 
seite. 

Aas 

r:z  SS  zir-^z  folgt  z^=zr(r — 2)  =  r* — rz. 

4.  Lehrsatz.  Das  Quadrat  der  Seite  f  iea  regulären 
Ffiofecks  im  Kreise  ist  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Seite  z  des  regulären  Zehnecks  und  des 
Radius  r. 

Beweis.  Es  sei  M  (Taf.  III.  Fig.  8.)  der  Kreismittelpunkt, 
AB  und  BC  seien  zwei  aneinander  liegende  Zehnecksseiten  z,  so 
Imt  /iC  die  Fanfecksseite  f,  AD  aber  die  halbe  Fünfecksseite 
=!/*•  Wird  nun  Ober  MB  als  Durchmesser  ein  Kreis  beschrie- 
ben«  der  AB  in  E  schneidet,  so  steht  ME  senkrecht  auf  AB, 
nnd  es  M  AE:=zEB=  der  halben  Zehnecksseite  =iz.  Nach 
dem  angeführten  Lemma  ist 

AD^  =  AE.AB  +  DB.DM, 

also: 


^=^^^DB.DM (1) 


In  den  ähnlichen  Dreiecken  BDA  und  BEM  verhält  sich: 
BD.BAssBEiBM   oder    BD:z^\z'.r, 

ibiglicb 


X» 


BD.rs^^' (2) 


^ 
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Es  iflt  aber  nach  dem  Znsatz  onter  3.  das  Quadrat  dar  Zeha- 
ecksseite  gleich  der  Differenz  zwischen  dem  Qnadrat  des  Rafins 
und  dem  Rechteck  ans  diesem  nnd  der  Zehnecksseite ;  wird  denn 
nach  fiir  z*  in  (2)  eingesetzt  r* — tx,  so  ergiebt  sich: 

fil>.r=?^y^,    rolglich  Ä/)  =  ^; 


also: 


/>Ä=,_!L-'  =  '-+' 


2     —    2 

Es  iat  demnach  in  (1)  das  Rechteck 

r— *z   r -I-  z      1^'-^  z' 

DB.DM^  V"-^=^"^' 
und  folglich: 

P_z^     r«— »•_!«  + r« 
4""2'*^      4      "      4     * 

also: 

/^  =  2«  +  r«, 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


.ft 


r-"- 
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Elementaro  Berechnung  der  Logarithmen. 

Von 

Herrn    Doctor  Paugger^ 

Adjunctcii  der  k.  k.  hydrograpliitchen    Anttalt   in   Tri  et  t. 


So  schnell  und  einfach  die  Logarithmen  mit  Hilfe  der  Reihen 
berechnet  werden  kuiinen,  die  die  Analysis  darbietet,  ebenso 
langwierig  nnd  complizirt  sind  die  bekannten  Methoden  zur  Loga- 
riümienberechnung  mit  elementaren  Mitteln.  Es  dürfte  daher 
nicht  ohne  Interesse  sein^  wenn  im  Nachstehenden  eine  neue, 
gaoz  elementare  Methode  mitgetheilt  wird,  nach  welcher  die  Lo- 
garithmen beliebiger  rationaler  oder  irrationaler  Zahlen  fast  ebenso 
schnell  und  leicht,  in  einigen  Fällen  sogar  noch  schneller,  be- 
rechnet werden  können,  als  durch  Reihen. 

Es  sei  der  dekadische  Logarithmus  von  der  Zahl  N  zu  bc- 

recbneD,  so  hat  man  zunSchst  i2V  = .    Ist  a  die  Anzahl  der 

ganzen  Stellen  in  iV"*,    so  wird   XZV>"=:a— 1-f  o:  oder 

10 

10  m  m         ' 

wobei  X,  und  folglich  auch  (l  —  x),  kleiner  als  1  sein  muss.     Für 

ein  hinlänglich  grosses  m  kann  man  näherungsweise  AiV  =^  ^LZL 

10  m 

oder  =—  setzen,  und  es  wird  der  dabei  begangene  Fehler  kleiner 

1 

als  —    sein.     Bei  der  Wahl  zwischen  den  genäherten  Werthen 


Anzahl  derselben,  als  Zahl  betrachtet,  grösser  oder  kidaarM 
als  dieselbe  Anzahl  oberster  Ziffern  in  3*1622776....,  wird  Ji* 
nächste  Quadrat  doppelt  so  viel  Ziffern  haben,  als  das  ebet  ^ 
quadrirende,  oder  um  eine  Ziffer  weniger,    als  doppelt  so  TicL 

FOr  m=2»^  =  131072  erhSit  man  die  Logarithmen  auf  S  P^ 
ziroalstellen  vollkommen   genau ;    dabei  hat  man  anftnglich  6  V^ 
7  der  obersten  Ziffern,    später  aber  immer  weniger,  bei  den  6^^' 
zelnen  Quadrirungen  zu  entwickeln,  was  mit  einem  ganz  mSssi^^ 
Rechnungsaufwand  geschehen  kann. 

Folgende   Tabelle  gibt  eine  Uebersicht  der  Berechnung 
Logarithmus  von  83  auf  5  Dezimalen  mit  Angabe  der  soccessiiT 
Näherungswertho. 


0 

/////"t 
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•      ♦      « 

:  :  •  ■  .^ 
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1 

Sehr  einfach  gestaltet  eich  die  Bereebeimg  der  Lege- 
eef  diese  Weise  Rir  die  Basis  2  im  dyadischen  Zahlen- 
Die  Berechnung  des  Logarithmas  von  7  fOr  diefie  Basis 
|[^ttBaestel  genau  ist  ganz  ausRihrlich  beigegeben.  (Siehe  am 
^1^^  dieses  Heftes.) 
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Losung  einer  nautischen  Aufgabe. 


Von 


Herrn  Doctor  Paugger, 

A4jiinctrn  der  k,  Ic.  hjdrographiichen  Anitalt  in  Tri  est 


Aufgabe:  Ein  Schiff  A  bekommt  In  hober  See  ein 
anderes  Schiff  B  in  Sicht.  Beide  Schiffe  sind  in  Fahrt 
begriffen.  Es  sollen  an  Bord  des  Schiffes  A  durch 
geeignete  Beobachtungen  der  Curs,  die  Entfernung 
und  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  B  bestimmt 
werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Curs  und  Ge- 
schwindigkeit des  letzteren  Schiffes  constant  bleiben. 

Bevor  wir  zur  Lusung  dieser  Aufgabe  schreiten,  machen  wir 
folgende  einleitende  Betrachtung:  Haben  beide  Schiflfe  constante 
Curse  und  Geschwindigkeiten,  dann  wird,  wenn  man  von  A  ans 
in  gleichen  Zeitintervallen  das  Schiff  B  mehrmals  peilt  und  die 
so  erhaltenen  Peilungslinien  auf  die  Cursrichtung  von  A  anter 
den  entsprechenden  Neigungswinkeln  in  den  einzelnen  unter  sich 
gleichweit  abstehenden  Beobachtungspunkten  aufträgt,  auch  die 
Curslinie  des  Schiffes  B  durch  dieselben  in  unter  sich  gleichen 
Theilen  geschnitten  werden.  Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
aber  ist  bekannt*),  dass  sämmtliche  in  Rede  stehende  Pei- 
lungslinien Tangenten  zu  einer  Parabel  sind,  welche  auch 
von  den  beiden  Cursen  berührt  sind.  Es  folgt  dies  nSmIicb  ans 
dem  Satze,  dass  zwei  beliebige  veränderliche  Tangenten  einer 
Parabel  auf  zwei  festen  Tangenten  derselben  Abschnitte  bilden, 
deren  Verhältniss  constant  ist.  In  unserem  Falle  ist  das  Verhält- 
niss  der  Abschnitte,    welche  je  zwei  Peilungen    an    den   beiden 


*)  Siehe:    Analytische   Geometrie  von   Fort    und  SchlÖmilch, 
Leipzig  1855,  Seite  176  etc. 
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bilden,  gleich  den)  Verli^llniüse  der  Geschwinfligkeiten 
ieldcf  Schiffp.  Da  ilio  Cenchn mtligkeit  iIcs  ^cliiffes  B  uiitie- 
Inniil  i"l,  BU  knnii  imni  liliiss  ilurcli  Peilungen  <lie  Ln^e  lies  Cur- 
■cavon  ß  flogen  Jen  von  A  iiiclit  licslimmcfi,  neil  jede  beliebige 
Berahrrtiile  der  Pnraliet  nn  die  Sicllc  des  l'uriies  von  B  treten 
kann,  indem  Ja  die  P«ilungolinicn  von  jeder  Slfiche  iibsclineiden, 
»vk-be  denen  am  eigenen  Cursc  (irnporlionirl  «ind. 

Niclil  so  verhüll  es  .sich,  nenn  das  Schiff  A  seine  tie- 
■chirindi^keil  «der  seinen  Curs  Kiidort,  während  natflrlicb  B  sei- 
nen CurH  (inil  seine  Ueachuitiilißkcit  unvcrSoderl  beibehält.  Hot 
man  nftniliih  vom  Bord  des  Schiffes  A  ous,  nitt  einer  beatimmtön 
U«iirhni[idi>;bcit  röhrend,  das  Schiff  B  mebriiials  gepeilt  und  die 
Peilunuoliuien  am  Cursa  von  A  in  den  einxeltien  Beuliachlungs- 
paitktM)  verzeichnet,  ko  hQllcn  dloc  eine  Parabel  ein,  ivelche  auch 
Tom  Car»e  des  Schiffes  B  langirt  nerden  mufas.  Aendert  man 
hivraar  die  ticMchwinttigkeit  de^  Schiffes  A  und  jirill  B  abermals 
Tb  ^t^c\k  unterschiedenen  Zeitninmenten  mehrere  Male  hintercin- 
•ndrr,  s«  eihSlt  man  vtn  iinderes  System  von  Peilungslinien,  die 
rinn  andere  Purabel  cinliQllcn  nerden,  zu  der  aber  der  Cur«  d»9 
Scbiffea  B  ehenTalls  eine  TujigentR  sein  mu;s.  l)a  nun  eine 
Farabvl  durch  vier  gegebene  Itedinijiingen  (in  unserem  Falle 
ilintli  drei  Peilungen  und  den  eigenen  Curs  als  Ucrdlirende)  der 
L«ge  und  t;rr.>»e  nach  vüllkommen  heolimml  i»l,  zu  xwei  Para- 
beln aber  im  Allgemeinen  nur  drei  ||;emeinscharilicbe  Tanitenten 
langen  iverden  Itlinneii,  wovon  eine  in  vorliegender  Aufgabe  der 
Cor*  de»  Schiffes  A  iitl,  sn  lolgl,  düss  durch  Aendcrung  der  (ie- 
«chnlndigkeit  des  eigenen  Schiffes  die  l.üsung  der  gcblelllen 
Aufgabe  eine  bestimmte  wird.  Durch  blosse  CursSndernnK  des 
&blffe«  Ä  "ird  der  gleiche  Zweck  erreicht,  indem  man  auf  jedem 
Cau«  die  mlthigc  Aninhl  Peituni^'^n  nimmt  und  die  Lage  der 
{[VneinrtchuHttichen  Tangenten  der  durch  diese  Peilungen  healimm- 
leii  x»ei  verschicdcHon  Parabeln  sachl.  Ed  ist  nicht  schirer, 
auf  die*e  Weise  eine  eunstruktive  Lr.sung  der  Aufgabo  heriu- 
•lellen,    indem   die    Parabeln   durch    Üeruhrende    sehr  leicht    mil 

etcbcndf^r  tienauigkeit  gezeichnet  j\erdcn  kunnen;  allein  wir 
hie,  um  fogicich  die  analytische  Lllsunj;  vorzunehmen, 
t  «ich  weit  Bllgenieiner  und  einLicher  gestaltet. 

i  aet  OA  (Taf.  IV.  Ki)(  I.)  des  <'ur8  des  Schiffes  A  und 
■pr  des  Schiffes  B,  aUn  O  ihr  iiomeinschartlichcr  Durcfa- 
acboilUpunkt  bei  hinreichender  VerlSngerune  derselben.  Der  von 
dco  beiden  Curaen  eingeschlosaeno  NVinkel  »erde  mit  <p  beieich- 
■■•L  la  glrii-hen  Zcitinlervallen  sei  an  den  Punkten  C,  D,  £,  F 
aa  Schiff  ß  gepellt  und  die  \\inkel.  welche  dies«  Peilnngallnien 
.IbtilXl-ll.  14 


-.'  ■■   ■i'^« 
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mit  dem  eigenen  Curse  nach  vorne  hin  einschliessen,  gleich  a, 
ßf  y»  ^  gefunden  worden.  Die  Strecken,  welche  diese  Peilungen 
an  dem  Curse  des  Schiffes  B  abschneiden,  werden  sfiromtlicb 
gleich  sein;  wir  bezeichnen  sie  einzeln  mit  v.  Die  analogen,  in 
gleichen  Zeitunterschieden  zurückgelegten  Wege  am  eigenen  Curse 
dürfen,  wie  wir  früher  gesehen  und  wie  auch  aus  dem  Resultate 
dieser  Entwickelung  hervorgehen  wird,  wenn  die  Aufgabe  bestimmt 
sein  soll«  nicht  einander  gleich  sein,  oder,  was  gleichviel,  das 
Schifft  muss  in  einem  der  nach  C  folgenden  Beohachtungspunkte 
oder  in  mehreren,  seine  Geschwindigkeit  ändern.  Der  Altgcmeio- 
heit  wegen  wollen  wir  diese  Wege  sämmtlicb  ungleich  annehmen, 
und  sie  der  Reihe  nach  mit  m,  n,  r  bezeichnen.  Als  Normal- 
lage der  Curse  beider  Schiffe,  welche  bei  den  folgenden  Entwicke- 
lungen  im  Auge  behalten  wird, nehmen  wir  die  an,  welche  in  Taf.lV. 
Fig.  ].  dargestellt  ist,  nämlich,  dass  A  sich  dem  Durchschnitts- 
punkte der  Curse  O  nähert,  während  ß  sich  von  demselben  ent- 
fernt und  das  Schifft  steuerbord  passirt.  Jede  andere  Lage  iSsst 
sich  leicht  durch  entsprechende  Bezeichnung  der  in  Rechnung 
kommenden  Grössen  auf  diese  Lage  zurückführen. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  auch  eine  Cursänderung  des 
Schiffes  A  die  Auflösung  der  Aufgabe  zu  einer  bestimmten  mache. 
Man  kann  diesen  Fall  jedoch  leicht  auf  den  einer  Geschwinüig- 
keitsänderung  zurückführen.  Denn  man  hat  in  dem  Beubachtungs- 
punkte  D  (Taf.  IV.  Fig.  Z)  den  Curs  um  den  Winkel  ^  geändert, 
und  ist  in  dem  neuen  Curse  mit  unveränderter  Geschwindigkeit 
die  Strecke  DEi  :=  DC  in  dem  festgesetzten  Zeitintervalle  zu- 
rückgelegt und  in  Ei  der  Peilungswinkel  7/1  gefunden  worden, 
so  erhält  man  die  Strecke  DE,  welche  diese  Pcilungslinie  am 
alten  Curse  von  D  aus  abschneidet: 

DE  =  IJE,  ^' , 

'  sm  r] 
wobei  rj  =  (tji  +t|;)  ist*). 

Es  ist  aber  für  die  Richtung  der  Peilungslinie  EEi  ganx 
einerlei,  ob  A  mit  unveränfierter  Geschwindigkeit  im  neuen  Curse 
die  Strecke  DEi  zurücklegt  und  in  Ei  der  Winkel  t/^  beobachtet 
wird,  oder  ob  im  alten  Curse  die  Strecke  DE  zurückgelegt  und 
in  E  der  Winkel  y  beobachtet  worden  wäre.  Auf  gleiche  Weise 
kann  man  die  Peilungen  vom  alten  Curse  auf  den  neuen  reduziren. 


*)  Nach  einer  beiläufigen  Schätzung  ninss  man  tp  so  annehmen, 
dass  17  und  ^i  nicht  supplementäre  Winkel  werden,  weil  sonst  DE  ==  DE^ 
werden  wurde. 
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Der  Fall  einer  Corsänderung  braucht  daher  nicht  weiter  •beriick- 
riehtigt  za  u-erden. 

Wir  bezeichnen  nun  noch  die  Entfernungen  der  Schiflfe  A 
und  B  von  dem  Durchschnittspunkte  O  ihrer  Curse  für  den 
ÄQgenblick  der  ersten  Peilung  respective  mit  p  und  q,  dann  hat 
man,  wenn  wir  vor  der  Hand  von  der  Entfernung  beider  Schiffe 
von  einander  noch  absehen,  im  Ganzen  die  vier  Unbekannten/?, 
9i  t  und  fpt  zu  deren  Berechnung  vier  verschiedene  Gleichungen 
Dotliwendig  und  hinreichend  sind.  Diese  erhält  man  aus  Taf.  IV. 
Fig.  L  am  Einfachsten  in  folgender  Form : 

/> :  1^  =  sin  (a -|- 9) :  sin  a, 
j  \  {p  —  in):{q-\v)  =  sinr/?+9):8in/5, 

(/>  —  m  —  n) :  {q  +  2r)  =  sin  (y  +  <^) :  sin  y , 
Xp  —  m  —  n^r):{q-\-  3p)  =  sinf^  +  9): sind. 

Es  sind  somit  vier  in  gleichen  Zeitabschnitten  gemachte  Pei- 
liDgen  genügend,  um  alle  Bewegungselemente  des  Schiffes  B  zu 
fiaden,  vorausgesetzt,  dass  das  Schiff  A  seine  Geschwindigkeit 
(nadi  jeder  "Peilung  oder,  wie  wir  später  sehen  werden,  auch 
nnr  einmal)  ändert.  —  Verwandeln  wir  diese  Proportionen  in 
GleicIiiiBgen  y  subtrahiren  jede  der  drei  letzten  von  der  ersten, 
indem  irir  zugleich : 


(2) 


cotga  =:  a, 
cotgj3  =  6, 
cotgy  =  c, 
cotgd  =  d 


«etaen,  so  erbalten  wir: 


Im  =  q{a  —  b)  sin  q>  —  t(cos  9>  -|-  ^  sin  tp) , 
m  -f  n  =  7(« — <-•)  sin  9  —  2p(cos  9>  -|-  ^  sin  g>), 
«i+fi+r  =  ^(a  — </)sin<p— 3i?(co8<p  +  dsing>). 

Dnreh  Division  je  zweier  dieser  Gleichungen  bekommt  man : 

m-\-  n q{a  —  c)  — 2r(cosy  -\r  c  sin  y) 

iä.  J  m     ""   9(0— 6)— r (cos 9 +  6 sing))  ' 

m'\-n^r      q(a — d)  —  3p(cosy  +  c?siny)^ 
m        ""  q(a — ö)  —  v{coa  q> -{■  b sin  (p)  * 

^  ^enn  man  Zähler  und  Nenner  im  zweiten  Theilc  dieser  Glei- 
^"geii  durch  qsimp  theilt   und  zugleich: 

14» 


""■'?5 
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-  =  M    und 

setzt,  wird: 


(6) 


m-f  n a  —  c — 2tt(af-f  c) 

m  a  — 6 — tt(a:  +  6)' 


Durch  EliroinatioD  von  u  erhält  man  hieraus  endlich: 

(7) 

iit(6c— 2M+ cd) +n(3arf  -  2ac— 26rf+  6c)  +  r(a6  — 2oci6c) 
'^—  iii(6-2c+rf)  +  «(— a  +  6  +  c  — d)  +  r(a— 26+c)        ' 

oder  In  anderer  Form ,  welche  zur  Berechnung  von  a:  besser  ge- 
eignet ist: 

_  (g— 6)(ndTc)  +  (6  — c)(ra— iw<f)-f  (c-c0(w6  — 2wfl-|-itt) 
*""  «1(6— 2c+rf)+n(— a+6+c— d)+r(a  — 26+c) 

Eliminlrt  man  jr  aus  den  Gleichungen   (6),  so  bekonuDt  mA* 
daraus : 

(8) 
m(6— 2c+€?)  +  n(— a  +  6+c— rf)+r(a— 26  +  c) 


tt  ^ 


m(— 6+4c-3</)  +  ii(— 6— 2c+3c/)  +  r(26— 2c)" 


Theilt  man  die  erste   der  Gleichungen  (3)  beiderseits  dorc 
9sin9,  so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  von  (5): 


f     m 


(9)  J^""^'^ 


=  a — 6 — uix-t-b),   und  hieraus: 


mx 


q cos o>  = 7 ,     ,  j., ; 

/        ^       a  — 6 — ti(ar  +  6) 

daher,  weil  nach  (5)  «  r=  ^u  ist: 

mux 
(,0, .cosv  =  — ^_„(^^^j    und 

j  WIM 

worin  r  cos  97  die  Projection  der  zwischen  den  Beobachtungszeitai 
von  dem  Schiffe  B  zurückgelegten  Strecke  v  auf  den  Curs  de 
Schiffes  A  und  «sing)  auf  eine  darauf  Senkrechte  vorstellt. 
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Mcboet  man  mit  g  die  Entfernung  der  beiden  Schiffe  im 
\  der  ersten  Peilung,  so  ist,  wie  man  aus  Taf.  IV.  Fig.  1. 

qe\ntp  =s  psina, 

folglich  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (9): 

nt 
psina  = r — -7 — TJX* 

»in  a  den  senkrechten  Abstand  des  Schiffes  B  vom  Curse 
ffes  A  im  Augenblicke  der  ersten  Beobachtung  bedeutet. 

't  man  die  Werthe   von  x  und  u  aus  (7)  und  (8)  in  die 
gen  (10)  und  (11)  ein,  so  erhält  man  nach  einer  kleinen 

mg: 

(12)  ^ 

(g— fe)(wrf— rc)4^(6— c)(ra— i«rf)-Kc— <0(mA— 2jta+»6) 
3(a-6)(c— d)— (a— d)(6— c) 

m(&— 2c+</)  +  it(— a+6+c— rf)+r(a— 2^-fs) 

"  3(a— 6)(c  — rf)— (a— rf)(6  — c) 

„,(6— 4c+3rf)  +»(6+2c— 3c0  ^  2r(c— &) 
"  3(a— 6)(c— rf)— (a— d)(6— c) 

t  man  der  Kürze  halber: 

=(a-6)(wd— rc)+(Ä— c)(ra-jiirf)+(c— rf)(iii6— 2jia+ji6), 
=  »1(6— 2c  +  rf)  +  «(—  a  +  A  +  c-  rf)+Ka— 26  +  c), 
=»1(6  — 4c  +  3d)  +  «(6  +  2c-3€£)+2r(c— 6)    und 

=  3(a  — 6)(c— cO  — (a— ^(*— «); 

;  man  die  Formeln  (7)   und  ^12)  in  folgender  einfachen 


M 

M 

V  cos  9>  =:  ^ » 

«sin  9  =  j2» 

P 

psino=:  j2»  ebenso  findet  man  leicht: 


P 

pcosa  =  a  n» 


-  r^ 
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VoD  den  vier  letzten  Formeln  wird  man  die  eine  oder  die 
andere  je  nach  den  Werthen  von  tp  und  a  gebrauchen.  —  Dardi 
fliese  Resultate  ist  man  nun  vollkommen  in  den  Stand  gesetit, 
den  Curs,  die  Geschwindigkeit  und  die  Entfernung  des  Schiffes  A 
letztere  für  einen  beliebigen  Moment«  unter  der  Voraussetzung  la 
finden  9  dass  die  Strecken ,  welche  das  Schiff  A  zwischen  den  io 
gleichen  Zeitabschnitten  erfolgenden  Beobachtungen  zurQckgeicgt, 
sämmtlich  ungleich  sind ,  d.  h.  dass  A  zwischen  je  zwei  Beob- 
achtungen jedesmal  eine  andere  Geschwindigkeit  habe.  Gehen 
wir  nun  von  dieser  Voraussetzung  ab  und  nehmen  die  Gesebirio- 
digkeit  von  A  durchwegs  constant,  also  m  =  n  =  r  an,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (3)  durch  Division  mit  t: 

—  =  -(a  — 6) sin  9 — (cos9>-f  ^sincp), 
'  2  -  =-(a  — c) sing)  — 2(cosg)  +  c sin <p), 
3—  =  -(«  —  tl)s\n(p — 3(cos  9 -|- '^  sin  9>) ; 


m 


und  hieraus  durch  Elimination  von  —  und  ->     wobei    sincp    oid 

V  V 

costp  von  selbst  verschwinden: 

(15) («— cO(6  — c)  =  3(«-6)(c-rf). 

Es  ist  diess  eine  merkwürdige  Beziehung,  welche  stattfindet 
zwij^chcn  den  Cotangcnten  der  Neigungswinkel  von  je  vier  Be- 
rührenden einer  Parabel  gegen  eine  fixe  Berührende,  auf  welcher 
letzteren  jene  vier  gleiche  Stücke  abschneiden. 

Für  m  =  n=zr  gehen  aber  die  Formeln  (13)  mit  Berflcbich* 
tigung  von  (15)  sämmtlich  in  Null  über;  für  diesen  Fall  erscheinen 
also  sämmtliche  zu  siicluiule  Grössen  (14)  in  der  unbestimDiten 
Form  ü  und  es  ist  daher,  wie  schon  erwähnt,  absolut  erforderlicb, 
dass  das  Schiff /l  zu  ischeii  den  cinsKlnen  BeobachtungsintemU^ 
nicht  jedesmal  dieselbe  Geschwindigkeit  (oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  denselben  Curs)  beibehalte,  d.  h.  es  dürfen  m,  n  ond 
r  nicht  sämmtlich  einander  gleich  sein,  wenn  die  Aufgabe  bestioiD^ 
sein  soll.  Wohl  aber  können  je  zwei  von  diesen  Strecken  gleich 
sein,  während  die  dritte  von   ihnen  verschieden   ist. 

Nehmen  wir  die  zwei  äusseren  Strecken  gleich,    d.  h.  ^el«cn 
uir  r=2m,  so  gehen  die  Formeln  (13)  über  in: 

'  iM  =  (a— 6)(7*rf--mc)+wj(6-c)(a-f/)  +  {C'-d){itifß—2na+nff)f 

^  N^im  —  nXa-b-c-id), 

(*^>     '  /^=(m-w)(6  +  i>c-«3f/), 

R  =  3(/i  -  6)(c  -  d)  -  (a  -  d)(ö  -  c) . 


•>«.       

fausger:  LSiung  rliifr  niiulluliett  infiiiibf. 

Sinti  >llc  xiToi  crst(>ii  Slrcrken  unter  >icli   {{leii-Ii,    ko  c 
NM«  an¥  dciwelben  GIcicfiuDgen  wei;cri  »^m\ 

,!/  =  («-  4)(.lmrf— imc-rc)  +  (J  -  r)(ro  -  mr/). 
A'  =  (r-™)(o -»+»). 

Bndlicli,  wciin  ilic  lieiden  letxten  Stretiteii    iitjtvr  sich  ^ 
dt  iJco  r^n  ist,  behommt  nmii; 

M  =  (i — c}(»o  -  w«/)  f  (c  -  (I)(hjA  -  3na +2«6). 

A"  =  ti«  — "K*-'-JcM). 

/'=(ii-,H)(A-4t  +  3./). 

Ä  =  3{«-fr)Cc-(0-(«-'0(''-c). 

Di«  Lüsiing  der  Aufgabe  ivird  anclt  dann  iincb  iiiiiglicb,  nenn 
cisa  «dt-T  xirei    (nidtt  ulier   alle   drei)  ton   den  .Sltecken  m,  n,  r 
Kall  wetdcii,  d.  h.  tten»  doa  Schiff  A   während  der  inner- 
•ler  oder  dreier    Leitungen   vcrllossenen    Zeil    stehen  ge- 
UL     Di«  r»rineln    ßir   diese  Fülle  er^jebcii  sich  ebcufalls 
Ukht  aus  (13)  und  (llt;   wir  Riltren   sie  Jedoi^h,  nb  wabr- 
acbeialieb  sellviier  zur  AniTcndung  kommend,  gur  nicht  speziell  an. 

Bevor  ivlr  Qber  die  pmklische  Kechnang  nach  diesen  Farmelo 
•pMcben,  ntüKen  noch  die  ivichliüsteii  Killlc  tusamnien  geslelll 
wcnlen,  nelcho  sich  nach  den  besonderen  Lagen  der  Curse  und 
an«  der  Verschiedenheit  der  Richtnngen  heider  Schiffe  ergeben. 
Die  «lahcl  zu  (irundo  liegende  Normnllago  der  Ciirac  und  die 
Noriiialtii.-hlnn)(rn  der  Schiffe,  »nmacli  die  ganze  rorNlofaende 
RechnnnR  durchgorahrt  ivurde,  isl  ohttn  in  Taf.  IV.  Fig.  I.  dur- 
ipwtellt.     Uivrvon  abireiehende  Fülle  sind: 

1.  Wenn  if  den  l'iirs  vnn  A  er.«!  nach  der  Passiruug  ächnei- 
d«t.  olaa  «icb  dem  liurchBchnitlüiiunkte  beider  Cursc  nUhert,  tv&h- 
ren4  .4  atch  vnn  dcmscilicn  Gnircrnl  (Tnf.  IV.  Fig.  3.)-  In  diesem 
Falle  niid  <p  durch  den  -tumprcn  Winkel  ftOHt  repräsenlirl  und 
fotglicb  culgr  ncgaliv  iTcrdcn. 

1.  Wenn  beide  Schiff«  sich  dem  DnrchKchnitlspnnklc  der 
C'ur«e  n.'lhcrn  niler  von  domaelben  cntrernen  (Taf.  IV.  Fift-  -Ij; 
dun  nirtl  die  Geschwindigkeit  ton  ß  oilcr  die  derselben  pro* 
potUoDirle  Sttecbo  r.'  nvgaliv  ncrden  und  .iiiKfterdcm  co(|;7  eiil- 
sprccbeod  ptinliv  ud«r  ne.i(ativ  scin- 


cisn  •< 

■£■' 
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3.  Wenn  einige  der  Peilungen  liackbord  liegen  (Taf.lV.  Fig.  5.)» 
so  hat  man  ihre  Neigungswinkel  gegen  den  eigenen  Curs,  folglich 
auch  die  Cotangenten  derselben,  negativ  in  Rechnung  zu  bringen 
und  nebstbci  noch  zu  sehen,  welcher  der  vorigen  Fälle  bezüglich 
der  Lage  der  Curse  eintritt. 

4.  Liegen  alle  Peilungen  backbord,  so  kann  man  ihre  Nei- 
gungswinkel gegen  den  Curs  von  A  und  deren  Cotangenten  poBi- 
<iv  in  Rechnung  bringen,  und  erhalt  dann  mit  Berücksichtigung 
der  früheren  Fälle  die  Lage  des  Curses  von  B  gegen  die  Back- 
bordseite des  eigenen  Curses.  Es  wird  hier  nur  noch  erwlhnt, 
dass  die  Neigungswinkel  der  einzelnen  Peilungslinien  gegen  die 
Cursrichtung  von  A  in  allen  Fällen  nach  vorne  hin  zu  nehmen  sind. 

Für  die  praktische  Lösung  der  Aufgabe  nach  den  in  (I3),(14) 
oder  nach  den  in  (16),  (17),  (18)  angeführten  Formeln  fifgen  %vir 
folgende  allgemeine  Bemerkungen  bei.  Die  Geschwindigkeits- 
änderung des  Schiflfes  A  darf  nicht  eine  zu  geringe  sein,  weil 
sich  sonst  die  Aulgabe  ihrem  unbestimmten  Falle,  der  io  (15)  ange- 
geben, zu  sehr  nähert.  Bei  einer  Fahrt  mit  Dampf  wird  man 
beispielsweise  von  ganzer  Kraft  auf  halbe  Kraft  oder  auf  ein 
Drittel  derselben  herabgehen  oder  umgekehrt;  bei  einer  Fahrt  mit 
Segel  wird  eine  Cursänderung  am  Sichersten  zum  Ziele  (dhren. 
Da  in  den  citirten  Formeln  hauptsächlich  die  Unterschiede  der 
Cotangenten  der  Peilungswinkel  vorkommen,  so  wird  man  die  Be- 
obachtungszeit derart  wählen,  dass  die  Aenderung  der  Peilungs- 
winkel möglichst  bedeutend  ist,  welcher  Fall  dann  eintritt, 
wenn  die  beiden  Schiffe  in  der  Nabe  ihrer  geringsten  Entfernung 
sich  befnuleii.  Bei  der  praktischen  Rechnung  8elb$t  wird  man 
mit  grossem  Vortheile  eine  Cofangententabelle  anwenden,  wobei 
man  für  die  Genauigkeit,  wie  sie  zur  See  verlangt  wird,  mit  fol~ 
gcnder  Tafel  der  ^otan^oriten  und  Tangenten  von  Grad  zu  Grad 
ausreichen  dürfte. 


1 


_j  «ei   Btt   Itütil   ilfs   Schiffes  .4    von  6  tu   6  Miiiulei)  eipi 
^*cbt  befiiMlIiches   Schiff   li   ge[>eilt   uriil    für   die   Neigiingsw' 
i^^j^lunf^slinieo   g<>gci>   den   Vurs    \on    A    (»Igen Je   Werihe  ge- 


-130,     |3  =  — ^«-5, 


:  +10',     )-=  +iW". 


ItD  MoaiiMile  (tcr  iJriUcri  Peilung  hahe  mnn  die  (ieschnindig- 
keil  rsriDindert  und  uus  den  Loggniigakpn  m  :=ii  =  I  und  r=:i 
M«ilen  gurunilen.     Zur  Berechnung    dieses  Beispieles  dienen  die 

Vernein  (17).      Man    i:r)iä)t    mit  vurslehenden    Winhetn    aus    der 

"Wjtn  Tabelle: 
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1 


a  =  —  4-3315  I  g 
6  =—238587    * 


0) 


c=+  5  6713 
d=+  2  9042 

und  folglich  wird: 


B 
9 


a -/'/  =  +  19-5272 
Ä  —  c=— 29-5300 
a-d  =  —  7-2357 
c— rf  =  +  2-7671 


3mrf— 2mc— rc=— 4ÖIÖ4 
ra—m<;=:— 4-3480 
a-26-c=  +  49'0572 


M  =  +40144,      P=  +39-377, 

^  =  -32-705,      Ä  =  —51-571. 

Daraus  findet  man  nach  (14): 

X  =  cotgqo  =  — 1-228. 

Aus  obiger  Tabelle  findet  man  zu  1*228  den  Winkel  39^;    da 
aber  der  Zahlwerth  der  Cotangente  von  tp  negativ  ist,  so  hat  man: 


9>=:180O-39o==I4P. 


Ferner  wird : 


t?co89)  =  — 0*778    oder  wegen    cos9= — 0*777: 

o=  +  l  Meile; 

d.h.  das  Schiff  B  legt  in  6  Minuten  1  Meile  zuriick,  folglich  hat 
es  die  Geschwindigkeit  von  10  Meilen  per  Stunde. 

Endlich  erhält  man: 

^sina=r — 0*704     und  wegen,    sina  = — ()'ti-24: 

^  =  +34  Meilen 

als  Entfernung  des  Schifi'es  B  von  A  im   Augenblicke  der  ersten 
Peilung. 

Um  das  Resultat  dieser  Rechnung  auf  der  Karte  graphisch 
darzustellen,  ziehe  man  in  derselben  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  die  eigene 
Curslinie  Äx ,  trage  auf  diese  im  Punkte  der  ersten  Peilung  C  die 
Winkel  9=141^  und  a  =  — 13^  auf.  Sodann  schneide  man  von 
C  aus  auf  dem  einen  Schenkel  des  NVinkels  a  die  Strecke  ^  =  3*4 
Meilen  =  CD  ab,  und  ziehe  durch  D  eine  Parallele  BD  zum  Schen- 
kel CBi  des  Winkels  (p,  so  stellt  diese  letztere  Linie  den  Curs 
von  B  dar.  Trägt  man  nun  von  D  aus  dio  Strecken  r,  2p,  3».... 
in  der  Cursrichtung  des  Schiffes  B  auf,  so  erhält  man  den  Ort 
dieses  Schiffes  nach  6,  12,  18,  24....  Minuten  vom  Augenblicke 
der  ersten  Beobachtung  an  gerechnet. 
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XXII. 

Die  mechanische  Theorie  der  Wärme. 

Vortrai^  l^ehaiten   in  der   feierlichen   Sitzung  der  Kaiseriiclien 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mal  1864 

Ton 

Herrn  Dr.  A,  Freiherrn  v.  Baumgariner^ 

Fritidenten  der  Kaiserlichen  Akademie  der  WissenschnKWii  in  Wien. 


(Den  folgenden  Vortrag  des  hochverdienten  Präsidenten  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien  erlaube  ich  mir  den  Lesern  des  Archivs, 
wie  ich  dies  schon  frflher  CAers  mit  bei  ähnlicher  Gelegenheit  gehaltenen  Vor- 
trtgCB  gethan  habe,  im  Folgenden  mitzutheilen ,  weil  derselbe  seinen  wichtigen 
Gegenstand  mit  ungewöhnlicher  Klarheit  behandelt.  Grnnert.) 

Im  Bereiche  der  Naturwissenschaften  dehnt  die  Mechanik  ihre 
Herrschaft  immer  mehr  aus,  ohvrohl  sie  ganz  auf  abstracten  Prin- 
cipien  beruht,  unbekiimmcrt  um  die  wirklichen  Dinge  sich  an  der 
Hand  der  Mathematik  fort  entwickelt  hat  und  keinerlei  Erobe- 
mngsi^elaste  hegt. 

Die  Astronomie  ist  durch  die  Entdeckung  der  allgemeinen 
Schwere  snr  Mechanik  des  Himmels  geworden,  ohne  dadurch  ihrer 
Herrcdiaft  Aber  die  Erde  zu  entsagen ;  denn  die  Gesetze  der  irdi- 
schen Schwere  sind  nur  Corollarien  von  Weltgesetzen.  Unter 
diesen  sind  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen  Veranlassung 
sor  ferneren  Erweiterung  der  Herrschaft  der  Mechanik  geworden. 
Man  bat  nSmIich  längst  den  Schall  als  Wirkung  einer  Bewegung 
angesehen ;  aber  erst  Vergleichungen  der  Bewegung  eines  sch%ve- 
reo  Paodels  mit  der  einer  tunenden  Saite  haben  zu  der  Ueber- 
aasgnng  geführt,  dass  über  beide  dieselbe  Macht  gebiete.  So 
iai  eine  neue  Wissenschaft  entstanden,  äie  Akustik,  ihrem  Wesen 
nach  eine  Mechanik  des  Schalls. 
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Es  konnte  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  sich  Licht  and  Schall 
auf  analoge  Weise  fortpflanzen  und  auf  ihrem  Wege  übereinstioi« 
mende  Veränderungen  erleiden.  Als  man  aber  gar  intime  Beaie* 
hungen  zwischen  den  Farben  im  Sonnenstrahl  und  der  Höhe  der 
Tüne  gewahr  wurde,  konnte  man  nicht  mehr  umhin,  zu  unter- 
suchen,  ob  nicht  etwa  Licht  und  Schall  auf  analogen  Grflndeo 
beruhen,  um  so  mehr,  da  die  damals  herrschende  Ansicht,  das 
Licht  sei  ein  materieller  Ausfluss  von  leuchtenden  Körpern,  den- 
kenden Köpfen  nicht  mehr  genügen  wollte.  Als  endlich  gar  an 
der  doppelten  Brechung,  Polarisation,  Interferenz  des  Lichtes 
und  der  Aenderung  seiner  Geschwindigkeit  in  brechenden  Mitteln 
Lichtgesetze  bekannt  wurden,  die  in  der  Emanationshypothese 
keine  Erklärung  mehr  fanden,  ja  zum  Theile  mit  derselben  in 
Widerspruch  standen,  mit  der  Vibrationshypothese  hingegen  aich 
friedlich  vertrugen,  ist  die  Lichtlehre  der  Mechanik  unterthan  ge- 
worden und  kann  (liglich  als  Mechanik  des  Lichtes  bezeichnet  werden. 

Die  Physiker  einer  nahen  Vergangenheit  sagten,  die  Sonne 
sende  uns  mit  den  Lichtstrahlen  auch  Wärmestrahlen  zu;  die  heu- 
tige Physik  behauptet,  von  der  Sonne  werden  uns  Wärmestrahlen 
zugesendet,  von  denen  ein  grosser  Theil  auch  leuchtet.  Fallen 
Sonnenstrahlen  auf  eine  wägbare  Masse,  von  der  sie  ganz  oder 
theilweise  absorbirt,  d.  h.  ihrer  Bewegung  beraubt  werden,  so 
wirken  sie  auf  diese  Masse  wie  ein  mit  ihr  in  BerQhrung  gesetz- 
ter warmer  Körper.  Dieses  deutet  darauf  hin,  dass  die  Bewegung 
vom  Aether  an  die  wägbare  Masse  übertragen  werden  könne  und 
ladet  ein,  zu  versuchen,  ol)  sich  nicht  die  Gesetze  der  Wärme 
aus  einer  Bewegung  der  kleinsten  Körpertheile  ableiten  lassen. 
Diese  Ansicht,  durch  anderweitige  zahlreiche  Gründe  unterstützt, 
hat  zu  einer  mechanischen  Theorie  der  Wärme  geführt,  welche 
somit  der  bisherigen  Wärmestofl'theorie  gegenüber  steht  So  ist 
die  W^ärmelehre  zu  einer  Mechanik  der  Wärme  geworden. 

Da  diese  Theorie  eine  der  wichtigsten  Errungenschaften  der 
Physik  in  der  Neuzeit  ist,  den  menschlichen  Verstand  von  einer 
bisher  für  unentbehrlich  gehaltenen  Krücke  —  dem  Wärmestoff  — 
befreit  und  ihn  auf  ein  von  hellen  Strahlen 'der  Mathematik  reich 
beschienenes  Feld  geleitet;  so  mag  es  mir  erlaubt  sein,  eine  kurze 
und  fassliche  Darstellung  derselben  zum  Gegenstande  meines  Vor- 
trages am  heutigen,  der  Erinnerung  an  die  Stiftung  der  kaiserl. 
Akademie  der  Wissenschaften  gewidmeten  Feste  zu  machen.  Ich 
rouss  zwar  besorgen,  man  werde  diese  Wahl  nicht  für  eine  glück- 
liche halten,  da  ihr  Gegenstand  noch  nicht  abgeschlossen  ist  und 
dem  ernsten  Commando  der  Mathematik  gar  viel  Einfluss  gestat- 
tet;  man  würde  es  vielleicht  lieber  sehen,  wenn  ich  meinen  Stoff 
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VOM  der  Strümuni;  der  Zeil  gesclx'ipn  hStle.  Allein  ich  halte  jeden, 
dti  an  dieser  Versammlung  Thcil  nimmt,  f(ir  einen  Freund  «is- 
MBschafl liehen  ForUchnltes  und  ,ils  solchen  gewöhnt  an  ernste 
bMcliflnieung,  zugUicIi  iTalltc  und  konnte  ich  als  Mitglied  der 
tnithematixcli-nutiirwieisenscharilichcn  Clustie  mein  Gebiet  niulit 
«trieugnen.  Ett  haben  ja  auch  die  Nnlunvisaenscharieti  eine  Stri)- 
OHUig,  nenn  noch  eine  sjcrSuachlose  und  Mdiiig  in  die  Augen  h\~ 
lende,  and  eben  aus  dieser  hahe  ich  meine  Wahl  getroffen. 
Ucbrigsns  werde  ich  es  nicht  an  Reniiihung  fehlen  lassen,  meinen 
GcfrenstAnd  niöglichal  klar  darzustellen,  um  nenigstcns  nicht  un- 
küUIch  XU  erscheinen;  dnnn  nach  dem  Aua8|)rn€)i  eines  franxCi- 
sBClrtD  Pbllosnphen  ist  Klarheit  Uöriichkeit  von  Seite  derer, 
Htlehe  üBentlich  tiprechen. 

I  Die  ForlpHaniun;;  eines    Impulses,    der    von  der  Sonne   oder 

«Item  nnderii  leuchtenden  oder  auch  nur  »armen  Körper  ousgeht, 
Ulf  den  Aelher  etfulgt  durch  Ucbertragung  der  Itenegung  von 
einem  Äcthertheilcheu  an  das  daran  grenzende  nach  den  Gesetzen 
dtt  SlnSBcs  elastischer  Körper.  In  dner  gleichartigen  .Aether- 
naut  tiilt  das  benegte  Theilchen  seine  llenegung  nn  das  nächste 
all.  Das  bcuegte  kommt  in  Ruhe,  dus  ruhende  nimmt  aus  der 
Hand  dieses  die  ganze  Bewegung  an.  Slosst  ein  freies  Aelher- 
ihtilchen  an  ein  durch  die  Anziehung  ponderabler  Masse  modi- 
fifiil«  oder  umgekehrt,  so  kehrt  ein  Theil  der  lebendigen  Kraft 
In»  «lle  Mittel  zuriück,  der  andere  tritt  ins  neue  Mitlei  über. 
Vuitlbe  erfolgt,  rrenn  freier  oder  mndiücirler  Aelher  nn  ivägbare 
Maue  fIossI  oder  umgekehrt.  Hier  treten  aber  beide  eben  be- 
tridilele  Fälle  zugleich  ein,  da  wägbare  Stuffe  in  ihren  Zwischen- 
tiom»n  immer  modißcirteu  Aethcr  enthalten.  Ein  Tbeil  der  eia- 
fall«iidcn  Aelfiemelle  trifft  auf  »Jigbare  Moiccüle.  ein  anderer  auf 
■odificirleu  Aelher,  beide  senden  Beivegung  ins  alle  Mittel  zu- 
rück, nnd  eoivohl  der  niodiücirtii  Aelher,  als  das  wSgbare  Molecül 
"^<l(n  in  Bewegung  gesetzt.  Erslere  Bewegung  jtllanzt  sich  in 
■l*'  R^l  strahlend  fort  und  durchl^hrl  so  die  ZnischenrSunie 
*d«  tritd  nach  allen  Richtungen  zerstreut,  bis  sie  ganz  in  die 
t^ürpetmoleciile  abgegeben  ist,  letztere  verlbeilt  sich  successive 
'n  alle  lUoleciile  des  Körpers  und  erwärmt  sie.  Demnach  ist  es 
"Icbl  die  Bewegung  des  Aethers,  sondern  Jene  der  ivügbarcn 
Kvtpenuolecule ,  die  als  Wärme  erfunden  wird.  Dieses  folgt 
"''Odits  such  noch  aus  anderen  Betrachlungen. 

Es  ist  n.lmlich  einleuchtend,  dass,  je  nnchilcm  die  Bewegung, 
Vlkh«  wir  Warme  nennen,  den  Kürpermoleciilen  oder  den  Aether- 
'Mlehen  zukommt,  in  einem  KryslaÜ  die  Richtungen  für  das 
i  oder  kleinste  WSrmeleilungsvermügen  auch  mit  den  Elasti- 
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cllKtsaxeri    *1es   Krystnlls    oilcr    mit   jiriieii  des   darin 
Aotliera  snsnmmfrnrallcn  nifiDucn.    Naih  Svnarmmil  Ut  In 
chen  van   (üyps    eiitschieileri  ersteres   der   Fnll,   tind  cbrn  i 
deuten  auclt  Versuche  mit  Plallen  von  llcri^krj-elnll  und  KallupU 
BbcT  Klangfi^uren.     Es  knrin  snnach  micli  aiti  ex|tfrinnciitiil  b» 
een    angesehen    werden,    dass  das   Wesen   der  ^Vürme  in  c 
Beilegung  der  ponderablen  Moleciile,    nicht  in  eincT  salckea 
Aeltiers  besiehe. 

.ledi'S  auf  euklie  Weise  in  l!eive;>ung  geseUle  KOrpenDtli 
besitsl  eine  mecliaiiische  Wirkunfjar^hißkeit  toii  beatlaHBbi 
Grüstie.  Die  Malhemalik  lelirt,  Aaea  sie  ausgedrückt  trerdediml 
dns  bullie  Prodijct  aus  der  beive<-len  Masse  und  dem  Qoidlil 
ibTCt  Oeschivinilipikcit.  Man  nennt  es  die  lebendige  Krall  illi 
Bewegten.  Offenb:ir  ist  das  huElie  Quadrat  der  Cescbntndt^^ttt 
die  loliendij^e  Kraft  der  Massen-  oder  Geniehlseinhcit.  S<>ni8 
kann  man  die  lebendige  Krafl  eines  AloleciiU  auch  bezeichnen  lEl 


i  nioleculargeivic 

Es  gibt  raiie, 


r  lebendigen  Kroß  itir 
isdnicksnelae  V«r 


'  >luleei'ile  elnej  Ki^ 
!  lebendij^e  Krad  eine« 


daa  ProdiiLt 
Gewichtseiuhi 
Iheil  genährt. 

Die  Summe  der  bbendtgen  Krüftc 
pers  bestimmt  seinen  Wiirmegebalt. 
Motecüls,  somit  sein  Wärmegeball,  bestimm!  die  Temperal«^. 
Jeder  Körper  etilbält  also  Wärme,  wenn  seinen  Mrjtecillen  Itba- 
dige  Kraft  zukommt,  und  vun  K»ei  Kürpcrn  ibt  jener  der  nlrmm 
dessen  Molecülcn  mehr  lebendige  Kraft  inne>vobnl.  Kllt  lüH 
eigentlich  nur  ein  Körper  beissen,  nenn  seine  MulccfilenU«tläl>* 
digen  Kraft  bar  sind;  man  nennt  aber  meistens  einen  KürpeiUt 
gegen  einen  andern,  dem  er  an  lebendiger  Kraft 
nachsieht.  Eine  nntürliche  Tempernturscnln  kann  utso  ihrta 
pnnkt  nur  da  haben,  von  wo  die  lebendige  Kralt  der 
anhebt.  Unsere  üblicbcn  Scalen  beginnen  mit  dem  Schnelipi)^ 
dea  Eises  und  haben  von  da  nach  aurnärls  positive  oder  WInW 
grftde,  iiath  abwärts  negative  oder  Kältegraile.  Der 
Nullpunkt  der  Wiirme  entspricht  nahe  273  negativen 
Negative  Grade  einer  aolchen  Scala  von  mehr  als  27i 
nach  keinen  Sinn  mehr. 

Molecfile  verschiedener  Natur  haben  verschiedeu« 
Um  gleiche  Temperatur  zu  erlangen,  mfissen  daher  di« 
auf  grüssere  Geschwindigkeit  gebracht  werden  als  die  si 
so  dasa  durch  die  grossere  Geschwindigkeit  der  Abgang 
ersetzt  wird.  Sonach  braucht  ein  Eisenmolecfll,  dessen 
ftleirh  S8  ist.  eine  TaBt  dreimal  grüssere  Gescbttindigkeit 
Gotdniitlecül  mit  einem  Gewichte  von  H<8,   daniil  beiden  A\{ 
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eiii|ierailur  zultonimv,  Oacnus  f<ilf>l.  <liis8  gleJcho  Massen  vou 
traclileileDFr  ?intur  lici  gleichen  Tciiippralururi  ungleiche  Wllr- 
Kgrul«  cnihallcii  iinil  dnhcr  verschieileiieii  Kiirpern  vcrschieilene 
Vlrmccnpucitfiten  zukoiiimeii. 

I 

Wird  »lolecfileii  vim  ungicklier  Nali:r,  ahet  sieitlier  Tenipe- 
itUtT,  WO  viel  lelietiitiiiB  Kraft  ziittufiihrt  aU  nötliia  U(,  um  iHe 
Tun^mtlur  eines  jeden  um  1  Grad  zu  steigern,  ito  »iril  dadurcli 
Ihrädchhcil  ihrer  Tctnppralitr  nicht  aurgvholien  iinfl  e«  müssen 
MHcli  «uch  diFse  Ziin-flclise  an  IcheiKliger  Kran  (ßr  alle  gleich 
läi.  Dlcsfllien  kiiiiiieii  über  wegen  der  Uiiverttiiderlidikeit  der 
Hahcriargctviclile  bloü  durch  Stfigeruiit;  iter  (■eachiTindiKlti'lt,  d.  h. 
Ul  l«^iidt|;erj  Kraft  der  (i'eiviihtseiiiheit  bewerLstelligt  iverdcn. 
Diot«  knt  aber  in  der  mechanischen  NVärmelheorie  die  Bedeutung 
iHtperirisebcn  Wfirmc,  und  es  luÜMHeri  §onach  die  Prodilcle 
twdeni  M»l«eularge»)clit»  und  der  npccilischen  VVürmc  Tür  alle 
Mthrlilc  (•Inich  sein,  ton  ivelcher  Natur  sie  nuch  sein  m'lgeo. 
Ditaes  Ul  aber  das  auf  dem  Vcrsuehsivege  gernnileiio  Dulong- 
l^ctit'gche  UcMetz  aiiT  einzelne  MolecQle  Angewendet.  Es  moss 
«Inilur  Bueh  fi'ir  A}{!!re);atD  gkrcharti«er  Mütecille  gelten,  so  ferne 
dtircli  tfifi  Atigregation  deren  St'lbslliiidigkeil  nichl  gelindert  wird 
■b4  >i«  nicht  elivn  durch  ihre  Mi)lccu1araneichunj^  iuif  einander 
wirken.  In  vnllkoinnicnen  Gasen,  die  sich  bei  der  ü^niHnnung 
nicht  sufdehnen  kennen,  Iileitit  diüse  ScIIist.'üidigkeit  gewithrl  und 
ditn  befolgen  in  der  Thiit,  der  Erfahrnng  gemüss,  das  genannte 
OtMti  vnllkuninieii.  In  Aggregaten  von  Alolecfjlen,  <Iie  dem  Ein- 
ftw»e  d«  Molecnl »ran Ziehung  nnlerliegen,  wie  dieses  bei  nnroll- 
Wnenen  Gasen,  bei  Diinvteu,  Testen  und  tropfbaren  Kiirpern 
htPall  tsl.  erleidet  die«es  Gesetz  eine  Modiriciilinn,  viie  sulcbes 
tMh  durch  die  Versuche  von  Neumann  und  Kcgiiault  heetÜ- 
1^  wird.  Aber  selbst  Ober  die  Art  dieser  ModiOcation  gibt  die 
uechiotsche  Wärmelheorre  Aufkllirung.  Die  einem  Kilrper  luge- 
'Uirlt  tebrndige  Kraft  ist  niimlich  in  demselben  nur  bei  vnllkom- 
■Mia  Gaaen,  deren  Volumen  sich  beim  EmJtrmen  nicht  :indern 
^n,  valUländig  als  solche  enthalten,  in  anderen  Krirpern  wird 
eis  Thcll  derneiben  in  Arbeit  verbraucht,  durch  «eiche  liie  Enl- 
ftranng  und  Loge  der  Mflecule  wnd  das  Volumen  geändert,  der 
iitfUDiDenhang  derselben  modiKclrt  und  wenn  auf  dem  Volumen 
sloSassorer  Uruck  lastet,  diese  Last  eine  Strecke  weit  forlge- 
'Cllaben  wird.  Die  letzlere  dieser  Arbeiten  wirkt  daher  nach 
iWfen  und  hebst  darnm  auch  äussere  Arbeit,  die  ersteren 
MteD  auf  (Ia»i  Innere  des  Kürpers  beschränkt  und  sind  das  Werk 
euerer  Arbeil.  Nur  das,  was  an  lebendiger  Kraft  uls  solcher 
I  KSr[ier    zurückbleibt,    unlerhMI  seine  Temperatur    und    bildet 
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das,  was  man  bisher  freie  Wärme  {genannt  hat,  wfihrend  der 
nur  in  Form  von  geleisteter  Arbeit  vorhandene  Theil  die  Tem- 
peratur nicht  beeinflusst.  Er  wurde  sonst  gebundene  Wfirme 
genannt.  Es  herrscht  aber  zwischen  jenem  Theil  der  einem  K5r- 
per  zugefiihrten  Wärme,  welcher  zur  Arbeit  verbraucht  wird,  und 
jenem,  der  als  lebendige  Kraft  fortbesteht,  so  lange  sich  der 
Aggregationszustand  nicht  ändert,  ein  bestimmtes  VerhSitniss  und 
darum  kann  man  auch  aus  der  Grösse  der  gethanen  Arbeit  der 
Wärme  in  einem  Körper  innerhalb  bestimmter  Grenzen  auf  seine 
Temperatur  schliessen,  wie  dieses  in  der  That  bei  der  Anwen- 
dung unserer  Thermometer  geschieht. 

Bisher  hat  man  unter  specifischer  Wärme  eines  Körpers  jene 
Wärmemenge  verstanden,  welche  die  Temperatur  einer  Gewichts- 
eiijieit  um  1^  C.  erhobt,  ohne  Rucksicht  darauf,  ob  sie  ganz  oder 
zum    Theil    zur    Temperaturerhöhung  verwendet   oder    ein    Theil 
davon  zur  Arbeit  verbraucht  wird;    nur  bei  Gasen  hat  man  spe- 
cifische  Wärme  bei  constantem  Volum,    wo  keine  äussere  Arbeit 
verrichtet  wird,    und   solche  bei  constantem  Druck,   wo  ein  Theil 
derselben   zur  äusseren   Arbeit   verbraucht   wird,    unterschieden; 
erst  in  neuester  Zeit,    wo   die  mechanische  Wärmetheorie  ihren 
Einfluss  zu  üben  angefangen,  hat  man  die  ausschliessend  zur  Tem- 
peraturerhöhung einer  Gewichtseinheit  um  1^  C  verwendete  Wärme 
sowohl  von  der  speciGschen  Wärme  bei  constantem  Volumen  als 
von  der  bei  constantem  Druck  unterschieden  und  nennt  sie  freie 
speci fische  Wärme.     Da  ist  es   %vohl   kein  W^under,    wenn  die 
Producte  aus  dem  Moleculargewichte  und  der  specifischen  W^ärme 
im  letzteren  Sinn  für  verschiedene  FCürper,  ja  selbst  für  denselben 
Körper  bei   verschiedener  Härte,    Festigkeit  etc.    auch   ungleiche 
Werthe  haben,    während   doch   die   freie  specifische  Wärme  von 
der  Art  der  Verbindung  der  Moiccüle  ganz  unabhängig  sein  muss. 
Dass  jene  Producte  für  Körper  von  übereinstimmender  chemischer 
Zusammensetzung  doch  sehr   nahe  dasselbe  Product  geben,   wie 
dieses  aus  Neumann's  und  Regnault's  Versuchen  hervorgebt, 
deutet  nur  darauf  hin,  dass  bei  solchen  Körpern  auch  ein  homo- 
loger Verbrauch   von  Wärme  zur   inneren  Arbeit  stattfinde.     Bei 
festen  und  tropfbaren  Körpern  wird  auch  auf  äussere  Arbeit  kein 
Bedacht  genommen,  daher  mag  es  auch  kommen,  dass  diese  ihre 
specifische  Wärme  mit  der  Temperatur  wegen  der  dabei  stattfin« 
denden  Ausdehnung  zunimmt. 

In  der  bisherigen  Darstellung  sind  die  Grundbegriffe  der 
Wärmelehre  und  ihre  Relation,  zu  deren  Bekanntwerdung  auf  dem 
Wege  des  Experimentes  es  nahe  ein  Jahrhundert  bedurfte,  ohne 
irgend  eine  Hilfshypothese  blos  aus  den  Elementen  der  Bewegung 
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)b«rliMpl.  nie  sie  <ti«  Mc«bnntk  tfingst  lehrt,  aligcleitet  Morden. 
Wnlrre  Belraclitunfren ,  Ite)  denen  nur  die  Aggrogationazuslände 
älckvkiit  geooinnieri  wird.  nerd«n  di«  bislier  liekaniiten  Würme- 
iguvtiv  niclil  l)li>ti  in  ihrer   volle»  Bedeudin^  aus  Meleculnibewe- 

■erklitrcii,  soiiilpm  über  nxe  neues  Lieht  verbreiten. 
Mfile>  die  bloa  von  ihrer  Aniiebutigslirart  beherrscht  wer- 
■een  sich  zu  einer  stnrrcn  (realen)  Maitse  verbinden,  in 
p  eine  stabile  Gleichgeivicbl Kluge  inne  bat,  aus  der  es 
rcb  einen  Kusfieren  Impnls  verrucht  »erden  kann.  In  vrelcfae 
H  iber  ivieder  xnrQokkebren  nius«,  nenn  jene  Einivirkung  auf* 
liirt  Ein«  solche  Verrüclcung  erleiden  die  Molecüle  durch  die 
Sibse  einer  Aetherwelle.  Sie  »erden  dadurch  der  Herrschaft 
»>*let  Krsrte  unterlhan,  einer  cenlri)jelalen  remiöge  der  niolecu- 
luco  Ansiehiing  und  Hner  liegen  diese  im  Allgemeinen  geneigten 
Ungcnliellen,  In  Folge  iler  Aelhert^litsae.  Es  ist  nicht  ivahr- 
(Cbeinlicb,  dass  sich  daruus  eine  bin-  und  hergebende  Bewegung 


Scballerschei 
solche  um  einen  fixen  Mittelpunkt, 
verkleinertem  Alassetab,  der  Bewe- 
jni  ihren  gemeinfchaftlichen  Schtver- 
'  Inngenliellen  Beivegung  in  Folge 
ivellen  oder  auf  andere  Weise  Zu- 
merbt  worden  Ist,    ein 


niimmenscl/t ,  v'in  sie  de 
lle|l,  «nndaru  vielmehr  eint 
ilie.  wenn  auch  in  unendlich 
ianR  der  Sonne  ond  der  Brde 
psnkt  Khnlidi  ist.  Wird  di 
iutenitTer  einfallender  Aethe 
itacbi  xa  Tbeil,  so  wird, 
Tkeil  ifieaet  entsprechenden  lebendigen  Kraft  in  Arbeit  umge- 
ntil,  durch  welche  der  Zusnnimenhang  der  IVIolecüle  gelockert, 
ilsi  Volumen  vefgriiseerl,  nach  Umstünden  aach  eine  äussere 
tut  fortbeu egt  wird.  Von  einer  bestimmten  Temperatur  an  wird 
HiRjnnae  Zufuhr  von  lebendiger  Krall  in  Arbeit  umgesetzt,  well 
nt  da  an  die  innere  Arbeit  eine  glinKÜche  Umslaltung  des 
Gleiihgenicblssysteras  der  Molecfile  bewerkstelligt  und  den  Iropf- 
b*r«i>  Zustand  herheirührl.  In  diesem  kommt  den  Molecülen  nicht 
raeir  ninn  be»limnile  (jleichgexvichtslage,  wohl  aber  ein  bestimm- 
'(cAbatand  von  anderen  za,  und  ein  äusserer  Impuls  bat  nur  die 
Fulge,  dosa  die  Cenlralbewegung  der  MolecQle  nicht  mehr  um 
Sl«  Nitfeljjunkte  vor  sich  geht,  sondern  tim  veränderliche,  eini- 
germassen  abnliih  den  WasHermolecOlen  bei  der  Wellenbewegung. 
ÜUgMch  motten  drehende  Bewegungen  der  Molectile  auftreten. 
Fi)[lg«8atz<e  äussere  Zufuhr  von  lebendiger  Kraft  steigert  die 
Tentfieralur  der  bewegten  Masse  und  erzeugt  interraoleculare 
VcTJiudeningeti,  bis  die  Molecüle  ausserbalb  des  Wirkungskreisea 
Irr  molecnlaren  Anziehung  gesetzt  xu  werden  beginnen.  Der  Ein- 
litt  die«e8  Ziutandes  bezeichnet  das  Verdampfen.  Von  da  an 
ll}e  Molecflle  von  einander  ganz  oder  fast   ganz  unabhängig. 
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ilire  Anztehang  hat  kein«  Macht  mehr  über  sie  and  jedei  älw 
der  von  Aus8«n  atilani;! ,  bann  nur  eine  prD!<re«stre  Elcne^ 
derselben  bewirken  oder  die  §ciion  beKtnbende  in  Itichlang  t 
tieschwiridigkeit  ändern,  ivohl  aiicli  bei  schiefen  ZusammeiifU 
sen  drehende  Be>Tegiingen  erzeu^eo.  Die  llriicgiing  der  It 
cQle,  ivelche  »ir  als  Wärme  em|ilindei),  ist  sonach  hei  ansdet 
samen  Körpern  nur  eine  progressive.  Molerüle,  ivelcbe  ^cb  1 
der  OherflSche  einer  PliJs8i|;keit  befinden .  b»Dnen  si-bnn  bei  e 
TemjieratHr  weit  unter  der  Siedhilze  in  Dunst  tibeigeben,  \ 
sie  schon  durch  die  ge{>en  die  Oberfläche  gerichtete  Wirfco»| 
tangentiellen  Beivegung  tropTbarcr  Theil«  aus  der  WirknngHphi 
der  Anziehung  kommen.  Diese  Theile  verlassen  die  Ollsi' 
Masse  und  schiessen  geradlinig  fort,  bis  sie  an  ein  Binden 
gelangen  und  daselbst  als  ein  elastischer  Kürper  3 
werden.  In  einem  geschlossenen,  nicht  ganic  mit  PlOssigkcil  f 
rollten  Geßsse  wird  diese.s  an  der  Decke  geschehen; 
cflle  werden  zur  OhernSche  der  Fltiesigkeit  nirtickkehren,  j»  « 
müge  ihrer  Geschuindigkeit  in  dieselbe  cinilringen  und  der  HäMii^ 
Menge  einverleibt  werden,  »ährend  andere  an  ihrer  Stelle  ri 
verlassen.  Anfangs  tverden  ivobi  mehr  Molecüle  inissclteideii  s 
snrückkehren  und  die  Dunatmeoge  wird  zunehmen ,  docft  «rlrd  eia 
Zosland  eintreten  müssen,  wo  gleich  viele  Molectile  sich  di 
Dunst  and  der  tropfbaren  Masse  beigesellen.  Da  hat  nuu  1 
Dunst  das  Maximum  seiner  Dichte  erreicht.  Im  Dunsl  sirt 
die  Molecüle  nur  wenig  ausserhalb  der  Wirkungssphäre  der  m» 
cularen  Anxiehung,  daher  schon  ein  massiger  Druck,  der  Stedb 
an  einander  bringt,  oder  eine  geringe  Atikühlung  den  üeb« 
iu  den  tropfbaren  Zustand  zur  Folge  hat. 

Es  ist  schon   lange  bekannt,    dass  der  Siedpunkt  einer  Fll 
sigkett  von  dem  darauf  lastenden  Druck  abhängt  und  dass  ec  I 
diesem  Druck  steigt  und  sinkt.     Man   weiss,    dass  Wisser  ml 
dem  gehörigen  Druck  ohne  zu  sieden  bis  zum  Glühen  erhitil,  al 
unter  geringem  Druck  schon  nahe  am  Eispunkte  zum  SMeo  % 
bracht  werden  kann.     Die  mechanische  Wärmelbeorie   lehfl  st 
auch,  dass  der  Schmelzpunkt  einem  ähnlichen  Einllussennl 
er  wird  bei  Flüssigkeiten,  die  sich  bei  der  Erwärmung  bdi 
und  wo  daher  ein  ünsserer  Druck  der  Wlirmearbeit  enli>e{rea  «rlil 
durch  Verstärkung  desselben  hinauf,    bei  solchen,    die 
Erwärmen   zusammenziehen   und    wo  ein    Druck   die  Vi 
unterstützt,  herabbewegt.    Zn  den  ersleren  Körpern  geban« 
t.  B.  OlivenOI  und  Wallralb,  zu  den  letzteren  Wasser  nnter^*' 
In  der  Tbat  wird  Olivenöl,  das  unter  35  Atmosphäre»  Druck  AU 
Oüssig  ist.  ohne  EnUiehung  von  Wärme,  sondern  blos  dureb  Vi 
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mebniDli  <les  Druckes  bin  zu  <iO  Afmoepbären  fest.  » Wollrolh 
tohioUst  b«im  gCMühnlich«n  Kuft'truck  scbon  bei  \T*1.  miler  einem 
Druck  von  136  Almo8|ihüren  aber  erst  bei  iW^t. 


r  kann  u 


ilcr  slarktni  Drucke  t: 


Die  Moiccflie  der  pernian«tilen  Gase  stehen  offenbar  am  wei- 


tfstffii  Busserbalb  der  Sjihi 
a«n  ransti  sich  nticb  die  ni 
Probe  nnterzieben  lassen. 
41«  B«»eüung,  welche  wii 
dieser  luflssen  sich  soi 


der  molecularen  Anziehung,  an  die- 
tbanische  WSrinelbeorte  der  elSrkslen 
Dem  Vorhor|;ehenden  geniäss  ist  da 
Wfifnie  nennen,  eine  progressive  und 
ich  die /.Qhiteiclien  (>esetze  derWSrme 
[lewegitng  errnigt  in  gerader  Richtung 
leicbrOrmiger,  in  verschiedenen  Gasen  verschiedener  Ge- 
idigkeit,  bis  ein  Alolecitl  an  ein  anderes  oder  an  die  Gef^ss- 
stosst  und  eine  Reflexion  eiiitriir,  bei  der  natürlich  Kegen 
Üer  viillkoinoienen  Elasticität  der  Molecüle  kein  Verlust  an  lebeti' 
diger  Kraft  eintritt.  Ute  Molecüle  einer  Gasniasse  mljgen  je  nach 
Dichtung  der  auf  sie  wirkenden  Impulse  nacli  bestimmten 
■•n  «ich  bewegen,  allein  die  büulig  vorkommenden  schie- 
le unter  den  Molecülen  selbst  und  die  Tfir  so  kleine  KOr- 
HRter  allen  Umsttinden  sehr  gross  erscheinende  Ranheit 
GefWtrSnde  wird  es  batd  bewirken,  daas  im  ganzen  Räume 
alle  Riclilungen  gleich  zahlreich  vertreten  sind.  Eben  diese  üm- 
s(lbi(le  bringen  es  aber  auch  mit  sich,  dass  ein  Klolecul  sehr 
biuflgen  Zu«ammenstüBsen  mit  anderen  ausgesetzt  ist  und  sonach 
der  Weg.  den  es  von  einem  Zusammenstnss  zum  andern  zurück- 
legt, nur  sehr  kurz  sein  kann.  Nach  Maxn-ell  ÜjelrSgt  er  bei 
lalen  atmosphärischer  Luft  von  ir.J"  C.  nur  rri^„  Hillim.,  und 
ni  ein  Mulecül  in  einer  Seeunde  Aber  8077  Mill.  Reaexioncn. 

Rechnung  lehrt  ans  die  Geschwindigkeit  jedes  Gasmo- 
■«illb  bei  einer  bestimmten  Temperatur  kennen.  Diese  betr&gt 
hei  0"  C.  für  ein  Molecül  im  Sauerstoffgas  461 ,  im  Stickstoffgas 
iffl.  Im  Waesereloffgas  I84J  Meter.  Diese  Geschwindigkeiten 
mscben  et!  hcgreiriich,  dass  die  StÜsse  bei  einer  so  raschen  Auf- 
elnaDderfotge  auf  die  Wunde  eine  Wirkung  üben,  welche  einem 
stetigen  Druck  gleich  kommt.  Zur  Erklärung  eines  solchen  be- 
%  daher  nicht  der  Annahme  einer  abstossenden  Kraft  ziviseben 
rtecOleo. 

I  Gasgemenge  hat  jeder  Gemenglheit  seine  eigene 
jhbrgeseh Bindigkeit  und  es  muss  in  einer  solchen  ein  eigen- 
lämtiche«  Gewirre  von  Bewegungen,  Sltissen  und  Rückprallun- 
■  , herrsehen.   In  einem  chemisch  zusammengesetzten  Gnne  mtlssen 
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<U«  Geschinudigkeiten  dvr  BestandniDlecflle  /u  «Inem  Mitidtr 
aasgegliclien  sein.     Die  ßecfiniing  lehrt.  iIdss  er  la  Afi  Cie«ck»U 
dr^eit  der  die  Zusammensetzung  coDi((atirend«u  Moiccile  in  " 
lieber  Relation  stehe,    uie  die  Uichlc  der  ßvsltindgase  u 
des  Zusaminensetxnngtt-Productes. 

Bringt  man  die  Molecüle  eines  Gnses  näher  an  einander.  It 
dem  man  sie  in  einen  kleineren  Kaum  £U6niiimen[trcsfll,    m 
auch  der  Druck   auf  die  Gelfissnände  grüsser,    unil   zw«  L 
die  Pl.'icheneinbeit  derselben  von  einer  ßrüsserea  Anzahl  Moli 
getroffen    wird;    2-    weil    in   derselben 'Zeit  jedes    Molecti  i 
SlOsse    Tollbringt.      Ute    erste   Ursache    vermehrt    den    Dnid>  in 
Verhältniss  der  LSnge  und  Breite  des  Gasruumes,  die  xw eU«  tai 
Verh&ltntss  der  Tiefe   desselben,    beide    eusamnicn   also  tn 
Verhältnisse,   in  welchem    das  Gasvolumen   kleiner  genonlc 
Dieses  Gesetz  ist  längst  unter  dem  Namen  des  Mariolt»'i 
bekannt. 

Steigert  man  die  Temperatur,   d.  b.    die  Geschnindigkett  der 
Gasmolecüle,  so  wird  dadurch  nicht  blos  jeder  Stnss  eines  m 
auf  die  Gefassnände  stärker,    sondern    auch    die  Anzalü  der  vi 
eine  FIficbeneinbeit  in   einer   bestimmten  Zeit  erfolgenden  AStM 
grösser.     Hat  der  Widerstand  der  Gel^xswfinde  bei    der  )(«riog»- 
reu  Geschwindigkeit  der  Molecule  dem  Andränge  derselbe» 
zu    widerstehen    vermocht,    so   wird    er   dieses  bei  der  grflMcnn 
Geschwindigkeit   derselben    nicht  mehr  zu  thun   im   Stande  a^n, 
das  Gas  wird  die  WSnde  auseinander  Ireilien    und  erst  bc«  C 
im    Verhöllniss    zur    Steigerung    der    lebendigen    Kraft    gtnucmi 
Volumen  wieder  mit  dem  Widerstände  im  Gleichgeiiichte  stdiea. 
Dieses  Gesetz  lautet  also:    Das  Volumen  eines  Ga^es  nidisi 
geraden    Verhältnisse    mit  dessen    Wärme,    gemessen   an  ainw 
Thermometer,    dessen   Scala   mit  dem  absoluten  Null|)unkte  der 
Wärme  beginnt.     Es  Ist  unter  dem  Namen  des   Gay-LuBCac' 
scben  Gesetzes  bekannt. 

Wird  ein  Gas  durch  Verstärkung  des  äusseren  Urudia  u 
ein  geringeres  Volumen  gebracht,  so  steigt  seine  Tem|MMtill 
lässt  man  es  durch  Verminderung  des  Druckes  zu  einem  grSware 
Volumeti  gelangen,  so  sinkt  sie,  ohne  dass  im  ersten  Falle  Wiiat 
zugeführt,  im  zweiten  Wärme  abgeleitet  wird.  Zuwachs  and  Ab- 
nahme der  Temperatur  müssen  also  ihre  Quelle  im  Gase  1 
haben.  Nach  unserer  Theorie  hegrelfl  sich  dieses  leicht. 
Verstärkung  des  Druckes  macht  einen  Theil  der  innem  ArM 
rflckgängig  und  veranlasst,  dass  die  dazu  verbrauchte  Kraft  lirl 
der  zur  lebendigen  werde,  eine  Verminderung  des  Drocbes  < 
weilert  die  Schranken  (iir  das  Gasvolum,  ruft  mehr  innere  AiM 
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''iMrvor  niiil  vernmacht  itonacb  einen  MtthrvetUrauch  lebend)!;er  Kraf). 
h  beiden  ■''allen  miril  das  fräher  bestandene  VeihfiKiiiiis  ziris^^hen 
dir  nooh  fruien  lebendigen  Kran  und  <ler  mr  Arbeil  verbrauchten 
Heindert.  Es  Ist  aber  auch  daa  Wärmegleichgeuichl  geslürl,  da 
hl  dem  Falle,  <vn  die  Arbeit  im  (>aee  vermindert  »orden,  mehr, 
in  jenem  aber,  wo  diese  Arbeit  eine  Vermehrung  erfabren  hat, 
wentfiot  Treie  lebendige  Kraft  vorbanden,  als  jenes  Gleichgenicht 
fnnlnl,  und  ca  mui^a,  um  sulches  nieder  bcrznalellen,  im  ersten 
F»lle  Whime  nach  Aussen  abflieseen,  im  zneiten  aber  voo  Aas- 
•en  Kafi;en(imnien  iverden.  Daraus  folgt  nun,  dass  in  einem  ('Ose 
■wlKhen  der  freien  lebendigen  Kraft,  welche  die  Temperatur  macht, 
Dad  jener,  die  xur  Arbeit  Terwendet  ist,  ein  beslimmlee  VerblitI* 
nlH  bestehe, 

Erirlrmung  und  Erkältung  durch  Zusammendracben  und  Aus' 
delinvn  linden  aber  nuch  bei  anderen  Aggregat  Ions  formen  Statt, 
gnd  en  knnn  sonach  nngenommen  »erden,  dass  auch  liei  solchen 
da«  Vcrbillnlss  zwischen  der  freien  und  der  zur  Arbeit  rerbt-auch- 
Icn  lebendigen  Kraft  ein  bestimmtes  sei,  nie  dieses  schon  frfiber 
Rillet  norden  ist. 
r  permanente  einfache  Guae  oder  solche  ciisamniengeactite, 
I  Iwi  der  Zusamiiicnselzong  keine  Volumenündernng  ergibt, 
I  man  sogar  die  Ziffer  ftfr  das  gedachte  VerhUllniss.  Die 
Notbenalik  lehrt  nümlich,  dass  von  der  gerammten  lebendigen 
Krafl  der  progressiven  IteH'egung  der  MolccCile  *'«  zur  t'rbaitung 
r  Tetpperatur .  ^/^  zur  Arbeit  verwendet  irerden. 
pftllDD  hat  das  <>eaelz  aufgestellt,  dass  ein  tiasgenienge  auf 
(swSnde  gerad«;  so  dn'ickt,  als  nenn  jeder  oinselne  (le- 
IbeU  den  ganzen  Raum  fi'ir  sich  etrctilte  und  als  ivfire  der 
anlwR  gar  nicht  vorhanden.  Di«  VVjirmestofflheorie,  welche  cur 
ErfclArung  des  Gasdruckes  auf  die  OefSsswIinde  eine  abstossende 
Kraft  der  (fssnioleeülc  posinlirle,  musaln  daher  annehmen,  dass 
Bvr  glckhnrlige  Molecüle  einander  abstoaaen,  ungleichartige  aber 
aaf  eitiauder  gar  keine  Wirkung  ausüben,  snnach  fUr  eine»  der 
f«n  anilrrn  nccupirtc  llaum  als  leer  zu  betrachten  sei.  Nach  der 
MecbaoUchen  WUrnietheorie,  nach  nclrher  alle  (iasmoledile  ton 
<tH«iHler  gKnzIlch  unnbhüngiit  sind,  und  jedem  ein»  »einer  Malur 
ud  der  herrschenden  Temperatur  enl8|irochende  (irngreasive  Be- 
wegung zukommt,  ist  dieses  Gesetz  in  der  Natur  der  Gase  be> 
grfladet  1  denn  sonnhl  zniachen  hnmtigcnon,  als  zniscben  bete- 
rMfetieH  Miilecillen  tiudea  ZusatnmenstiitifHt  Statt  und  die  lebendige 
~^*'  '  '  %  soH-nhl,  als  der  andern  »ird  bis  zur  GenUswaod 
kVedast  fottgepflanzl.  Wenn  zwei  Gaue  in  ßertibrung  stehen, 
-obl  anfangs  das  Mbnerere  im  leichteren  zu  Boden  und 
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das  leiclilere  steigt  im  Bclinereren  auf,  wie  Oel  im  Wiuaeri  ulMi 
divee  Uchureinanderlagerung  beßrtinilet  nicht  einen  «tabileu  Zu- 
Bland.  Ualil  liegimien  elcli  di«  verschiedenen  Mulecüle  mit  ein 
ander  zu  vermengen,  selbst  wenn  sie  nur  durch  einen  engen  t 
mit  einander  verbunden  sind  und  das  schncrere  den  unteren  Pl&tl 
einnimmt;  Stabilität  tritt  nur  ein,  wenn  sie  ein  glcichfflroiiKMi 
Gemenge  bilden.  Kacb  der  bisherigen  Theorie,  ivo  bnotagüM 
(äasllicile  sbstnssend  auT  einander  wtrlien,  ivcrden  die  MoImM 
des  einen  durch  diese  Kraft  in  die  ZiviecbcnrKume  des  nnderfi 
liiiieingedrücltt.  Viel  natürlicher  ist  aber  die  Erklarunji  nocb  ( 
mechunischen  Wgrmelheorie.  Bei  dem  nach  allen 
stallhabenden  Fortschi  essen  der  Gasmoiectile  und  den  onEÜkligM 
Zusamnienstössen,  wo  sie  ivieder  nach  allen  Richtungen  i 
geworfen  werden,  muss  wohl  der  Finalzusland  in  einer  gleicbfST* 
niigen  nien{;ung  beider  Gase  bosteben  und  dieser  Zustand  I 
nicht  ein  vorübergehender  sein,  sundern  muss  Permanens  bkbei( 

Es  gibt  feste  Körper,  welche  ein  Gas  nicht  in  Masse, 
dem  nur  in  einzelnen  Molecülen  durch  ihre  ZivischenrSuroe  gehe 
lassen,  die  sonnch  im  Kleinen  einer  Pforte  Jihnlirh  sind, 
welche  nur  eine  Person  nach  der  andern,  nicht  deren  n> 
zugleich  gelaniron  kunnen.  Künstlich  comprimirter  Graphit  JU  il 
Platten,  Gyparaürlel,  Kallc,  gebrannter  Tboii  sind  sulche  Kfifpei 

WiJl  man  dieses  merkwürdige,  erst  in  neuester  Zeit  von  Gra 
ham  nKlier  gewürdigte  Verhallen  aus  den  bisherigen  Vorslellai 
gen  über  die  Natur  der  Gase  erklären,  so  muss  man  annel 
dass  die  IWolecfilc  (Jttick  fQr  Stiick  durch  die  Poren  gedrücl 
werden;  nach  der  neuen  Theorie  werden  sie  wie  abgeschoutf 
Pfeile  durch  dieselben  getrieben.  Das  GeseUlrcbe  dim«r  V« 
gSnge  spricht  ober  entschieden  zu  Gunsten  der  letaleren.  I 
Gr<>sse  des  Gasvolums,  welches  in  einer  Zeiteitihirlt  durch  * 
Poren  in  einen  leeren  Raum  übergeht,  steht  im  Znsammenbanf) 
mit  der  Geschwindigkeit,  welche  die  neue  Gastbeorte  den  Moli 
etilen  beilegt.  Dieses  Volumen  ist  grSsser.  bei  KnhlensXnrcgi 
als  bei  Sauerstoffgas,  bei  diesem  grösser  als  bei  Slickga«,  ■ 
grusslen  hei  Wasserstnffgns,  gerade  so  nie  es  die  niolecvUra 
Gescbwiniligkcilen  der  Gase  verlangen.  Ist  das  im  Gas  enlbs 
lene^  durch  eine  Graphitplattc  geschlossene  (wefSss  ron  otn« 
andern  Gase  umgehen,  so  treten  die  Molecülc  der  betd*ti  Gm» 
durch  die  Puren  der  Platte  aus  und  ein.  Haben  diese  Gas«  Dil 
eine  gleiche  molecularc  Geschwindigkeit,  wie  i-  B.  Kohlenaxy< 
gas  nnd  Stickgas,  so  findet  ein  Austausch  ohne  VolunionSndenil 
Statt;  bei  Gasen  von  ungleicher  molecular er  Geschwindigkeit  ti 
eine  solche  Gletcbheil  nicht  mehr  tan,  ungeachtet  sie  nilt  gltiebt 
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mi   dh]    Plalt«    Hrdckcn.      I>ieae   Gc9«elze    spielen    ohn« 

pBl  to  der  orgonivchen  Natur   eine    k^rvnrragenile  Kolle,    und 

I  nir  lue  Pliysii>|(if!?n  der  theoretische  ZiisBmnienhaii;^  der 

jUigen  ^halsaclien    ebenso    lehrreich    «ein,    uie    <lie    Thal- 

I  «elbal. 

Pit|;«acblet  nich  die  neue  Theorie  der  (iase  durch  die  Leich- 
t  eiB|iQehlt,  mit  der  sie  die  »ichtitrsti-ii  und  aonttl  nur  Srin- 
pcorctiKch  iie|:ri7ndelen  Uesclxe   <ler   Wfiriiie   erklärt,   so   hat 
[fcr  doch  Erschuinungeti  cntge^engealclll,    die   sie  mit   einem 
vcrnichlcn  drohten.     Unter   diesen    hesivht  die  wich- 
lii,   dass  sich,    wenn  den   Gnsmolecfllen   eine  ao  grnscK 
■shc  Beweguog  zufcSme.   in   einer  Gneninxae   localc   Üeber- 
e    der   Wärme   sehr    mach   nnsgleichen    niössten,     nfihrend 
Eilcr  Errahrung  gcRiStia   eine  solche  Austtlrichung  sehr   lang- 
WfM  «ich   Qchl   und  Gase    Cherhnujit   eirh   als   aehr   schlechte 
neleller  dmatelleti.     Allein   ein    nfiheres  Elnfteheri  in  die  Art 
Uli  Wriae,    ivic  sieh  nach    dem  Geiste  der   mechanischen  Wtlr- 
mnihoofie  Wfirmedifferenxcn  in  einer  Gasmasse  ntifigteichen,  hchebt 

BUm  alles  Itcnicht  dieses  Einnurrea.  sondern  vimlidrt  un- 
Tbenrie  sogar  einen  neuen  Viirxug,  indem  sie  (ilier  ein 
gina  dunkles  Gebiet  Licht  verbreitet.  Leitung  der  Wärm« 
er  GaBinanse  hcdeulel  Ueberlragung  lebendiger  Kraft  von 
-wH»dren  Molecdlen  in  minder  norme.  Diese  nlirde  bei  der  grossen 
Guchwiodigkeil  der  GosmoleeUle  in  kitrxer  Zeil  auf  einer  grossen 
Strecke  eintrolcn,  trenn  die  Itewegung  in  gerader  Linie  ungehin- 
4ift  furt;!>?sflx(  Herden  kilnntc.  Es  stnsst  aber  jedes  Maleclll 
•cboo  nach  sehr  kurzer  Wegstrecke  an  ein  anderes  oder  an  die 
ind  und  wird  dadurch  zurQckgen  orfcii ,  und  xivar  nach 
I  «vracbiedensten  Richtungen.  Wenn  ein  ivHrmeres  IHoIccfll 
Inder  warmes  sfossl,  wird  nicht  ettvn,  nie  bei  der  Furl- 
mg  dea  Schulk-s  der  ganze  Gehalt  an  lebendiger  Kraß  dvr 
jttmenstoasendcn  Molecdle,  sondern  nur  die  DifTereni  des9«l- 
ibarlrogen;  bei  einem  Ziisammenstosee  muh  so  kurzer  Weg> 
Je  auclT  nur  wenig  WSrme  (ilicrtrnge»,  selbst  wenn 
Mze  Wirmcilb ersehnen  vom  wHrmeren  Molecille  in  ein  kHI- 
Iberginge.  Aber  wegen  de«  Umstandes.  das»  jede«  Mole- 
>  ■nderen  anter  allen  mrisliehen  Neigungen  der  CentralUnie 
»  Stnasrichtuiig  getroffen  wird,  nirii  von  dieser  Different 
^«  HSirie  davon  tlherlriigen.  Es  wird  annach  die  Leistung 
Lit  einem  Stoss  übertragenen  Kraft  nach  einer  grossen  An- 
^nn  Ueberlragungen  auf  ein  aehr  geringc.i  Klaass  herabgesetxl 
)  bedarf  einer  unuemein  grnsaen  Anzuhl  von  Ueherlragnnitcn. 
r  nerkliclie  Tem)>rra1iircthnhuiig  h er vortu bringen  ;   um  ao 
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mefir,  als  auch  unser«  liietrunieiite,  <)l«  xu  snlchen  MeNntn^o 
gebraucht  »erde»,  eine  verh.HllnlssraKssiij  geringe  Cni|ißi>dHckfcf4 
besiUen.  . 

Wenn  auch  die  Wärmeleitung  in  (insc^n  nnr  Rerixü  Ul,  u 
kCniien  Ga«e  rlocb  nicht  als  Nichtleiter  nn^esoheo  werden,  wh 
man  dioses  noch  vor  Kurzem  annehmen  zu  mÜMen  glaubte,  j* 
geht  aus  der  Theorie  hervnr,  dass  die  iiinlecularen  (■PSchwlMÜI' 
keiten  von  jedem  Gase  Aiihalttipuiikte  ÜL-reni,  »ie  tiuch  ifcrei  Li^ 
tüngsfJihiglceit  xu  ordnen.  Wasserstoffgas  zeigt  sich  iiaeh  in 
Theorie  als  der  heslo  l.etler,  und  dieses  ist  hereiln  auch  ivA 
die  neuesten  Versuche  nuBgemiltelli  die  übrigen  (iase  rul);«P  ifav 
nach  der  Theorie  erst  in  ziemlich  grossem  AWande  und  t 
scheiden  sich  von  einander  in  Bezug  ihres  LetluiigsvermSgen 
nur  wenig.     Neuere  Versuche  stehen   auch  hiemil  im    Einblas^, 

Zum  Schlüsse  möge  e.«  mir  noch  gestattet  sein,  die  venchiB- 
denen  ^Värme-Erzeuguiigs-Pmcesse  nach  der  mechanischen  WAme 
theorie  zu  deuten  und  zu  zeigen,  duss  sie  sich  auf  eine  gemdn 
Bchaftliche  Quelle  zurück  Tu  hren  lassen,  nSniüch  auf  Cmwan^law 
von  Arbeit  in  WUrme,  d.  h.  von  Massenhovegitng  in  Mild 
bewegung.  auf  ein  Frincl)i,  das  durch  zahlroicho  Versuche  luwe 
Zweifel  gestellt  ist.  Die  WHrmestofffheoric  ist  in  dieser  Angel« 
genheil  völlig  ralhlos  gcliliehcn. 

Eine  der  ergiebigsten  Quellen  der  Wärme  ist  hekannllich  dl 
Reihung.  Wird  ein  Wagen  auT  horizontalem  Boden  rorlgexog« 
n-o  sein  Getvicht  nicht  üherviälligl  zu  nerden  braucht,  so  forde 
er  doch  «egen  der  slatllliidenden  Reibung  dazu  einen  besUmintt 
Kraltaul'ivand,  ja  t^ogar  einen  dauernden,  obunhl  der  Wat;eo 
gleicher  Geschwindigkeit  forlheuegt  wird.  Es  geht  sonnch  Kn 
verloren,  dafQr  aber  wird  Wurme  iheils  an  den  Axen  der  RXdl 
theils  zn  ischen  dem  Boden  und  den  Radkränzen  erieugt.  (ieslaU 
es  die  Umstände,  die  verlorene  Kraft  mit  der  erzeugten  Win 
zu  vergleichen,  so  fmdet  man,  dass  jeder  verlorenen  Kraflcjalil 
ein  Gewinn  von  .J,  einer  Wftrnieeinbeit  entspricht.  Diese  WIra 
quelle  zeigt  sich  überall  ivirhsam,  wa  lebendige  Kraft  plStali« 
in  ihrer  Wirkung  gehemmt  oder  verkümmert  uird.  Wenn  m 
Quecksilber  mehrmal  von  einem  Glase  in  ein  anderes  Qberichl 
tet,  und  daher  plötzlich  von  Bewegung  in  Ruhe  GberfOhtt, 
erscheint  ea  etwas  »ärmer.  Das  Wasser  des  Niagara  soll  a 
grossen  Fall  nach  dem  Sturze  elivas  wärmer  sein  als  vor 
selben,  und  selbst  im  Ocean  will  man  bemerkt  haben,  dau  d 
Wasser  durch  einen  Sturm  etwas  erwärmt  «ird. 

Ein  Schlag,  Sloss,  anerkannt  bewährte  Mittel  WKrme  tat 
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•rrrl(»n  Auf  dif««ll>e  Webe.  Ein  llaminer  verliert  im 
Aogmiblki«,  wo  s»In  SchlsR  rriBt,  «»ine  Benegung  und  die  %k- 
•taiuene  Mn«e  wird  .-rwfifmt.  Ein  Dnjclt  «irltl  in  dersellten  W«U«. 
b  d«4t  rtii-rutheti  Slablfolirilien,  sn  enfihll  l.iebig,  eihitsl  ein 
Schmied  eine  10—12  Zoll  lunge  Stahlsfongc  an  einem  Ende  in 
•ioer  Esse  bis  xum  ItnlFißtChen.  Iiringl  »e  dann  unter  den  Mascbi« 
Mvnbaninier  and  streck!  sie  auf  ebenso  viel  Fnss  LSnge  atts,  obne 
■le  abrrmaU  ins  Feupr  xa  bringen.  Die  Stelle,  nelche  der  Harn- 
Hflf  iTifl,  ivird  TDlhgliiliend.  s»  dass  dem  Zuschauer  die  Glflh- 
hltie  drr  Stani;e  entlang  hin  und  Iter  zu  laufen  scheint,  so  wie 
dl«  !(e»chbseiiH  SIelle  wechselt.  Die  HfiufiRkeit  der  Schlüge,  von 
denen  Jndcr  mit  Verluitt  lebemliger  Kraft  verbunden  ist,  steht 
mit  der  Menge  der  ^enannlen  Wärme  im  Einklänge. 

El»  KDr[>er.    der  nach  einem  erlittenen  Schlage  etch  »ieder 

mm  frdlicren  Vohinien  ausdehnt,    erOihrt  keine  Erufirmung.    weil 

tIxBng  lebeodiüer  Kraft  in  AVürme  Leim  Schlage  uml  der  auf 

le  Vorgang  bei  der  Atisdehninig  eicb  gegenseitig  aufbeben. 

Ib  ErwSrroung   durch    Sonnenstrahlen   ist  bereits  aus    einer 

:ng   lebendiger   KraM    von    Aethernellen  an    pimderakle 

HnledBe  erklürt  »orde».     Es   erscheint  hier  der  Aelher  ata  der 

«■bre  Pronielbeue,  der  das  Feuer  vom  Himmel  nimmt  und  es  der 

^^Ub  IDMrbringl. 

^^^^■•b«f  den  Ursprung  der  Warme  hei  chemischen  Processen 
^^^^■fe  Nftturfurscher  vi>n  jeher  im  Dunkel  gewesen,  doch  ist 
VMKUer  eini|{e  Helle  von  der  mechanischen  Warmetheorle  aus- 
tqtHfien.  Chemische  Verbindungen  nXmIich  »erdea  durch  die 
den  Alooien  inhfirirenden  aniiebenden  KrSTte  beivirkt.  Im  Sinne 
dir  inechanischen  Wärmelbeorie  besteht  aber  diese  Wirkung 
ia  ^ner  Zusaraiuenseliung  von  Alomenhewegungen  zu  einer 
HMullireBden.  [Vimmt  man  diese  IteHegungen  als  drehende 
»,  deren  Ilabnhnlbmesaer  und  Winkelgeschnindigkeit  mit  der 
iltlur  der  Al»ine  necbiicin,  in  einem  homogenen  Producte  aber 
Alt  alle  Atome  gleich  sind;  so  tritt  in  Folge  der  Ausgleichung 
der  WinbclgccbHlndigkeiten  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  ein, 
Aer  akb  in  einem  mathematischen  Ausdruck  darstellen  Ittost.  Üie 
cl»emt»«:be  Anziehung  »irkt  ulao  wie  ein  von  Aussen  angelirach- 
l«r  Oruck  nnd  muss  daher  auch  dieselbe  Folge  haben  nie  ein 
•olcber.  Die  tiritsse  des  vnrertvähnten  Verlusleo  an  lebendiger 
Krkfl  findet  man  wenigstens  l?lr  Mischungen  von  Schwefelsäure 
Utd  WuMCT  der  dabei  frei  werdenden  Wärme  [>ra|iortional. 

Vortrag,  dem  nun  nicht  Mangel  an  Stoff,  sondern  nur 
t  Zeit  eine  Grenio  setzt,  halte  lum  Zweck,  xu  teigen. 
Erscbetnunßeu  und  Geaeixen   der   Wurme  Bewegungen 
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der  I(l«in8len  Kürpcrtheile  zum  Grande  lieften,  sonach 
Schall ,  Licht  und  Würine  eehr  nahe  Verwandlscluirf  lidBlelx;.  [ 
bleilit  aber  die  Eigeiitbilmlichkeil  jedes  der  gcnannlen  Aß* 
volllfoninien  geHufirt.  Die  Molecularbenc^ngen,  die  wir  nU  St 
Licht  und  Wärme  empSiiden,  geben  nohl  InngcBanimt  von 
derabler  Materie  aua,  können  aber  von  ni annig ralligster  Art, 
bende,  bin-  unä  hergehende,  in  Stüsscn  erfolgende  etc  seiD,  * 
nur  ihre  Geechivindigkeit  in  Mehr  und  Weniger  pewisse  Gra 
einhült.  Soll  aber  durch  das  Gehür  nicht  blos  ein  GerSusck 
Poltern ,  sondern  ein  Ton  von  angebbarer  Ilßhe,  duich  den  Gc»ic 
sinn  nicht  blos  ein  unbeslimniler  Schein,  sondern  Licht  vok 
slimmler  Farbe,  durch  das  GeRihl  nicht  blos  ein  Druck.  St 
ein  Kilceln,  Jucken,  Brennen  elc.  sondern  Wiirnie  empfiin 
worden,  so  niuss  derselbe  BenegungsEusland  der  Moledli» 
schallenden,  leuchtenden  oder  Härmenden  Krirgtcrs  In  besttinn 
kurzen  und  gleichen  Zeilabschnitten  »iederkohren,  sonach  die 
ueguiig  eine  regelmässig  periodische  sein. 

Das  Mitlei,  welches  den  Schall  in  die  Ferne  tragt,  ist  In 
Regel  die  Luft,  das  Vehikel  des  Lichtes  und  der  Wfime 
Aether  und  die  Bewegung  ist  in  allen  diesen  Fällen  ein»  weil 
artige.  Die  Luttlhelle  bewegen  sieh  In  der  Richtung 
sprechenden  Schallstrables,  die  Aelhertheile  hingegen 
auf  die  Richtung  des  Liebt-  oder  Wärnieslrahles.  Die  Dknet 
Schwingung  der  Luft  bestiniml  die  Tonhöhe,  jene  einer  Aell 
Schwingung  in  der  Lichtwelle  die  Farbe,  in  der  WSrmewcfU 
Grad  ihrer  Gefögigkeit  für  die  Einwirkung  der  wligbaren 
auf  den  Aether. 

Jedes  dieser  Medien  ^ibl  den  Impula  an  den  Nerv  ab, 
für  denselben  empfänglich  ist,  und  dieser  leitet  ihn  an  das  I 
trum  des  Nenensystems,  wo  er  in  Cmplindung  eigener  Art 
gesetzt,  gleichsam  in  eine  andere  Sprache  übertragen  wird. 

Alles,  was  hierbei  Bewegung;  ist,  gehorcht  den  Gesctten 
Mechanik,    mag  es  sich  auf  WeKknrper  oder  auf  AetheraloiM 
xieben,   das  Ohr  bedarf  keines  Schallstoffes  mehr,   wie  er  in  fi 
ner  Vergangenheit   für  nölhig   erachtet  wurde,    das  Auge  hat 
Lichlstoff,  das  Gefahlsorgan  den  Wärmesloff  seiner  Dienste  < 
hoben.     Dabei  ist  das  Gebäude  der  Physik  geräumiger  und  fc 
geworden,  sein  Inneres  ist  mehr  erbellt,  der  ganze  liau  in  kIi 
mehr  bannoniacben  .Style  ausgeführt.     Allein  auch  die  herrllcki 
Paläste  bedürfen   mit  der  Zeit  eines  Zu-  oder  gar  UnibsD«« 
diesem  Lose  wird  auch  unsere  Wissenschalt  nicht  entgeh*n, 
wird  aber  durch  jede   Umslaltung   vollendeter  werden,   so  b 
Ihr  der  grosse  Architekt,  die  Mathematik,  hilfreich  lur  Seit«  ili 
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^00  Herro  F.  Unferdloger,    Profettor   der  Mathematik  an  der  Obcr- 

realtchule  am  Bauernmarkte   in  Wien. 

1.  Zieht  man  von  einem  festen  Punkte  nach  beliebigen  Punk- 
deines  Kreises  gerade  Linien,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller 
^IiMer  Strecken  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halb- 
BMier  halb  w^  gross  ist,  als  der  des  gegebenen  Kreises,  und 
^MieD  Hittelpankt  auf  der  Mitte  der  Strecke  liegt  vom  festen 
Ponkte  bis  zum  Mittelpunkte  dieses  letzteren  Kreises. 

3.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Sehnen  eines 
^^ebesen  Kreises,  welche  durch  einen  festen  Punkt  geben,  ist 
^'a  Kreis,  welcher  die  Verbindungslinie  des  festen  Punktes  mit 
^<ni  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  zum  Durehmesser  hat. 

Man  kann  auch  Kugeln  an  die  Stelle  der  Kreise  setzen. 

3.    Bezeichnen  A^  B^  C  und  a,  6,  c  die  Winkel  und  Seiten 
^ineB  geradlinigen  Dreiecks,  so  ist  bekanntlich: 

a«  =  6«  +  c«'-26ccosil, 
Ä*  =  a*  +  c*  — 2flccosÄ, 
e*  =  a*+6**-2ii6cos  C. 

VenBehrt  man  jeden  der  drei  Winkel  A,  B,  C  nm  G09,  so  sind  die 
Aasdrficke 

6»  ^  c«— 26c  cos  (i4  +  60«) , 

a*+c«— 2accos(Ä  +  60o), 
a«+6«— 2a6co8(C+60o) 

'"'■ner  einander  gleich. 
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Lehrsäise   über   das   sphärische    Dreieck. 

Von  Herrn  F.  Unferdinger,    Profettor  der  Mathematik   an  der 

realtchole  am  Bauernmärkte  in  Wien. 

1)  Sind  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes  je 
ner  ab  180^,  so  ist  die  Summe  der  Sinns  zweier  Seiten  ii 
grosser  als  der  Sinus  der  dritten  und  die  Summe  der  Sinns  s 
Winkel  immer  grosser  als  der  Sinus  des  dritten  Winkels» 
es  ist  immer: 

Sina-|-Sin6>Sinc»    Sin  ^  +  Sin  £  >  Sin  C 

2)  Ist  der  Umfang  eines  Dreieckes  grOsser  oder  klein« 
180^,  so  ist  immer  beziehungsweise: 

Cos^A  +  CosHÄ  +  Co8«4c5  2; 
ist  0  +  0-^-0:=  180^,  so  wird  diese  Summe  gleich  2. 

3)  Ist  die  Summe   der  Winkel  eines  Dreieckes   kleiner 
grosser  als  360^,  so  ist  immer  beziehungsweise: 

Sin«4a  +  SinH6  +  Sin«Jc  ^  2; 
ist    A  +  B+  C=3ß(fi,    so  wird  diese  Summe  gleich  2. 


Lehrsatz    Ton   der   dreiseitigen    Pyramide. 

Von  Herrn  F.  Unferdinger,   Professor  der  Mathematik   nn  der  < 

realtchole  am  Baaernmarkte   in  Wien. 

Sind   in  einer  dreiseitigen  Pyramide  die  Seh  eitel  kanten 
ander  gleich  und  ist  die  Summe  der  Flächenwinkel  der  Seh 
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«cke  360^,  80  ist  die  Somme  der  Quadrate  der  Basiskanteo  gleich 
dem  achtfachen  Quadrate  der  Seitenkanten,  oder  es  ist: 

ivenn  a»  b,  c,  s  die  Basiskanten  und  die  Seitenkante  bezeichnen. 


Bemerkung  über  das  ebene  Dreieck. 

Von  dem  Heraatgeber. 

Wenn  in  dem  Dreieck  ^AC  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  der  Win- 
kel  A  doppelt  so  gross  ist  als  der  Winkel  B,  so  ist 
immer 

a«  =  ö(b  +  c) 

oder 

ö:a  =  aib  +  c, 

d.h.  «  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  b  und  b-t-c. 

Um  dies  zu  beweisen,  halbire  man  den  Winkel  A  durch  die 
Linie  AD,  so  sind  in  dem  Dreiecke  ABB  die  Winkel  an  der 
Seite  e  einander  gleich,  und  dasselbe  ist  folglich  ein  gleichschenk- 
Üges  Dreieck,  also  AD=  BD.  Der  Winkel  ADC  ist  als  Aussen- 
whkel  diese«  gleichschenkligen  Dreiecks  doppelt  so  gross  als  der 
Winkel  B,  und  das  Dreieck  ACD  ist  folglich  ofenbar  dem  Drei- 
ecke ABC  ihnlich,   woraus  sich  die  Proportion 

1) aic=z  b:y 

ergiebt    Nach  einem  anderen  bekannten  Satze  ist  aber 

bic  :=  x:y, 
tbo 

A:c  =  a— 3f:5f, 
ml  folglich: 

3) b  +  e:e  =:  a:^, 

Aot  den  beiden  Proportionen  I)  und  2)  ergiebt  sich : 

^^bc  ^^    ae 


w.  I,  b.  w. 


.     ■«'•Im; 
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Es  firigt  sich  nun,  ob  sich  dieser  Satz  auch  omkebtsii 
ob  sich  behaupten  lässt»  dass  anter  der  Voraussetaong 

jederzeit  im  Dreieck  ABC  der  Winkel  A  doppelt  so  groi 
der  Winkel  B  sein  moss. 

Um  diese  Frage  za  beantworten«   wollen  wir  zuerst 
dem  Dreieck   ABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.)   den  Winkel   A    halb 
Linie  u  durch  die  Seiten   des   genannten   Dreiecks  ansdri 
In  den  Dreiecken  ABD  und  ACD  ist: 

also,  weil  die  Winkel  BAD  und  CAD  nach  der  Constructio 
ander  gleich  sind: 

ö  -  i ' 

folglieh : 

Äc(6-c)  — CÄ^  +  Äy^ssCÄ-c)!«* 

Weil  aber  bekanntlich: 

6  :c  =:  d?:y  ^  xia — x, 
c:6=:5f:«t=5f:a— y; 


also: 


ist;   so  ist: 


ö:b-t-essix:a, 
c:6-|-c  =  5f:a 


folglich : 


Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


also: 


I« 


.   ,.       .      a*fec(6— c)      ..       ^  - 
6c(6-c) (b+c)*^^  =  (*  -  c)«*. 
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sd  fotgllcb : 


ti  — — — , 

o  +  c 

der: 

V6c(a  +  6  +  c)(6  +  c— II) 


tt  = 


6  +  c 


Nehmen  wir  nun  an,   dass  in   dem   Dreieck  ABC  (Taf.  IV. 
^9.)  die  Relation: 

a«=:6(6+c) 

bitt  finde.    Man  halbire  den  Winkel   A  durch  die  Linie  AD\ 
no  ist  nach  einem  bekannten  Satze: 

b  ■\'  cic  ^=  a  :y; 

0: 

^ y  =  H^- 

eh  dem  vorher  Bewiesenen  ist: 

^      Act(A+c)«— a«| 
•*  = — (ST^ 

1  weil  nun,  in  Folge  der  Voraassetzong, 

»  80  iat: 

**  ""  (A  +  c)«  ""6  +  c' 

o,  weil,  wieder  in  Folge  der  Voraussetziing : 


6  = 


A  +  « 


glich : 


4) M  = 


6  +  c* 

ich  3)  and  4)  ist  u  =  y,  oder  AD  =  BD,  und  daher ^ill?Z>  ein 
eichschenkliges  Dreieck «  folglich: 
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woraus»   weil  ^BAC  durch  die  Linie  AD  halbirt  worden,    sich 
unmittelbar  ergiebt«  dass 

oder    A  =  2B  ist. 

Man  siebt  also,  dass  der  zuerst  bewiesene  Satz  sieh  in  der 
That  auch  umkehren  lässt;  es  frSgt  sich  aber,  ob  sich  dies  nicht 
auf  eine  weit  einfachere  Art  wie  vorher  beweisen  Ifisst,  was  ich 
jetzt  hier  nicht  weiter  untersuchen  will«  da  ich  das  Obige  nur 
als  Stoff  zu  einer  einfachen  Debung  für  Schüler  ansehe  und  die 
vorstehende  Mittheilung  auch  nur  aus  diesem  Gesichtspunkte  su 
betrachten  bitte. 


Trigonometrische  und   geometrische  Elementarsätse. 

Von    dem   Herausgeber. 

In  den  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie  scheint  mir  ein 
Satz  oder  eine  einfache  Formel  zu  fehlen  oder  wenigstens  noch 
nicht  genug  Berflcksicbtigung  gefunden  zu  haben  >  von  denen  sich 
ufters  fruchtbare  Anwendungen  machen  lassen.  Wenn  nfimlich  in 
einem  ebenen  Dreiecke  zwei  Seiten  und  die,  den  von  diesen  Sei- 
ten eingeschlossenen  Winkel  halbirende  Gerade  gegeben  sind!  so 
kann  aus  diesen  gegebenen  Stöcken  der  in  Rede  stehende  Win* 
kel  leicht  gefunden,  also  das  Dreieck  überhaupt  berechnet  werden« 

In  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  10.)  sei  der  Winkel  C  durch 
die  Gerade  CD  halbirt,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen : 

AD^=:  AC»+  CD^'-^AC.  CD. coaiC 
BD^=  BC^+  CD^  -2BC.CD.cosiC 

und: 

AD:ßD=  AC:BC\ 
also : 

AD,BC=BD.AC,    AD^.BC^  =  BD^.AC^; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

BC^.iAC^  +  CD^'-^AC.CD.cosiC) 

%  =^C«.(ÄC«+ CZ>«-2ÄC.CZ),cosiC), 

woraus  sich  leicht: 
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{AC^'^BC^).CD^  =  2AC.BC.CD.(AC'-BC).coBiC, 

aUo,  oDter  der  Voraussetzang,   das«  nicht  AC=  BC  iatc 
(AC+BC),CD=i2AC.BC.co8iC, 

and  folglich : 

ergiebt. 

Wenn  AC=BC  und  das  Dreieck  ABC  also  ein  gleichschenk- 
liges ist,  wo  sich  durch  AC — BC='0  nicht,  wie  vorher  gesche- 
htif  dividiren  lässt,   wird  die  vorstehende  Formel: 

1/'     irn    2        i^'/i    2  CD_CD 

^ie  es  in  diesem  Falle  offenbar  sein  niuss,  da  unter  der  gemach- 
tes Voraussetzung  ACD  und  BCD  bei  D  rechtwinklige  Dreiecke 
^"nL  Also  gilt  die  Formel  I)  auch  in  dem  Falle  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  und  ist  daher  allgemein  gültig.  Mittelst 
<''e«er  Formel  kann  man  aus  AC,  BC,  CD  den  Winkel  C  leicht 
ohne  alle  Zweideutigkeit  berechnen,  und  dann  also  das  Dreieck 
^fiC  überhaupt  auflösen. 

Id  dem    Archiv  *)   und   auch  anderwärts    ist  in  neuerer  Zeit 
'''«ilaeh  der  folgende  geometrische  Lehrsatz  discutirt  worden: 

Wenn  in  dem  Dreiecke  /4£C  (Taf.  IV.  Fig.  11.)  die  Li- 
'^ien  AD  und  BE,  von  denen  die  Winkel  BAC  und  ABC 
'^^Ibirt  werden«  einander  gleich  sind:  so  ist  das  Drei- 
eck  ABC  gleichschenklig,    nämlich   AC=BC. 

Mittelst  der  Formel  1)  lässt  sich  dieser  Satz  sehr  leicht  auf 
^^'^ende  Art  beweisen.  Bezeichnen  wir  der  Körze  wegen  die 
^^inkel  BAC  und  ABC  bloss  durch  A  und  B;  so  ist  nach  1): 

cosiA  =  lAD.(^^j^  +  ^y 

coslB  =  iBE.(-jg+^)'. 
^'^o,  weil  nach  der  Voraussetzung  AD=^BE  ist,  durch  Division: 


•)  M.  1.  z.  B.  Tbl.  IV.  S.  330.  —  XI.  444.  —  XIII.  337.  —  XUI.  341. 
XV.  MI.   —   XV.  351.   —    XV.  358.   —    XVI.  259.    —  XVIII.  357.  — 
•  459.  —  XU.  151. 

Thtil  XLII.  16 
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cosjA      Aß^AC 

AB^ßl 

Wäre  Dun  nicht  A:^B,   also  etwa  A^  B,   so  wäre  ^A 
und  folglich,  weil  iA  and  ^B  immer  spitze  Winkel  sind,  < 
<  cos  iß;    also  nach  dem  Obigen: 

AB^  AC"^  AB^  ßC 

folglich : 

-jg  <  n^f   also  i4C>  BC, 

Es  wäre  folglich: 

A>  B,    BC  <  ^C; 

was  ungereimt  ist,    weil  nach  einem  bekannten  Elementar 

A>B,    BC>AC 

ist    Also  ist  A=sB,  woraus  alles  Cebrige  ohne  Weiteres 

Leicht  kann  man  diesem  Beweise  auch  eine  rein  geometi 
von  trigonometrischen  Formeln  unabhängige  Gestalt  gebe 
sich  aber  die  Sache  allerdings  bei  Weitem  nicht  so  elnfa< 
vorher  gestaltet.  In  Taf.  IV.  Fig.  12.,  wo  wieder  CD  den  \ 
ACB  halbirt,  fUle  man  von  A  und  B  auf  CD  oder  sein« 
längerung  die  Perpendikel  AE  und  BF\  dann  ist  nach 
bekannten  geometrischen  Satze*): 

Am  =  AC^  +  CD^  -  %CD.  CE, 
ßD^=BC^+CD^-'2CD.CF; 

und  nach  einem  anderen  bekannten  Satze  ist: 

AD:BD=AC:BC, 
AD.BCzsBD.AC,    AD^.BC^— BD^.AC*; 

also  nach  dem  Obigen: 

ÄC*.  (AC^+  CD^'-iCD.  CE)  =  AC^,{BC^^  CD»^  2CD. 
{AC^-^BC^.CmrzWD.^AC^.CF-^BC^.CB). 
(AC^'^BC^.CD  =  2{AC^.CF'-BC*.CE). 


^)  M.  ••  mein  Lehrboch  der  ebenen  Geometrie.    WÜ 
AnflAge«    Brandenbarg  1862.    $•  172.    Beroerkang.    S. 


MUeeiien. 


235 


Wey  die  Wiokel  ACE  und  BCF  einander  gleich  sind,  so 
«nd  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ACE  und  BCF  einander  Ihn- 
fidi,  and  es  ist  also: 

AC.CE=BC,Ct\ 
AC.CF  =  BC.CE; 

Colg^  nach  dem  Obigen: 

{AC^SC*).CD^'lAC.CF.{AC-^ßC) 

=  2BC.CE.(AC-BC), 

Hidd^lier,  wenn  nicht  AC=:BC  istt 

(AC+  BC).CD  =  2AC.  CF=2BC,  C£, 

CE 


xrn  ^C+BC      CF 
^^^'  AC.BC  ^  BC^  AC 


oder: 


% 


^^^\aC^  BC)-^ BC  AC 

A€=  BC  ist,  so  ist  offenbar  CEzrzCF—  CD,    und  die 

^oritelieDde  Gleichung  wird  also  in  diesem  Falle: 

2   _  CO      CD  _  CD, 

*^"ac~ AC   IC-Äc* 

■o%(ieb  eine  Identitit,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Gleichung  2) 
**<b  noch  Rir  AC^BC  gilt,  und  daher  allgemein  gflitig  ist. 

h  Taf.  IV.  Pig.  13.  seien  jetzt  wieder  die  Linien  AD  und  BE, 
*eiehe,  die  Winkel  BAC  und  ABC  halbiren.  einander  gleich. 
**^  voa  A  and  B  seien  auf  BE  und  AD  die  Perpendikel  AF 
"•d  BG  geflHt.    Dann  ist  nach  2) : 


*^^  (:?ß  +  BC 


?C/  ~  AB ' 


*^>  »eil  nach  der  Voraussetzung  AD=BE  ist,  durch  Division: 

1   ._L 

AG      ÄB'*^  AC 

AB^  BC 
^^e  nicht  AG  =  ÄF,   etwa  v<G  >  ÄF,    so  wäre : 
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also: 


AB^  AC^  AB^  BC 


JC^^BC'    folg^cb  i<C</IC; 


und  nach  eiuem  bekannten  Elementarsatze  wäre  also: 

d.i.  ^BAO^ABF, 

Denkt  man  sich  nun  über  AB  als  Durchmesser  eineD  Hilli 
kreis  beschrieben,  so  geht  derselbe  bekanntlich  durch  F  und  C 
Dreht  man  das  Dreieck  ABF  um  und  legt  es  in  den  Halbkrei 
wieder  hinein,  so  dass  es,  weil  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  ^AB> 
<,^BAG  ist,  in  die  Lage  ABF  (Taf.lV.Fig.U.)  kommt,  woalfl 
AF=BF,  BF=AF  \8t;  so  ist  nach  dem  Obigen  AF  <iAG,  d^dM: 
nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise  (Eucl.'  Elero.  Lib.  VH 
Prop.  VII.)  AF>AG  ist.  Folglich  ist  AG^BF  (TtifAV.FigM. 
daher  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABG  und  ABF  eio&i 
der  congruent,  also  die  Winkel  BAG  und  ABF  einander  gleiel 
folglich 

ij::BAC=zij^ABC, 

also  auch  ^BAC=  ^ABC,  woraus  alles  Cebrige  ohne  Wei€ 
res  folgt. 


Eine  ähnliche  Formel  wie  1)  kann  man  auch  för  das  sphS. 
sehe  Dreieck  entwickeln,    in   Taf.  IV.  Fig.  15.  sei  der  Winkel 
durch  CD  halbirt,  so  ist  in  den  sphärischen  Dreiecken  ACDtM^ 
BCD  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometr 


Ferner  ist: 


also,  weil 


ist: 


coa  AD  =  cos6co8e£-|-sin6sinc2cosiC, 
cos  BD  =  cos  a  cos  d  +  sin  asin  d  cos  \C, 

sin  a :  sin  BD  =  sin  BDCi  sin  {C, 
sin6:sinilZ>  =  elnADCialniC; 

sin  ADC  =  sin  BDC 

sin  a       sin  BD 
sin  6        Bin  AD  ' 
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810  a«  sin  ÄD^  =  sin  6*  sin  ÄD*. 

>Alier  hat  man  nach  dem  Obigen  die  folgende  Gleichung: 

sin  ii*t  1  —  (cos  b  cos  d-{^%\nb  sin  d  cos  iC)*  I 
=  sinA'tl  —  (cos  a  cos  c2-f  sin  a  sind  cos  iC)*), 

al«««   wenn  man  die  Quadrate  entwickelt  und  aufbebt,  was  sich 
^ufhebeo  Iflsst,  wie  man  leicht  findet: 

sin  a*  —  sin  A*  —  (sin  a'cos  A*  —  cos  o*  sin  6*)  cos  rf* 
SS  2 sin  o  sin  b  sin  d cos  </sin  (a  —  A)  cos  (C 

N«cb  bekannten  Formeln  ist  aber: 

sin  a* — sin  A*  =  (sin  a  -f-  sin  A)  (sin  a  —  sin  A) 

=  sin  (a-|-  A)sin(a  —  A), 

Bin  o^eos  A*— cos  a'sin  A*= (sinacosA-|-cosasinA)  (sinacosA— cosasinA) 

= sin  (o  -|-  A)  sin  (a  —  A) ; 

i^bo,   wenn   man  zugleich   mit  siniisin(#i— A)  dividirt,    nachdem 
nuuB  1  — cosi;r*  =  sini;r*  gesetzt  bat: 

810(0  + A)sinii  ^  SsinasinAcosdcosiCy 

ivormus: 

«V  1^      IX       jSin(a  +  A) 

c^er: 

4) cosiC  =  itangd(cota-f  cotA), 

oder  auch: 

vvflche  Formel  der  Formel  1)  analog  ist. 
Für  o  =  A   wird  die  Gleichung  6) : 

co.iC=4  tongd .  jj^=4toDgd .  jj^ . 
alao: 


iliactileu. 

i  Dacb  einer  behaiintrn  Formel  der  »[ih arischen  Ttlgiinoitietrie 
riclitig  ist,  da  im  vorliegeiiilen  F&lle  die  Dreiecke  ACD  und  BCii 
offeiiliur  bei  D  rtichltvliiktig  ist.  Also  gilt  die  Formel  5)  Mch  lllr 
M  =  6.    und  daher  allgeineiri. 


iScIireitieii  des   Herrn   Professor  Lobnllo   in   DcITt   an  den 
Heraiisgebei'. 

Ueirt  U.  Marn  I8A1 

Vou8  avex  publik  dans  le  41.  Tbl.  1.  Hfl.  de  votre  enlluBUe 
Journal  une  solulion  analytique  du  probl^rae  ou  il  s'agit  de  Aiim- 
roiner  le  licu  g^om^triqae  des  poiuU  milieux  de  toulee  les  corda 
d'une  ellipse  pnssanl  par  le  iiiäme  poiiil. 

Qu'il  nie  eoit  permis  de  vous  snuniettre  par  la  präsente  UH 
aulre  eolution  assex  simple  de  et  probleme,  et  bas^e  sufla  lU«- 
rie  des  projecliona,    J'y  suis  parreuu  de  la  mani^re  suivante. 

Consid^rons  lellipse  aux  dcux  axes  a,  h  comme  la  sectlao 
d'uii  cylindre  droit  ayantpourbaseun  cercle  doni  Ic  diametro sutl ^il 
au  pelil  axe  2A.  Si  a  d^sigiie  rincliimison  de  celle  seclion,  l'on 
aura  entre  les  trois  quantiles  a,  b,  a  la  relalion  coiujue 

b  =  a  cos  B. 

Soit  AB  =  'ib  (Taf.  V.  Fig.  I.)  *)  ia  projeclion  du  grand  aWauf 
la  base  du  cylindre;  P  celle  du  point  dono^  [f,  3):  (es  coorAm': 
D^es  OQ,  PQ  (O  ^lant  la  projeclion  du  cenlre  de  lellipse)  mntnt 


V 


Menona  I» 


I 


^videmnient  pour  valeurs  /'cosa  et  g  ou    —     et    1/. 

droite  PO,  et  soit  IHN  la  projeclion  dune  corde  i|uelconi|u«  I 
dans  l'ellipse  par  le  point  doooä.  Si  l'on  observe  inatntenani 
le  pied  de  la  perpendiculnlre  Oni  abaiss^e  eut  JUy,  d^terniiM 
le  point  m,  milleu  dv  cetle  corde,  et  projection  du  poinl  mHiCii  tf« 
la  corde  correBpoiidnnte  dans  l'ellipse;  que  d'ailleurs 
giioni^trique  des  points  m  sera  une  circonf^rence  de  cercle  d^ctite. 
sur  OP  Gumme  diam^lre.  on  en  coociura  imm^diateraeiU  qu«  Im? 
points  milieux  des  cordes,  Iracees  dans  lellipse,  serotil  slto^ 
une  autre  ellipse  ayant  celte  circonference  pour  pfojecttOD.  cl 
dont  les  deux  axes  aeront  ^gaux  ä  OP  et  OP.aeco.  Les  niy 
leurs  de  ces  axes  sont  faciles  h  calcnler.  En  etfet  le  tri 
rectangle  OPQ  donne  direclemenl 


•>  Die  Figur  wirrt  «lit  Tilf.  V,  i 


iulidvii  Hofliinach|;e)>iirerI.       Q. 
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OP.sec«  =  0/>.  J  =:iiV  |2  +  ^ 

Le  centre  de  cette  ellipse  se  projettera  en  p  iDilieu  de  OP; 
»  coordonnäes  eeront  la  moitiö  de  celles  du  point  P,  donc  dans 
sUipae  m^me  ce  centre  aura  pour  coordonn^es  «/*  et  \g.  Quant 
la  directioD  du  grand  axe,  il  est  Evident  qu'elle  sera  parallele 
edle  du  grand  axe  de  la  section  elliptiquey  puisque  sa  proje- 
Im,  ^ale  au  petit  axe,  sera  de  m^me  longnenr  que  le  diam^tre 
^;  ce  qui  s'accorde  enti^rement  avec  les  r^sultats  que  vous 
rei  obtenu  k  Ten  droit  cito.  Je  saisis  cette  occasion  de  vous 
BMiifeller  l*assurance  de  la  consid^ration  trds  distinguäe  avec 
i  fRlIe  j*ai  rbonnenr  d'^tre 

Votre  tr^s  bumble  serviteur 
R.  Lobatto. 


Von  Herrn  Fnifector  Strolilke   in  Danzig. 

Herr  Professor  Strehlke  in  Dansig  hat  mir,  übrigens  nur 
gaos  beilliifig,  den  folgenden  Kettenbruch  Diitgetbeilt,  von  dem 
ich  in  .diesem  Augenblicke  nicht  sogleich  entscheiden  kann,  ob 
w  in  dieser  Form  schon  anderwärts  gegeben  worden  ist,  ihn  aber 
Als  weniger  bekannt  immerhin  abdrucken  lasse : 


V 


-  1       1 

«*  +  -  =  «»  +  : 


^  2o+ 


••■• 


G. 
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Berichtigungen. 

Der  Herr  Verfasser  der  Abhandlung  Nr.  XVI.:  »,Ueber  di^ 
cubi sehen  Gleichungen'*  hat  nachträglich  zu  den  derselbe» 
beigeftigten  Tabellen  die  folgenden  Berichtigungen  eingesandt» 
welche  vor  dem  Gebrauch  der  Tabellen  in  denselben  vorzuuehmei» 
ich  recht  sehr  bitten  muss. 

S.  127.    Z.  6.  V.  u.  statt  „+279"  s.  ra.  „±27^." 

S.  130.  Im  Kopf  der  zweiton  Hälfte  der  Tabelle,  also  obei» 
rechts  ganz  am  Ende,  werde  für  J!>=:0,00  gesetzte 
D  =  0,0,   die  zweite  0  ist  also  zu  streichen« 

S.  131.  Im  Kopf  der  ersten  Hälfte  der  Tabelle,  also  oben  recht» 
vor  dem  starken  Vertikalstrich  werde  für  Z>=0j00  ge* 
setzt:    />  =  0,0.    Die  zweite  0  ist  also  zu  streichen. 

8.  134.    Im  Kopf  der  zweiten  Hälfte   der  Tabelle,   also  oben 
rechts  ganz  am  Ende,  werde  statt  Z>=OjOOO  gesetits^ 
D  =  0,0.    Die  beiden  letzten  Nullen  sind  also  zu  streichen.» 

S.  140.  In  der  dritten  Spalte  der  ersten  Hälfte  der  Tabelle  Z.2I 
und  Z.  22  werde  statt 

099854  99854 

099979     S®«®"* '     99979 

80  dass  also  in   beiden  Zahlen  die   vordersten  NuUei^ 
zu  streichen  sind.    Ferner  gehurt  zu  den  acht  letzteis 
Zahlen  in  derselben  Spalte,  also  zu  den  Zahlen  lOOlOJl 
(incl.)  bis  100980  (incl.)  nicht  Z)  =  0,00,  sondern  Z>=0,a, 
was  leicht  in  der  Tabelle  bemerkt  werden  kann,    aber 
wohl  zu  beachten  ist. 

S.  148.  In  dem  Kopf  der  ersten  Hälfte  der  Tabelle,  in  der 
dritten  Spalte,  ist  statt  ,,Z)=2,*'  zusetzen:   „ D=l,''. 

S.  149.  In  der  mit  D  bezeichneten  dritten  Spalte  der  zweiten 
Hälfte  der  Tabelle  ist  statt  der  obersten  Zahl  „9548" 
zu  setzen:  „3,9548 'S  also  der  in  der  Tabelle  im  Druck 
sich  Gndenden  Zahl  links  noch  „3,"  beizufSgen. 

Wenn  ich  auch  für  vorstehende  Berichtigungen,  mit  Aas- 
nähme  von  ein  Paar  leicht  zu  bewerkstelligenden,  eine  Verant- 
wortlichkeit nicht  zu  übernehmen  habe  und  überdies  dieselben 
sämmtlich  sehr  leicht  vorzunehmen  sind,  so  dass  ein  Umdrack 
der  betreffenden  Blätter  nicht  nothwendig  schien:  so  bitte  ich 
doch  wegen  derselben  recht  sehr  um  Verzeihung.  Alle  meine 
Bemühungen  und  Anordnungen  sind  darauf  gerichtet,  den  Druck 
so  fehler^ei  als  nur  irgend  möglich  herstellen  zu  lassen. 

Grunert 

S.  73.  in  (1er  ersten  Zeile  von  oben  mnss  es  statt  a:  = -|- a . 0,244 ....  heissen: 

r  =  4-  a.2,44. 
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Galileo  Galilei. 


;  gehaUen  in  Greifawald   sur  Erlnni 
SOOsten   GebiirtsUf 


Herrn  Doctor  Johannes  Streit, 

GnunMiallehrcr. 


IwhgNble  YcrtanMhngl 


WintRa  Tage  sind  verflossen,  seit  von  jenseits  der  Alp«n 
ii«  Kunde  zu  URS  drang,  dass  man  an  den  verschiedensten  Orten 
lUUens  das  Gedßchtniss  eines  Miinnes  gefeiert  Imt,  auf  den  sein 
VRteitand  mit  Recht  stolz  sein  darf.  Am  \>i.  Februar  d.  J.  waren 
drBibundert  Jahre  veTgangen,  seit  Galilei  das  Licht  der  Welt 
ttblicicl» '),  Vergleichen  wir  den  Zustand  der  malbemaliBcbeii 
Wiweiiiicharien ,  zumal  der  Astronomie  und  der  verschiedenen 
Gebiete  der  l'hysilc,  in  ivelchem  er  dieselben  vorfand,  mit  den 
'eichen  Erfulf^en,  die  hei  seinem  Tode,  grossentheils  durch  sein 
VfrdicnMl,  in  allen  Tfieilen  derselben  erlaii(;t  ivaren,  so  »ird  man 
in  den  Nuneu  eines  Reformators  der  Wissenschaften  nicht  ver- 
ttgni  künrien  und  die  gerechte  Bevcuiiderun^  begreifen  ,  welche 
ihn  nicht  blns  von  seinen  Zeitgenosfien  zu  Tbeil  nard,  die  er 
loch  heute  überall  da  findet,  xto  man  die  ticsirebungen  und  Lei- 
SluBgen  eines  Pylhagoras  und  Archimedes,  eines  Kepler 
M  Newton,  und  so  vieler  anderer  hochbegabter  MKnner  zu  tvär- 
%Mi  veralelit.  Aber  tvenn  nir  Galilei  auch  nicht  alle  die  glän- 
itnitn  Cutdt^ckungen  verdankten,  die  er  am  Himmel  und  auf 
^.rdefi  gemacht  hat,  das  Schicksal,  welches  ihm  in  seinem  Alter 
lein  Elnlrrten  für  die  Wahrheit,  für  das  Hecht  der  freien  For- 
c&DDX  bereitete,  wird  ihm  einen  dauernden  Plale  in  der  tiescbicbte 
er  Hvnxehheit  »nd  die  Theilnahme  fühlender  Herzen  für  alle 
tit«D  tMiern.  tiestatten  Sie  mir,  Ihnen  das  Lebensbild  dieses 
luiK«  und  sein  Wirken  in  der  Wissenschaft ,  so  weit  es  mir 
Haa9«g>be  meiner  Krtirie  mtiglicb  ist,  heute  vorzaßjhren. 
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Galileo  Galilei«)  ivurile  am  IK  Februar  läM, 
ben  Tage  uii«l  fast  in  ilerselberi  Sluriile.  in  «etcliM  Michelnnga 
EU  Rnin  seinen  Geist  aushauchte,  in  l'lsa  itchorcn, 
aich  Geschäfte  hniber  aurhiellen.  Sein  Ynler.  Vincania  Gll 
lei,  der  als  theoretischer  Musikrr  flurch  eine  Abbaiidliinf[  i 
die  antike  nnil  modern»  Mu^ilc  sich  einen  geachteten  Nain«n  i 
worben  bat,  stammte  aus  einer  edlen  aber  verarmleii  DorvnlinlMtt 
Familie,  seine  Mutier.  GuiMa  Am  maiinati  di  Pe»cia,  gebar 
ebenfallH  einem  edlen  floretiliniscben  Hause  an,  Galileo 
der  Sitesle  unter  seinen  Geschwistern;  ein  jilngei 
Miuhelatigelü,  der  später  als  Musiker  Iti  München  lelil«,  m 
wiederholt  Galtlei's  UnterstQlzung  in  A»S|)ruch,  sowie  iluan 
nach  dem  1591  erfolgten  Tode  des  Vaters,  die  Sorge  TOr  die  Al 
stattung  seiner  Schwestern  zuGel. 

Seine  Jugendjahre  verlebte  Galilei  in  Florenz;  scliiia  \ 
Ünabe  zeigte  er  Vorliebe  und  grosües  Geschick  filr  Mechai 
Er  verfertigte  Modelle  zu  »üblen,  Galeeren  und  Maschinen  «^ 
Art,  wobei  er  die  ihm  zu  Gebote  siebenden  geringen  HOtbaitl 
mit  grossem  Geschick  zu  verwertben  wusele.  Sei»  Vulerb«stimi 
ihn  für  den  Handelsstand ,  liess  ihn  aber  doch  im  Latoültoch 
und  in  der  Logik  unterrichten;  an  dieser  fand  er  wenig  Gwdiaue 
In  jenem  aberflügelte  er  bald  seinen  Lehrer,  arbeitete  H 
eigene  Hand  weiter  und  wandte  sich  auch  dem  Griechidchea  : 
Aus  seinem  eifrigen  Studium  beider  klassischer  Sprachen  ertrW 
wohl  zumeist  jener  glänzende  Stil,  dem  später  seine  akadetaltcti 
VorlrSge  einen  Thcil  ihrer  Erfolge  verdankten,  den  wir  noch  hM 
in  seinen  Schriften  bewundern,  und  der  ihn,  n-ich  dem  lApa 
Vrtheil  der  Italiäner,  den  besten  Prosaisten,  einem  M  acbiftvel 
und  andern,  würdig  an  die  Seite  slelll.  Auch  in  der  Mnalk  n 
Malerei  machte  er  sehr  rasche  Fortschritte  und  bildete  nti 
Geschmack  in  dem  Maasse  aus,  dass  noch  sjiSter  liedovMI 
Maler  seinen  Kath,  namentlich  in  der  Lehre  von  der  Per«p6eft 
einzuholen  nicht  verschmähten.  Diese  vielseitige  EatwickvlBi 
seiner  Talente  liess  den  Vater  seinen  Entschluss  andern  and  II 
rcir  das  Studium  der  Medicin  bestimmen.  Siebenzchti  Jihie  i 
bezog  Galilei  die  DniversitSt  Pisa,  wo  damals  alle  I 
Anhänger  des  Aristoteles  ivaren;  nur  Mazzoni  trug  diati 
der  PytbagorSer  vor.  An  ihn  schloss  sich  Galilei  an  nudln 
aus  seinem  Munde,  was  man  damals  von  der  Physik  wnwsU«, 

In  diese  Zeit  seiner  inediciiiischen  Studien  verlegt  oiM 
wlibnlich  seine  Entdeckung  des  Isochronismus  der  P«)d»lachll 
gangen.  Er  befand  sich  nJimlich  eines  Tages  im  Oom  sa  PI 
als  er  bemerkte,  dass  eine  von  der  Decke  herabhängende   La 
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Iiefc  Kl»'  und  herbewegte,  und  dmis  die  Schwingungen,  lüochten 
li«  jirOM  oder  lilein  sein,  jedesmal  in  glerctien  Zelten  in  erfol- 
pn  seltenen.  Uiese  Bemerkuog  nurde  die  (Grundlage  sur 
BtM«cl:itog  der  Gesetie,  nnch  welchen  die  Pendclschivingungen 
|t«r  sich  geben.  (lalilei  machte  sogleich  eine  Anwendung  auf 
|die  Medicin.  indem  er  seine  Entdeckung  /.nr  BeNtimniung  der 
Pida- Frequenz  benutzte;  unter  dem  Namen  pulsilogiuni  wurde  sie 
tuent  IWt  v»n  Sanlorius  verKffentlicbt;  doch  spricht  Galilei 
«beD  w  einem  Briefe  vom  'ill.  November  1802  auslilhrlich  über 
'  du  Ge»eli  der  Pendelbewegting  und  die  Vernuche.  welche  das- 
I  vAht  bestätigen. 

'  VTkbrend  seines  zvreilen  Stodienjahree  ffihrte  ihn  ein  Zufall 
d«n  mathematischen  Wissenschaften  »u ,  in  di-nen  er  später  so 
lirDBxes  leisten  sohle.  Hr>ren  wir,  was  uns  darüber  ans  seinem 
«iKeneii  Mtinde  durch  Glierardini  (iherliefert  ist.  Ein  Bekann- 
ter Rfines  Vulcrs,  Alth^  Kicci,  der  die  ernssherxoglicben  Pngen 
In  *ler  Mslbcmolik  su  un (errichten  hatte,  siedelte  mit  dem  Hofe 
natb  Pim  über.  Galilei  l)eeilte  ^ich,  ihn  aufzusuchen,  fand  ihn 
abir  jedesmal  beschäfligt,  de»  Pagen  die  Elemente  des  Euctid 
ta  «riläreti.  In  einem  ISaale,  welche»  (ialiloi  nicht  betreten  durfte. 
Hintft  der  Thflre  siebend  lauschte  er  dem  Vortrage,  und  der  Ue- 
genalaiKl  fesiielle  ihn  in  dem  Alaasse,  d^iss  er  durch  volle  zwei 
MoHte  diese  sonderbare  Art,  L'nterricht  /u  nehmen,  fortsetzte. 
Er  balle  sieh  inzwischen  einen  Euclid  verschnffl,  studirle  Heissig 
uireitteii«  Hund  und  unter  dem  Verwände,  fiber  einige  schwierige 
SlUe  sein«  Belehrung  einholen  zu  wollen,  entdeckte  er  sich  end- 
lich Ricci.  Dieser  nahm  sich  mit  Würme  seiner  an,  erwirkte 
ihm  von  dem  anfangs  widerstrebenden  Vater  diS  Erlaulmiss,  sich 
pnz  dem  Studium  der  iMuthematik  zu  iviilmen.  und  schenkte  ihm 
dieWetke  des  Arcbi  medes.  In  dief^e  vertiefte  sich  G  alil  ei  mit 
■otthem  Eifer  und  sulchor  BcgeJ-sternng,  dass  er  forlan  keinen 
udem  Ktlhrer  mehr  hnben  wollte,  und  es  au8e)>rach,  wer  die- 
•  CB  folife,  k'iuue  dreist  am  Himmel  und  auf  Erden  ein- 
berscbreiten.  An  der  Hand  des  grossen  siciliechen  Slathema- 
tikera  nwchte  er  rasche  Eorlschrilte;  er  vervollkommnete  die  Lehre 
rMn  Schwerpunkte  fester  Körper  und  trat  bald  mit  liedeutenden 
(■«lehrten  seiner  Zeit  in  Briefwechsel.  Aber  die  Mittel  seines 
Valera  Tclchtcn  nicht  mehr  aus;  der  Grossherzog  von  Toscana 
mwelfcerle  ihm  eine  nachgesuchte  ünterstützang,  und  er  musste 
Bie  ÜaWersttM  verlassen,  ohne  den  Doctorgrad  erlangt  zu  haben, 
Pie  wi«detfaollen  Bemühungen  seiner  Freunde,  ihm  einen  Lehr- 
imbl  in  Bologna  zu  verschaffen,  schlugen  fehl,  und  er  durfte  es 
1  «U  ein  Glück  ansehen,  als  er  durch  Vermitllung  seines  Gün- 
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aers,  des  Marcb^s«  d«l  Monte,  der  ihn  iiur  Ata  Arcbine 
S«iaer  Zeit  nannte.  Im  Julire  158^,  rilnfundznnnii^  Jahre  all,  t 
Analellung  als  Leklor  der  Mathematik  an  der  Hochscbnl« 
Pisa  mit  einem  Jahrgehalt  von  60  Skudi  erhiell,  etvia  tiOTkahr 
unserm  Clelde. 

Die  Vorleauiigen,  irelche  Galil«!  damaU  gelialteo  lial,  «b 
nicht  mehr  Torhanden,  man  ireiss  aber,  daas  er  in  denadbi 
offen  gegen  AriEtoleies  aultrat,  dessen  Aulorilüt  bis  dabin  A 
allgemein  als  uiiumslüasllcb  ){egollen  hatte.  Iii  diese  Zelt 
auch  seine  Versuche  aber  den  Fall  Kcbworer  Kt>r{ieT,  xu  da 
er  den  schieren  Thurm  xii  Piaa  benulste,  und  die  Entdeckung 
Gesetze,  nach  welchen  die  Schivere  auf  alle  Naiurkiitpei 
Es  wird  erzählt,  das»  die  Professoren  und  tjtud«nteii,  vrrieb«  k 
seinen  Versneben  zugegen  waren,  ihn  wiederholt  mit  Zi«<!b«i  a 
pFangen  hSIlen.  Schon  etwas  früher  hatte  der  Yenelianef  Bern 
dettl  den  Satz  atil'gestellt.  dass  im  leeren  Rnnnie  KOrpi 
von  verschiedener  Masse  mit  gleicher  GeschwinJIf 
keit  Tallen;  ähnliche  Gedanken  finden  sieb  auch  In  den  Abbu 
langen  von  Moleti,  Galilei's  Vorgänger  in  seiner  apili 
Professur  in  Padua.  Aber  diese  PrinrilSt  der  Ansichten  Jcänii 
nichts  an  Galilei's  Verdienst;  denn  als  Meinung  Ut  dHsr} 
schon  viel  rräber,  nSniÜch  im  zireiten  Uucbe  des  Luerti  ai 
gesprochen,  und  Galilei  war  der  erste,  der  die  Ergebnisse  MÜli 
theoretischen  Untersuchungen  durch  Versuche  heslltllgte. 
'  Entdeckungen  bilden  die  Grundinge  der  ganzen  BewognngcMf 
Sie  wurden  von  Galilei  nebst  Untersuchungen  über  die  Pendt 
Schwingungen  und  aber  den  Fall  auf  der  schiefen  Ebene  In  «ioM 
Werke  veröffentlicht,  das  erst  gegen  das  Ende  seines  Lcbn»  « 
schien^).  Der  grosse  Lagrange  spricht  sich  in  seiner  Hict 
nique  analytique  folgend ermaassen   über  dasselbe  aas: 

„Die  Dynamik  ist  die  Wissenschaft  von  den  bescbleonigmAi 
und  verzögernden  Kräften  und  den  mannigfachen  Bewegir«|lM 
welche  dieselben  hervorbringen.  Diese  Wissenschaft  gebSrt  gl 
□nd  gar  der  neueren  Zeit  an,  und  Galilei  Ist  es,  der  an  ilu  d 
Grund  gelegt  bat." 

„Vor  ihm  halte  man  die  Kräfte,  welche  aaf  die  Ks^«« 
ben,  nur  im  Zustande  des  Gleichgewichts  betrachtet;  nnd 
man  die  beschleunigte  Bewegung  fallender  Kiirper  und  diebm 
linige  Bewegung  der  Geschosse  nur  der  dauernden  Wiikims 
Schwere  zuschreiben  konnte,  war  es  noch  Niemand  geglüdrt, 
Gesetze  dieser  gewöhnlichen  Erscheinungea  durcli  «in«  »o  i 
fache  UrsBcbe  zu  erklären.     Galilei    bat   zuerst   dieaen    Sei 
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HetbM  and  dAdiiTch  ti»r  >]ech&Dilf  neu»  und  uaerineMlIchc  Babii«ii 
•rtAivt  S«iB«  Entdeckangrn  nm  Hiiumd  haben  ihm  b<>i  «ein«n 
I^ebsetlen  mvbr  Kubio  versctisffi;  ab«r  jenes  tat  heule  der  sicberale 
aad  b««to  Tbril  »eiii«  Verdi«nsle." 

„Um  die  JupilersIraliBaten .  die  Phasen  der  Venns,  die  Son- 
■«kdeck««  30  rm  Uli  den.  brauchte  man  nnt  Ferni>laser  und  flet»«ig« 
BeobaehtnniEen ;  ab«f  et«  licdurn«  eincei  ■uftseiordeiillichen  (jcnies, 
IM  Nutnr^cselie  in  den  Er^ii-Iieinungen  hernuszufiRden,  die  niun 
Ugllcb  TOT  Augpn  gehabt  hatle.  deren  Erklärung  aber  doch  dem 
Selt&rfiiinD  der  ForMlier  sleU  entgangen  war." 

N»cb  der  Sitte  damaliger  Zeit  ivar  Galüei'a  Erficnnntig 
Dor  lof  drvi  Jahre  erfalgt.  Nach  Ablauf  derselben  h&lte  er  sieb, 
tralB  »einea  (*eringeo  Geballes,  gern  von  Neuem  bcsl.lligt  gesehen. 
da  *t  dnrrb  den  T»d  seines  Vaters  die  einzige  Stütie  der  Familie 
ginrotilen  nar.  Inxnischen  halle  er  durch  seine  Freimfltbigkcil 
«•im;  Stellung  luil's  Spiel  gesetzt.  Johann  von  Medici,  «in  natflr- 
lieber  Sohn  rnsrous  I.,  halle  eine  Harenretnigungsmaschine  er- 
rnndeo.  und  da  er  sich  für  einen  grossen  Baumeister  biell,  so 
wordeselae  F.ileikeit  empfindlich  verletil,  alsCaülei  ihre  Fehler 
utTdeckte.  Er  bescbncrt*  sich  beim  (irosahenog,  und  d&  »He 
AaltXi^er  lies  Aristoteles  sich  seinen  Klagen  anschlössen,  so  sog 
es  Galllei  vor,  dem  Slnrm«  zu  welchen  und  kehrte  nach  Flor ene 
tvflck,  Tolgl*  aber  bald  einem  Kufe  der  Republik  Venedig  als 
Prftlftssor  in  Pailua  mit  einem  Gehalte  von  180  fl.  —  Im  Sommer 
ISn  reiste  er  nach  Venedig,  und  er  erzKhlte  gern  noch  im  hohem 
&Hk,  da«a  damals  sein  Geplick,  ivelches  sein  ganzes  Hab  und 
Gut  cnthtcll,  noch  keine   hundert  Pfand  gewogen  habe- 

In  PaduB  schuf  sich  Galilei  bald  einen  ausgedehnten  Wir- 
kmgskrei4<.  Seine  mathonialiBchen  Vorlesungen  halten  einen  sol- 
Aw^  Zubuf,  das«  er  zi^eimal  in  grössere  Auditorien  wandern 
mtsale  und  »ndlich  in  der  Jurislensdiule  einen  Hrirsaal  fand,  der 
ibcr  8000  Menscbeu  fussie  und  dennoch  bAuGg  fiberrailt  war,  wenn 
Gilil«)  vortrug.  Sein  Ituf  xog  Zuh'irer  aus  aller  Herren  Länder 
bctbei,  und  ck  werden  duruoter  auch  fürstliche  Personen  genannt. 
Et  Hebte  es,  seine  Schaler  in  seinem  Uauso  um  sich  xu  versam- 
■ahi  Bad  «u  bow'irthen,  und  ala  fOr  die  Ceberzahl  der  Giisle  das 
f«twMl»e  Tischzeug  nft  nicht  ausreichte,  sah  er  sich  genDlhigt, 
Pa|M«i  «lalt  der  ätrrvieiliin  zu  vembrclchen.  Hier  in  Padua  ver- 
\mA  er  alcb  mit  einer  wogen  ihrer  Schönheit  berühmten  Dame, 
Narinft  de  Gamba.  die  ihm  mehrere  Kinder  Hchenkte.  Sein 
Stln  Vtnceuto,  der  den  Vater  nur  wenig  Jahre  Aber  lebte,  zeigte 
Ipller  Keschicki  in  der  Mechanik.     Zwei  Tüchter.  J  u  I  i  a  und 
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»limvii  ilen  Schleier  untct  de»  Naram  Arcanci 


(inlilei  svitrieb   in    dieser   Zeif    verschiedene   Abhantllin 
über    Alochuiiik,    Bereeliguiigekunst ,    SoTiiieiiuhren,    tvdche  i 
Theil    verloren    gegangen,  zum    Theil    erst  vi«l  efiüter  im  I 
erschienen  sind^).     Auch  an(  das  Gebiel  praktischer  Erfiiidun 
dehnte  er  seinen  Scbarfiinn  aus.     80  erhielt  er  1594  fAr  riiia  «M 
ihm  erduchte  hydraulische  Itlaschine  vom  Uagcn  von  Venedig  m 
Privtlegiuiii  auf  ^0  Jahre.     Bald   darauf  erdachte  er  den  Vf^un- 
tional-Zirkcl;    z««r  hehau[>tL-(e  der  M;iiländcr   Ualtasar  Ct^ti. 
diese  lürDiidung  schon  früher   ttcmjicht   >u    habe»,  doch  waiAt  er 
Ton  dem  nicdcrgesetsten  Schiedsgerichte  schmählich  abgenteM^J 
da  sieb  herausstellte,  dass  er  gar  iiiclit  die  einrachsten  Il~ 
in  der  Gumnetrie  besass').  —  In  Anerkennung  seiner  TerdlOfi 
als  uhadeniiüclier  Lehrer  wurde  Galilei   nach   Ablauf  der  *vA, 
dfchs  Jahre  bestätigt,  uod  gleichzeitig  sein  t^inkonimeii  auf  SäO'l 
bft  seiner  abermaligen  Bestätigung  aber  1600  auf  5'JO  fl.  etbübt.  | 
er  endlich  1609  dem  Veuelianischen  Senat  das  FernglM  überretd 
hatte,   belolttite   ihn  die    Enieimung   auf  Lebenszeit,   mit  eiil 
Jahrgehalt   von    lOÜO  II.   —  Aus    Holland    war  das  Gerüefcl  Oll 
Venedig  gedrungen,  dass  di>rt  ein  Instrument  erfunden  m1i  dtn| 
»reiches  man  mit  Hülfe    von   geschliBFeiien    Glüsern  sehr  etil 
Gegenstände  ganz  nahe  und  deutlich  tTabrnelimen  Ifünne. 
I  e  i  biirte  duvon  (ein  Brief  aus  Paris  brachte  ihm  illc  UeglKligniil 
er  dachte  eine  iianzc  Nacht  darüber  nach  und  fand  das  lUdltlri 
Er  setzte  sein  Teleskop  aus   iwel   Glüsern,    einem   {dancomeH 
und  eincui  [ilanconcaven,  zusammen,  eine   Form,  die  noch  buf 
z.B.  bei  uNserr.  ÜperngliUern.  in  Gebrauch  ist,  und  de»  Nlfli 
des    Gaiilülsiiben    Kernrohrs    beirahrt  hat.      und    nSbreod  «  \ 
Hand  der  hollSndiscben    Künstler   das  Instrument  nuch  livpl 
sehr  unvollkommenes  blieb,  brachte  es  Galilei  bald  zu  I 
FlfichenvergrüHserung;    ja,  er  benutzte  es  sogleich .    um  dttf 
schung  ein  ganz  neues,  ungeahntes  Feld  zu  eröffnen;  Er  ll 
sein  Fcrnmtir  gen  Himmel,    üuerst  auf  den    Mond,    unilfiMiä  J 
ihm  Thäler  und  Berge,  bilber  als  die  Berge  der   ICrd«,     Die  P 
jnden,    tu    denen   man    im    Altcrlhume   nur  6—7   Sterne  annahm.  1 
zeigten  ihm  JO;   im    Gürtel   des   Orion,   wo    dtiK  blosse  Au);e  nur 
7  Sterne  »ahriijmmt,  zählte  er  .leren  80;  die  Milcbslrass«  uaitdk)' 
Nebelflecke  lösten  sich  in  seinem  Glase  zu  Grufipen  von  an 
gen  Sternen  auf.     Am  7.  Januar  1610  entdeckte  er  di«  Maadcdl 
Jupiter,  zuerst  drei,  sechs  Tage  später  einen  vierten.     Alle  i 
uicbtigeu   Beobuchlungeii    verüffenilivhle  er  schon   im  MSri  döj 
selbea  Jahres''). 


Strtit:  Cttme»  £titi/ti.  ^47 

Enlttcdtuug .   dl«   rr   i»  Ji>ri   lölO  aucble.  kivJi 
mrStk  and  (heilte  sie  tuiläatig   nat   in  na#ffi  AnagTama 
den  «r  K|iiilcr  aur  Biiien  Kaiser  Rndulpk  II.  die  Aof- 
gab: 

Altisaimiim  ptanüram  lergvntiDaia  obserTRTL 

MHe  bSuilivh  ilvfi  Kini;  defl  .Saturn  durrb  sein  nicht  hinrei- 
rkesd  »latiir*  Trlcecnp  nor  nnilpullicli  «ahr^rnoHitiieD;  der  l'laiiel 
Hchien  ihn*  ans  drei  Sternen  zu  bestehen,  und  er  wai  nicht  ncn^ 
erstJtunl,  als  nach  rtiiieen  Jahren  die  Henkel  dea  Ringes  «leder 
»etacbinindcfl  trareii.  Ei  Ifst^e  sieh,  ob  ihn  «eio  Ferarabr  g»- 
tinacht.  oh  fefin  Ao^e  acholdier  gennrden  sei.  oder  ob  Salnni 
nm  s**vilri>  Male  »eine  Kinder  ier«chlungen  habe-  Am  irahr- 
aeb«inl>cfasteii  »ar  es  ihni  (rdlicb,  das»  »ie  bmf  |>eiiodiach  »er- 
•diwlndrn  und  s|>i<er  tvieder  eracbcioea  iHIrden,  na«  aicb  in  d*r 
l^olfte  vuttkctnmen  bealätigt  hat. 

Uk«e  pUnirnden  EnldrcLungeii.  »eiche  so  rasch  auf  einander 
M^an,  otreglen  Überall  äUuiMa  und  B»wunilerun);.  Dia  Dichter 
Melleifeiten,  Uslilpi  zu  veiheirlicbeit,  unil  die  Ju[iitctslTaban(en 
fmnJen  an!  .Maakenbntlen  djriteslellL  Dem  Toäcanitcben  Heir- 
■dieihautc  za  Kbrcn  hatte  (iaiil  ei  dieselben  MoUiceiache (teatim» 
bcnauul:  dt'  Kitniv  v»»  Fratikreich  beeitle  niih,  ihn  *a  bitten, 
bat  it&cbftlot  (teleKrnheit  a»ch  aeinen  N.-imcn  zii  berÜcksichlifien. 
Am  ](».  Juli  1010  l>ener  (  »fmioü  II.  ihn  nut-h  Toacana  lurflck 
tia  eraleu  Profc*«»'  der  Alalhcmaük  an  der  rniver^ilXt  Plaa  mit 
einen  Jahru<?hall  \un  lOUO.Skudi,  ohne  die  Verpflichtung,  in  Pis* 
cn  wobnvn  und  Votle»ui>);eM  cii  hallen,  ond  zugleich  als  Mathe- 
nalifcer  und  Philosophen  des  (•rombcrxAg liehen  Hofe«.  Galilei 
nahm  ilic*«  Slvllang  !;erM  au,  da  nie  ihm  die  Dlusao  Rlf  Terner» 
l3«larMchunRen  wchcrle.  «Khrcnd  in  Padiia  ein  groaset  Theil 
Mtatr  i(cit  ilurrfa  VorliMtungen  in  Anspiuch  fcenuutmen  «sr.  Im 
(ttpletnber  kehric  er  in  «me  Valet><la<ll  xurOck  nnd  bald  daraur 
bcabaühlete  er,  datiri  die  %>nuB,  fibniich  nie  der  Mond,  In  rege!- 
nfiaaiger  Aul'einandt^rridge  tier  verschiedene  Gestallen  zeigt,  was 
•cjtan  Cpernlku«  al«  i'i.ien  llc.veis  fäi  die  Bewegung  di-r  Pia- 
■elea  um  die  Sonne  vorhür^i-Migt  halle;  uuch  fand  er  merklichs 
Vartoderuiisfn  In  dem  Glänze  und  dem  scboinharen  Üurchmeaaet 
d«a  Mar».  Nncb  in  PaOud  halle  er  die  Entdeckung  iler  Sonnen- 
flecken  Keniachl,  dieselbe  aber  nnfangx  nur  einigen  verlraulon 
FrcoBden  mitgelfaeilt,  da  aie  K^i"'*  ■''^  petipatelische  Dogma  von 
'  l_R»inbeit  d«r  Sonn«  vcralicea.  Im  MOri  1611  ging  er  niofc 
r  Pemunrii,  damntet  auch  mehrere  CardinfilAt 
^enen  Enldetkungcn    am    llinimcl  »eben  lies«.     Pieaelhei 
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GiteKten  allgemeines  Stauoen,  und  ibrc  Wicbligk«il  wurd*  kldi 
Terkamit.  Jede  einzelne  ron  Ihnen  »vnr  ein  Sloss  g«!«»  <!' 
des  Ploleniäu.i,  dass  lief  Iliramcl  sidi  um  die  Enia  ala  fealta 
und  unlieneglichen  Millelpunkt  dreht,  nelcho  durch  das  fprart 
MUtelaller  tiinduicli  gegotlen  hälfe,  —  jede  einiclne  eine  0 
Bestätigung  des  Co)>ernik.iiiischen  Wcllsystems.  Die  Frage  d 
die  Beu'^ung  der  Erde,  welche  tialilei  seil  lange  angenHumea 
halle,  kam  jetxt  in  Rom  zur  Sprache.  Sein  Freund  S^rpi,  d*r 
ihn  ungern  von  Venedig  scheiden  sab,  hatte  um  vor  dieser  Rei. 
gewarnt  und  schon  damals  au sgeit)) rochen,  dass  mnn  au«  Jen 
Frage  eine  kirchliche  Angelegenheit  machen  und  (.talilcitsm 
Widerruf  zwingen  wifrile.  In  der  Tbat  kamen  einige  einBuaaielck* 
geistliche  Würdenträger  auf  den  tiedanken,  dass  dns,  was  G>tU 
lei  ihnen  zeigte,  nur  eine  Tüuschuiig  sei,  die  mit  dem  kircMielu 
Doftma  im  entschiedensten  Widerspruch  stünde;  in  Folge  de«SW 
beauflragte  Cardinal  Bell  arm  in  vier  Jesuiten,  darunicr  den  AiIfs- 
nomen  Clavio,  mit  der  früfung  von  Galilei's  Entdeckun^t, 
und  diese  konnten  darin  nichts  VerfSiigliches  finden.  So  Ubrle 
G«lilei,nachdemerunterdie  Mitglieder  der  heriihmlenAccaileBll 
dei  Lincei  auTgenomnien  war,  mit  erhiihlem  Ansehen  »ach  Fioruii 
zurück.  Doch  liess  er  in  Rom  viel  Neider  und  Feinde; 
manche  herii^  dicRichtlgkeit  seiner  Behnuptnngen  hestrUten.  Es 
Blick  durch  Galilei's  Fernrohr  hülle  sie  eines  Besseren  bcttbnn 
künnen;  allein  sie  ueigerten  sich  hurloKckig,  diesen  Blick  an  ib« 
indem  sie  von  vorn  herein  alles,  naa  das  Fernrohr  xeigte,  fi 
Teufelsspuk  erklärten.  —  In  diese  Zeit  ßillt  die  Erfindung  dii 
Mtkroskojis,  des  Instrumente,  welches  Tür  alle  Zweige  der  ütlm' 
wissenschallen  von  grüselor  Wiclitigkeit  geworden  ist,  iinil  nel^ 
chem  wir  namentlich  tu  Bezug  auf  den  inneren  Bau  der  ThiiM; 
und  Pflanzen  eine  Reihe  der  glänzendsten  AuTschlGsse  verdank« 
Es  ist  darüber  gestritten  worden,  ob  Galilei  auch  dttae  I 
düng  gebührt.  Viviuni,  sein  trener  Schüler  und  Biograph,  b« 
riehtel,  dass  er  schon  1612  ein  Mikroskop  an  den  König  von  Pol« 
geschenkt  habe.  Soviel  steht  fest,  dass  es  ihm  im  Jahra  (ffi 
gelang,  dasselbe  bedenlend  xu  vervollkommnen  und  ihm  ein«  Vi^ 
richtung  zu  geben,  weltbe  lange  Zeit  im  Gebrauch  gewesen  li. 
Auf  Veranlassung  des  Grossberzogs  von  Toscana  gab  GjtlU« 
seine  Abhandlung  Über  die  schwimmenden  K3rpit> 
herans,  worin  er  eine  Menge  interessanter  Beobachlungeo  m^BÜ. 
und  die  wahren  Ursachen  derselben  nacbnelst.     Er  hat  hirrxna 

dasPrincipdervirluellen  Geschwindigkeiten  aurget 

welches  eine  so  viellache  Anwendung  in  der  Physik  gefunden  ha 
Auch  bandelt  er  in  diesem   Werke  von   den    Phasen   der  V« 


streit:  CalUto  CitllUI 


240 


WB  UmlanfaieUen  der  Jupiters  Irabanleii  und  von  den  Soddcd- 
«cImh.  Die«»  lolitere  Entdeckung  nahm  der  Jesuit  Scheinet 
Ir  ^cb  in  Anafitut^h  um)  vcranlasEte  iladurch  (jalilei,  im  Febr. 
B13  «eine  Briefe  nii  Marco  Velseri")  von  der  Accademiu  dei 
ilneci  herausgeben  lu  lassen,  worin  er  <tie  Behauptung  Schei- 
•  r's  widerlegt,  dass  die  Sonrieulleclteu  Gestirne  seien,  welche 
«a  r<*len  «nd  Doveräuderlicheii  äoutienktirper  umkreiswi. 

Wir  nlfheni  uns  jetil  der  Zeit,  ivorin  eich  die  Katastrophe 
orbclvltele,  in  welcher  der  gruüse  Forseber  endlich  unterliegen 
olKe.  Schon  seit  vielen  Jahren  halte  er  die  CopernikahiBche 
i^r«  vom  Wtllsystem  als  die  richfij;e  erkannt.  Er  spricht  diea 
B.  Id  einem  Briere  sn  unsern  berühmten  Landsmann  Johann 
!«pler  rom  4.  August  I5'J7  aus,  und  fügt  hinxu.  dass  er  viel 
uBlMr  geschrieben,  aber  noch  nicht  gewagt  hübe,  daniil  hervor- 
itTvten.  sbcce  eil  reckt  durch  das  Schicksal  des  Copernibus,  der 
rar  bei  manchen  unsterblichen  Ruhm  erlangt  habe,  aber  bei 
nendllrii  vielen  lächerltch  geworden  sei.  Seinen  Schülern  und 
ertranten  Freunden  gegenüber  hielt  er  mit  seinen  Ansichten  nicht 
UTfick.  hatte  aber  bis  jelxt  nichts  dardber  verSffenIlichl.  Zwar 
Kit*  dte  Kirche  noch  nicht  fOr  niithig  geballen  gegen  die  neue 
i«bre  ciMEUschr eilen ;  halle  doch  der  Paksl  selbst  die  Widmung  von 
'Mpeinikos  Werk  Ue  orbium  cnelestium  rev  olulioni  bus 
IbriVl  annenommen.  Aber  Galilei 's  Gegner,  Eumal  die  Anhänger 
er  ArtMolcliMchen  Schule,  ruhten  nicht.  Vor  dem  Erzbischnr  von 
'larerH,  dem  liischof  von  Fiesule  und  andern  ging  die  Bewegung 
IM,  ilie  Uominibaner  schlössen  sich  offen  an;  der  Paler  Cac- 
ini  etferle  von  der  Kan/el  herab  gegen  dengrossen  Astronomen. 
:r  l«|ile  seiner  Predigt  die  Worte  dt-a  Lukas  lu  Grunde:  „Viri 
iatilei,  quid  Blatis  adspicienles  coelum.  Ihr  Galileiechen  Männer, 
BS  steht  Ifir  und  schaut  gen  Himmel",  und  führte  aus,  daas  die 
iMiuetrie  eine  teuflische  Kunst  sei,  und  dass  aus  allen  Staaten 
ia  MKthemaliker,  ate  Aiisljfler  sämintlicher  Ketzereien,  verbannt 
'erden  mittaten.  Unaufbrirlicb  wiederholte  man  die  Worte  der 
lebrlfti  Terra  in  aeternum  stal  und  die  Stelle,  wo  erzfihll  wird, 
SS«  Joaua  die  Snnne  still  stehen  hiess.  Galilei  antwortete 
nf  riicBc  Angriffe  durch  einen  Brief  an  die  Groseherzngin-Wiltwe 
Ifarlütliie  von  Lothringen,  in  welchem  er  sich  auf  den  theo' 
»giscbeti  Standpunkt  stellt  und  nachzuweisen  versucht,  dass  die 
kMn  falsrh  ausgelegt  worden  sei.  Die  Anmassiing  eines  Ge- 
»brtMi,  der  keinem  geiallichen  Orden  angehörte,  die  Bibel  inler- 
retfrea  tu  wollen,  veranlasste  in  Kam  einen  allgemeinen  Sturm, 
B  >i*  als  ein  EiugriD  in  die  ansscbliesshcben  Vorrechte  der 
3rehe  angesehen  wurde.  Die  beiden  Doraimkanermüncbe  Cac- 
la)  nod  Lorini  deDuncirten  Galilei    bei  der  Inquisition  and 
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ilieaer  begab  sich,  mit  Einr«hluiigebrJ«feii  des  (»»»wkerzogB  n 
Behen,  persönlich  imch  Koni,  kunnle  aber  iitcht  « etbiiiilcni ,  A» 
im  Februar  16IÖ  die  Lehre  vom  der  UcibewegHchkell  ii 
Sonne  um)  der  Unidrehang  der  Erde  für  fnlsch  imd  krUerl« 
erklürl,  sonie  die  Werke  des  Copeniikus  und  de«  neapvlilanUdit 
M'inches  Fosrarini,  worin  dieser  den  Wortlaut  rerschlcdeni 
Schriftstellen  mit  dem  System  des  Cojicriiikus  in  Uebereini«tiiii 
zu  briiifteu  suchte,  der  Censur  unterHorrcn  wurden.  I>ie  Coiikfc 
galioii  des  Index  machte  dabei  einen  Unterschied  zirixohen  1i 
Werken;  das  des  Foscarini  ward  gänzlich  verboten,  n-fifainid 
jenes  des  Copernikus  bloss  corrigirt  und  darin  unter  andern  itlt 
Stellen  gestrichen  werden  sollten,  ivorln  die  Erde  als  8tern  b^ 
xeichnct  tvird.  Galilei  wurde  zunScbst  von  dieser  Maasregd 
nicht  jiersiinlieh  betroffen;  docb  ivurde  ihm  das  jifkbsllidie  Ovcnf 
.ausdrGcklich  mitgelheüt,  und  ihm  untersagt,  die  falsche  Lebn- 
vorzutragen.  Er  blieb  nlcbtsdesto weniger  in  Korn  and  h 
sich  noch  immer,  der  Wahrheit  Uollung  zu  verschaffen,  liU  m. 
endlieh  vnm  Grossberzug  selbst  zuiückgeruren  wurde  in  Folgt 
eines  Berichtes  des  toskanischen  Gesandten,  Guici'iardini.ffvrii 
dieser  auf  die  Gefahren  hinwies,  denen  man  steh  auss«tsle.  «kbh' 
mnn  Galilei  länger  protegirle  „unter  einem  P.ibst,  der  dt«  To-r 
lent  und  die  Wissenschaft  verabscheue  und  Neuerungen  und  felntni 
Untersuchungen  so  abhold  sei,  dass  diejenigen,  welcba  itwu 
verständen,  sich  unwissend  stellten,  um  nicht  veritächlig  aa  « 
den  und  sich  Verfolgungen  auszusetzen."  Galilei  schüpfle  n 
Hoffnung,  als  I6'i3  sein  langjähriger  Freund,  CardinaJ  Mkfrc 
Barbarini,  unter  dem  Namen  Urban  VIII.,  den  Stuhl  Petri  b 
stieg.  Die  Accademia  dei  Lincei  widmete  dem  neuen  PabsiGati 
lei's  jfingste  Schrift,  den  Saggiatore,  ein  Meisterwerk  de«  S 
und  der  Dialektik,  worin  er  die  Ansichten  des  Pater  tiarfei  Ibi 
die  Cunielen  widerlegt  und  seine  eigenen,  freilich  nicht  i 
glücklichen  Vermuthungen  über  die  Natur  dieser  Hlmiiudakll 
darlegt;undim  nScbelen  Frühjahre  ging  Galileiselbsl  iiadi  H 
wo  er  eine  sehr  freundliche  Aufnahme  fand.  Dies  «mmlligl 
ihn,  ein  Werk  zu  vollenden,  in  welchem  die  beiden  Weltafstei» 
das  Ptolemaische  und  Copernikanische,  mit  etMUid 
verglichen  und  die  Grdnde  für  und  wider  das  eine  und  das  -uidi 
gegen  einander  abgewogen  werden'"),  Er  wählte  ftir  dieae  Dt 
Stellung  die  Form  von  Gesprächen.  Alle  Gründe  für  die  llidili) 
Lett  des  Copernikanischeii  Systems  legt  er  zweien  seiner  Fremd 
Sagredo  undSalviati,  in  den  Mund,  denen  er  als  Vertheidia 
der  plolemiitschen  Ansichten  einen  Peripatetiket  Sinipliciog 
üfaerstfllll.  Dieser  letzlere  erseheint  dabei  in  einem  sehr  unaOnstiit 
Lichte;  er  bringt  die  albernsten  Dinge  zu  Platze  und  erklXrt  a.  B.  aI 


streit:  KallUo  GotUtt. 


•2:»i 


tomali«chen  FJandife  »einer  Uegntr  ßlr  Sulililil{t«n,  di«  Ari*to- 

»  wrinvn  Schalem  uiil«tsai;e,  «eil  er  selber  uicblu  Javun  veMtnn- 

'eiin  niuH  dies«  GesprSehe  liest,  k«nn  man  nicht  zwei- 

I  Kein,  auf  »eiche  S«ite  der   Verrass«r    sich   alelleu   uullte. 

1  An^enliUck  scheint  der  einOiltige  Simplicin  tni    Be);riffc. 

Undig    niati    i!«^9«(zl    ;eu  netden,   bU  er  ganz  unerwartet  am 

t)  Ukerlwnd  bch&lt  und   die  Entscheidung  zu  Gunsten 

I  Pinlemflue  getroffen  wird. 

£«  ist  ein  ltt>»et«  vuii  dem  üiigeschiek  oder  der  Unitisseu- 
beil  der  reasoren .  nelchcn  die  Gespräche  sur  Beurlheilung  vor- 
lagen, daas  sie  den  Huhn  und  Sjiott  nicht  etkannlen,  welche  aus 
dJe«er  Art  der  Hehandluiii;  sprechen.  Vielleicht  Messen  sie  sich 
durch  die  Vorrede  tliuccben,  iinriu  Galilei  sagt,  es  sei  vor  eini- 
gen Jahren  in  Unni  ein  sehr  heilsames  Edikt  erschienen,  ivelches 
r  die  PythagurAische  l.ohre  von  der  Beu'egi'ng  der  Erde,  um 
I  Skandal  de«  Jahrhunderts  ein  Ende  zu  machen,  gfinzliches 
■fcbweigen  aurerle(;c.  Einige  Verwegene  hfillen  den  Gedanken 
,  dasa  dies  Dekret  nicht  ans  reiflicher  Prüfung,  sondern 
I  Khlechl  unl errichteter  Leidenschart  hervorgegangen  sei,  und 
'n,  dans  in  der  .'\stronomie  vollständig  unorrabreoe 
'  durch  ein  ill>ereiltes  Verbot  den  spekulativen  Gristern 
EFiagel  nicht  beschneiden  diirrien.  Sein  Eifer  künue  eu  diesen 
kht  atillsch» eigen.  Er  eoi  von  jener  weisen  Maassregel 
prr^cbtcl  genesen  und  habe  sie  vuUkouimen  gebilhgl;  jelxl  wolle 
bZcuge  der  Wahrheil  auftreten  und  durch  dieses  Werk  den  frera- 
tVülkeru  xeigeii,  d aas  man  von  diesem  Gegenstände  in  Italien, 
I  bweodera  tn  ftom.  «bensuviel  als  andenvSrts  vorstände;  daas 
ise  Belruchtuugcn  über  das  Copernikanische  System  schon 
r  Verdammung  desselben  in  Kum  bekannt  gewesen  seien, 
iis  man  diesem  Lande  nicht  nur  Dogmen  für  das  Seelcn- 
t  VCtdanke,  sondern  auch  sinnreiche  Eittdeckungen  sur  Ver' 
j^ung  der  Geister. 

k  Gtnng,  die  Dmekertaubnisa  wurde,  nach  Abgnderung  einiger 

I,  gegeben,  und  da  eine  in  Tuscana  ausgcbrocbene  Epiilemic 

Iblilc)   von  der    Rci«c    nach    Itom   alihiclt)'),   so  erschien   das 

Werk  lti3i  In  Florenz,  nach   einer   nochmaligen    Revision    durch 

div  derligen  Ceiisoren  und  den  l>eneraMni|uisilur,  und  wurde  mit 

I  Beifall   aulgenommen.      A1>er  sogleich  regten  sich  seine 

es   erschien  eine    Menge    von    Gegenschriften;   er  wurde 

•  bei  der  Inquisition   denuntirt,   und  dem  Pabst  die  Mei- 

\  beigebracht,  dasa  Galilei  unter  dem  Simplicio  ibu  gemeint 

Uit    unerbittlicher    Strenge,    ohne    Rücksicht    auf  seine 

ihkelt,  auf  die  Strenge  des  Wintere  oder  auf  die  Gefahren 
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dea  herrschenden  Conlagiiinis,  wufile  der  fael  70jäh(lge  fireii 
nach  Rom  vor  die  Congtej^atioii  des  Sant'  UfTicio  geladen,  nn 
sich  zu  verantworten.  Am  13.  F«bruar  1633  kam  er  dort  an 
stieg  bei  Nlccolini,  dem  fiorentinischen  Gesandten,  ili,  dem  der: 
Ruhm  ßebiihrt,  da«s  er  bei  der  ganien  Ani^eleüenheil  warm  u 
fliTrig  Tür  Galilei  Sorge  getragen.  Zwei  Monate  vergingen, 
ohne  dass  in  seiner  Sache  irgend  etwas  geschah.  Mills  Ajiril 
niUBsle   er    den   Geeandtscbarispalast   mit    den    (icriSngniseen  dsr 


Intjutsilion  verlauschen 

erhielt  er  die   Erl; 

aber  am  SO.  Juni  i 

Urlheil 

der  Inqiiieilion  auTeine  ' 

mnsste  er  seine  Itrthtij 

aber  die  Bewegung  dei 

ketzerische  und  den  Lehren  der  Schrift 

verdammt   ivurde,   uicnials  zu  reden  oili 


ungetahr  14  Tage  blieb.  Daan 
s  EU  INiccolini  zurflckEubebren,  wm  ' 
innial  vor  die  liii|tiisitiiin  geführt,  nmti 
Es  lautete  auf  Haft  in  den  Gerängalasen 
am  Pabste  zu  bestimmende  Zeit.  Kninod' 
er  abschwüren  und  feierlicb  verwpre 
Erde,  welche  als  eine  Taleche,  unsinnige, 
»{»rechende  MelOMig 
acbreiben  >*), 


hat  beziveirell,  ob  (iaiilei  gel'olterl  worden  ist.  Ibai  seibat  trat 
jede  Miltheilung  über  das,  was  mit  ihm  Im  Inquisilionsgeringi^ 
vorgegan<;en,  streng  untersagt.  Es  tiiiden  sich  aber  ia  dem  Dr- 
(heil,  welches  nebst  den  übrigen  Processakten  erhalten  isl,  fol- 
gende Worte: 

,,Und  da  es  Uns  so  vorkam,  als  bätlest  Du  nicht  aurtichtig- 
die  Wahrheit  über  Ueine  Meinung  |>esagt,  schien  es  uns  nütblg,! 
mit  dem  exanien  rigorosum  gegen  Dich  vorzugehen,  in  welchen* 
Du  balkolisch  geantwortet  hast"....  Die  Sprache  der  InquiaifiM 
kennt  nur  eine  Bedeutung  Tür  examen  rigornsum:  die  Tortur f^— 
Gebrochen  ftni  Kiirper,  aber  ungclirochen  am  Geist,  vertiuss  Ga- 
lilei Hom  und  brachte  mit  Eriauhniss  des  Pabsles  hei  den  Et» 
biscbof  von  Siena,  seinem  Schfilei  und  treuen  Freund«,  Dbif' 
Alonate  zu;  dann  bezog  er  die  Villa  dl  San  Matte»  in  Areetri  M 
Florenz,  die  ihm  als  Gelängniss  angewiesen  wurde.  Die  vob  IIm 
»achgesuchle  Erlaubniss  nach  Florenz  gehen  oder  weni^teW' 
den  Besuch  seiner  Freunde  empfangen  zu  dürfen,  wurde  Um  ak 
geschlagen  mit  dem  Bedeuten,  sich  kunltig  jeder  Bitte  zu 
hallen,  wenn  er  nicht  in  das  Inquisllinns^erangniss  zurüclcwaiiden 
wolle;  und  diese  unnienschliche  Ankündigung  des  Inquisllers  ar* 
hielt  er  an  demselben  Tage,  "an  welchem  die  Aerzle  ihm  die  he- 
vorstehende  AuRüsung  seiner  Lieblingslochter,  der  SchweM« 
Celeste,  die  ihm  die  Tage  seines  Unglücks  halle  erleicbton 
helfen,  ankündigten.  Alles  schien  sich  zu  vereinigen,  nm 
die  letzten  Jahre  seines  Lebens  zu  verbittern.  Sein  Sohn  msclil« 
ihm  Kummer  durch  schlecht«  Auffiifarong.    Schon  ltt32  hfttto  ««h 
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^^Micii«  Abnahme  seiner  SeblcTort  gexeigl-,  Ende  1637  er- 
^H|  die  Augen  fOr  immer,  vtcjche  bo  viele  herrliche  und 
Phs  Erschein  Dllgen  entdeckt  hatten.  Auch  seine  wiaeen- 
RKHien  (jDlernehmungen  schlugen  Tehl;  die  Miinche  hurten 
'.  wut,  ihn  tu  verrollen,  und  tvohi»  er  seine  Werke  schicken 
itB,  Sberall  traf  von  Koni  der  Befehl  ein,  den  Druck  su  ver- 
em-     Schon  vor  2U  Jahren  hälfe  er  dem  spanischen  Hole  ein* 

Helhode  der  geogra|ihi8cheii  I.Sitgeiibcstimmung  vorgeschla- 
die  Verhandlung  nar  niederholt  ahgebrocheo  und  wieder 
MOOinien,  aber  noch  siets  frnchllos  geblieben.  Er  bot  seine 
dang  aar  den  Rath  seiner  Freunde  den  Generalstaaten  von 
lad  w;  die  Unterhandlungen  waren  noch  im  Gange,  aU  er, 
ihre  alt,  am  8.  Januar  1642  starb.  Die  irdische  Uulte  des 
len  (ieisles  wurde,  seiner  letElwilligen  Uesliiumung  gemüsa, 
rr  Kirche  Jjania  Croce  zu  FloreriK  beigeiielzt;  aber  es  bedurfte 

erst  eines  Ausspruches  der  berübmlesten  Lehrer  des  kano- 
len  Rechtes,  da  seine  erbitterten  Feinde  sein  Testament,  al* 
I  im  Banne  der  luquisllion  verstorbenen,  für  null  und  nichtig 
iten  wellten.  140  seiner  Bewunderer  vrollten  ihm  ein  Denlc- 
ScAun;  aber  Nicco  lin!  rieih,  die  Ausführung  besseren  Zei* 
rsrnhehallen.  Sie  geschah  fast  ein  Jahrhundert  später,  im 
e  1737;  und  erst  in  unserer  Zeit,  I84I,  wurde  in  Ftoreiii,  im 
tnm  der  Naturgeschichte,  bei  Gelegenheit  des  3.  Italiänischen 
Ciwcbaniichen  Congresses  eine  prächtige  Gedenkhalle  mit 
ir  hbensgrossen  Bildsäule  errichtet.  Heutzutage  wird  in  Italien 
Leliredes  Copernikus  von  Mitgliedern  derselben  geistlichen 
1»,  welche  bei  Galileis  Verurtbeiluiig  die  Hauptrolle  sptel- 
SffeBlJicb  vorgeliagen.  Das  wissenschaftliche  Märlyrerthum, 
reichem  man  den  Vertheiiliger  der  Wahrheil  stempelte,  bat 
B  endlichen  Durchdringen  eben  so  sehr  genützt,  als  dem 
ibeii  d«l  Kirche  geschadet,  und  es  bat  jetzt  auch  jenseits 
Aljwn  die  Ueberxeugung  Platz  gegriffen,  dass  man  die  Um* 
'  der  Wissenschaft  nicht  dekretiren  kann,  und  ob  auch  das 
elwallen  Einzelner  oder  die  Vorurtheile  des  grossen  Haufens 
leitweise  im  Fortschreiten  hemmen,  --  sie  kann  nicht  still  ste- 
,  ile  bewegt  sich  doch! 
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AiiiMerkiiges« 


1)  „Die  dOOjfthrige  Jubelfeier  des  GeburtstagB  Galilei's  ist  in  Pisa  anf 
das  glftniendste  tot  sich  gegangen ;  f&nfzig  Üniversitftton  und  Akademien  waren 
bei  derselben  vertreten;  auch  der  Unterrichts  -  Minister  wohnte  der  FeatUchkeit 
bei.  In  Turin,  Mailand,  Cnneo  und  andern  St&dten  ist  diese  Sftkularfeier 
ebenfalls  fllrstlich  begangen  worden.  Üeberall  wurden  Beden  gehalten  und  die 
Büste  Galilei's  bekränzt. <<     Nat-Zeit  Tom  27.  Febr.  1864.  Nr.  97. 

3)  Nelli,  Vita  di  Galileo.  Losanna  1793.  2  vol.  in  A^  und  Bacconto 
iatorico  della  Vita  di  Galileo  scritto  da  Vicenso  Viviani,  wovon  mehrerB 
Ausgaben  erschienen  und  der  sich  wieder  abgedruckt  findet  in  der  unter  Lei- 
tang  von  Eugcnio  Alb^ri  von  1842-^56  zn  Florenz  erschienenen  Gesammt- 
ansgabe  von  Galilei'sWerkenm  16B&nden:  Le  operedi  Galileo  Galilei, 
prima  edizione  completa  condotta  ragli  antcntici  manoscritti  palatini  e  dedleata 
a  S.  A.  L  e  B.  Leopoldo  II,  Granduca  di  Toscana,  auf  die  wir  uns  im  Fol- 
genden stets  beziehen  werden. 

Libri,  Histoire  des  Sciences  Math^matiqties  en  Italie,  depuis  la  renais- 
sance  des  lettres  jnsqu'k  la  fin  du  dix-scptibme  si^cle.  Paris  1838^-41. 
T.  VL  p.  157—294. 

Arago,  Oeuvres  complbtcs  T.  III.  p.  240— 297. 

K.  V.  Littrow,  Kalender  f&r  alle  Stande  1863.  p.  108—122,  staut  sich 
in  Bezug  auf  Galilei's  Process  namentlich  auf  Bcumont,  Beitrage  zur 
italienischen  Geschichte,  die  mir  leider  nicht  zu  Gebote  standen. 

Nennen  will  ich  hier  noch: 

Galileo  Galilei.  Geschichtlicher  Roman  von  Mathilde  Baven.  Leipzig 
bei  Brockhaus.     1860. 

Das  Leben   Galileo   Galilei's.     Gedenkblatt  zur   Feier    seines  300j&hrigen. 
Geburtstages  von  Lina  Morgenstern.     Berlin  1864. 

Galilei.     Trauerspiel  von  Heinrich  Bolze.     Cottbus  1861. 

3)  1638  bei  den  Elzcvicrs  in  Leyden.  Es  fahrt  den  Titel:  Discorsi  €= 
dimostrazioni  matematiche  intomo  a  due  nnove  science  oder  Dialoghi  dellez 
nuove  science,  Opere  T.  XIII. 

4)  Della  Scienza  Meccanica,  Trattato  di  Fortificazione ,  Opcre  T.  XL 

5)  Usus  et  fabrica  circini  proportionis  Balthasaris  Caprae;  Difesa  di  Gm^- 
lileo  contro  il  Capra,  Opere  T.  XI. 

6)  Sidereus  Nuncius,  Opere  T.  III. 
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7)  Discono  intorno  alle  cose  que  stanno  in  su  Tacqua  o  que  in  qnella  Fi 
maOTono  oder  Discorso  intorno  i  gollcggianti,  Opere  T.  Xu. 

8)  Lettere  intorno  alle  macchie  solari ,  Opero  T.  III. 

9}  Jl.  Saggiatore,  nel  qnale  con  bilancia  esqnisita  e  ginsta  si  ponderano 
le  cose  contenate  nella  Libra  Astronomica  e  Filoeofica  di  Lottario  Sarsi,  Opere 
T.IV. 

10)  Dialogo  intorno  al  dne  mauimi  sistemi  del  mondo,  Tolemaico  e  Oo- 
f  f  micano,  Opere  T.  I. 

11)  Die  Accademia  dei  Lincei,  wetehe  wiedemm  die  Heransgabe  überneh- 
men follte,  hatte  sich  inzwischen  aufgelöst  Eine  spätere  Fortsetaong  der- 
selben ist  die  noch  heute  In  Born  blühende  AccadenpaPontifida  de'  nuovi  Lincei. 

19)  Die  oft  citirten  Worte:  E  pur  si  muore,  welche  Galilei  nach  Lei- 
■tnng  des  AbschwOrungseides  ausgerufen  haben  soll,  sind  nicht  beglaubigt  und 
sdidnen  ihm  yon  einer  sp&tem  Zeit  in  den  Mund  gelegt  worden  su  sein. 

13]  Appendice  relativa  al  proccsso  di  Galileo,  Opere  Suppl. 

Eist  wihrend  des  Drucks  dieser  Zeilen  ist  mir  durch  die  GMite  des  Herrn 
Hen]iig.d.  Areh.d.M.u.P.  ein  Aufsats  yon  Moris  Cantor  bekannt  geworden, 
'wddier  aadisnweisen  yersneht,    dass  unter  dem  peinlichen  Verhör,  we- 
nigstens in  diesem  speeiellen  Falle,    nur  die  Befragung  vor  Anwen- 
«Inng  der  Tortnr,  Tielleicht  in  Gegenwart  der  Marterinstrumente  und  nnterBedro- 
Imif  Bit  den  Qualen  derselben,   in  verstehen  sei.     Jedenfalls  scheint  in  den 
yrocessacten   eine   Lücke   su   sein.     Vielleicht  ist  es  der  Zukunft  vorbehalten, 
mu  den  geheimen  Archiven  des  Vaticans  diese  Lücke  ansmAllen  und  schliess- 
lidi  den  wahren  Thatbestand  unswcifelhaft  festsnstellen. 
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Kagel  der  mittleren  Krummang  des  Ellipsoids. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Ich  will  in  diesem  karzen  Aufsätze ,  als  eine  Anwendosg  (fl 
in  Thl.  XLI.  S.294.  entwickelten  allgemeinen  Satzes  ^  die  Ktgr 
der  mittleren  Krfiromung  des  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  dreiazigen  Elllpsoids  Tollsfändig  bestimmen. 

Wenn  (xyz)  ein  beliebiger  Punkt    dieses  Ellipsoids   ist  m,^ 
durch  K\  R"  der  kleinste  und  grusste  Krfimmungshalbmesser 
diesem  Punkte   bezeichnet   werden ;    so  ist  in    Thl.  XLI.  S.  tS 
schon  gezeigt  worden ,   dass 

ist  Bezeichnen  wir  nun  den  Halbmesser  der  Kugel  der  mi^ 
leren  Krflmmnng  in  dem  Punkte  (jryz)  durch  B,  so  ist  bM' 
dem  in  Thl.  XLI.  §.  14.  aufgestellten  Satze : 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

^ «=*i(?)'+(^'+ö)"i- 


f  _    ' 
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wir  bemerkeD,  dass  in  Tbl.  XU.  S.  269.  S.  291.  schon  be- 
worden ist^  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Grosse  T'^Oy 
usse  5  positiv  ist^  wesbalb  wir,  wenn  die  Coordinaten  des 
unkts  der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  durcb  X, 
bezeichnet  werden,  in  den  in  Tbl.  XLI.  S.  293.  für  diese 
naten  gefundenen  allgemeinen  Formeln  die  oberen  Zeichen 
1  müssen.    Weil  nun,  wenn 


»=er*(f)'HO'- 


1 


wird. 


a»_2£       3«?_?jy       ^if_?5 
aar""a»  '     By'^  b^*     dz  ~  c* 


Iglicb 


0  ist  nach  den  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Formeln: 


5« 


z=.,.-^V(S)'+(Ö"+(Ä)''. 


Z-z\\ 


?f(r.)'+a)'^(i)'i^ 


8  also  nun  die  Kugel  der  mittleren  Krümmung   voll- 
S  bestimmt  ist. 

.1  XLII.  18 
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Die  Gleichung  der  Berühraogsebene  de«  Ellipsoids  in  den 
Punkte  {xyz)  ist  bekanntlich: 

und  bezeichnen  wir  nun  das  von  dem  Mittelpunkte  des  EUipsoids 
auf  diese  Berührungsebene  gefällte  Perpendikel  durch  p;  so  ist 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


P  = 


also,   weil  (xyz)  ein  Punkt  des  Ellipsoids  ist: 

4) 


P  = 


VU)+(^)+(5i) 


folglich  nach  2)  und  3): 

P* 
(^=.(1-|),     F=,(l-g).    Z=x(l-g). 
Well 

^-*=-5i;*'  '^-»=-6^«''  ^-'=-^*' 

also: 

ist 9  so  ist 

«_,,.+(r_„.+(^-.)-=!^Kf-)ä+©'+(?)  ' 

folglich  nach  4)  und  6): 
i^'ie  es  sein  muss. 
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ist: 


abc       F—  y abc      Z — z 

p          y             P          ^ 

6«                            c« 

abc 
P 

a«            6«            c* 

h  ergiebig  dass  der  Mittelpunkt  (A FZ)  der  Kugel  der 
I  Krümmung  in  der  dem  Punkte  (:r^t)  entsprechenden 
es  Ellipsoidsy  deren  allgemeine  Gleichungen  bekanntlich 

X  —  xtf'-y  _  ?  — 2 

X  V  2 

i«  P  c« 

,   wie  es  nach  dem  oben  erwähnten  allgemeinen  Satze 

hnen  wir  die  Breite  und  reducirte  Breite  des  Punktes 
•  welche  Begriffe  die  Abhandlung  Tbl.  XXXVI.  Nr.  VIII. 
:hen  ist,  durch  B  und  V;  so  ist  nach  einer  in  ThI.  XL. 
26.  bewiesenen  Formel: 

4): 

_     sin^       1  _  1    sin». 
P-^sin»'     p'^c'SdB^ 

h  nach  5): 

c  \8in^/ 

6   sin» 
^       a   sin  ß^ 

a   sin» 

,,       a   b  sin» 
^         c   c  sin  £1^ ' 

nach  ThI.  XXXVI.  S.  90.  Nr.  19) : 

r:=acos£cos»,    ^  =  6sin£cos»«     Z3=csiny 

18» 


*^^'-1 
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ist : 

mr  ^       ^     M^  cosITsinUcos)? 

X  =  aco8£cosl? — o  — 


7)  .   .   .     {  y=zba\n£cosTi^a 


8\nh 

sin  g  sing  cos  g 
6\nB 


oder: 


.  a6   singsinS 

Z  =  csin  j9  —  —-  •  — rir~5 — » 

c  SID  is 


_.      ,        .sinJJ.        ^       „ 
A  =  (a  — 6 -t—ä)  cos  fi  cos}?, 

SID  O 


8) <  F=(6-a?j^)sin£cos», 

„       ,       ab   BtnV.    ,   „ 
c    sino^ 

Nach  6)  ist  aber: 

sing  _  4/  cfl, 
SID  Ä  "^  If    a6  * 

also: 

sing  ^bcR         sing ^fsEB       ^^  sin g  __ a /"oJä  . 

sin  ß        ^      a    '        sin  Ä       l^      6    '      c  "  sin  i? ""  T      c 

woraus    sich    die    folgenden   eleganten    Formeln   zur    ßestimmai 
der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  ergeben: 

a6/8in»y. 

Xsz(a — V  )cos£co8l9. 

F=(6— Y  -T-jsinircos», 

oder: 

10) Ä=^Ye|y; 


») 


;r=(.-V?)f,    K=,6-VrE£«,|,   2=,„_yr 


06/^ 
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die  Kugel  ist  a^b^s^c^r,   wenn  r  den  Halbmesser  der 
eichnet,  und  S=£;  also  nach  den  vorstehenden  Formeln : 

Ä  =  r,    A  =  0,     F  =  0,    Z  =  0; 

in  muss. 

las  Rotations-Ellipsoid  ist  0  =  6  und  £=£>  zu  setzen, 
man  nach  9)  und  10)  die  folgenden  Formeln  erhält: 

c  \s\fkBJ 

X  =  (« — V^Ä)cos£»cos)J, 
F=  (fl— VcÄ)sinI,cos», 

f  Z  =  (c-Y^)sin»; 
A=:(a-V"cÄ)J, 


=  (0-^ 


diesem  Falle  X\Y=^xiy. 


intlich  (ThI.  XXXVl.  S.  86.)  bezeichnet  L  die  Länge  des 
vyi),  welcher  hier  die  redacirte  Länge  £  gleich  ist. 
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Considdrations  theoriques  sur  Ia  Chimic 

Monsieur  E,  Bacologlo 

ti  B  (>  II  c  n  r  c  1 1. 


I. 

Malgr^  le  grand  developpemeut  que  Ia  chimie  a  prU  daus  ce^ 
derniers  temps,  Ton  est  pourtant  encore  loin  d'apercevoir  les  loi* 
gäodrales  qui  pr^siderit  aux  phenom^nes  chiniiqueSy  ce  qui  doi^  : 
dtre  attribuä  en  partie  aussi  k  ce,  qu*en  g^n^ral  on  n'a  pas  teoo 
compte  des  forces  mises  en  jeu,  lors  des  röactions  chiiiii<Ioe8> 
C'est  cette  consideration  qai  fera  le  point  de  d^part  du  pr^^f*^ 
travail,  qui  devra  ^tre  regarde  comnie  une  introduction  k  Ia  solu* 
tion  mathämatique  du  probleme  gänöral  de  Ia  chimie  th^riqn«' 

Si  1*00  Jette  un  coup  d'oeil  attentif  sur  rimmense  doiDt*i(>® 
de  Ia  chiinie«   on  reconnaitra  sans  peiiie  que  tout  s'y  passe  ^' 
vant  des   lois  bien  d^terniiiiäes,    bien   döGnies,    quolque  pour  I» 
plupart   encore    inconnues.      Ceci    iious    conduit  4    introduire  e» 
chimie   les   mc^thodes  des   autres  sciences  exactes,  surtoot  celi^ 
de  Ia  niecanique  rationnelle  qui  nie  paraissent  les  plus  appropri^^^ 
ä   Ia  chimie  et  capables  de    devenir    pour    eile   d'une  föcoodit^ 
immense.    Un  exemplc  va  eclaicir  ce  qui  vient  d'^tre  dit. 

Qu'on  expose  Ia  pyritc  k  Taction  simultan^e  de  Ia  chals^' 
et  de  Toxygene,  on  detruira  par  Ia  T^quilibre  däjä  existant,  ^ 
le  Ter  et  le  soufre  ne  pourront  plus  exister  sous  forme  depf^t^ 
Alais,  des  Forces  nouvelies  sc  mettent'en  jeu,  des  attractioniv<>^^ 
vclles  se  fönt  valoir,  un  nouvel  äquilibre  s'etablit  et  devieot  0^ 
nifesto  par  Ia  formafion  du  sulfafe  de  fer.    Seit  c  Ia  somme  i^^ 
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ntid  que  suliil  iinc  mol^cule  de  Ter  ilc  la  [lart  des  niolvcales 
rodiinntes  iIb  fer  t>n  ötat  d'agir  kut  eile  psr  suife  de  la  co- 
iwi,  CD  d'aulre  (eruies  la  fiircc  de  cofi^fion;  soll  de  mätne 
k  force  de  cob^sion  pour  une  niolecule  de  snurre;  a  laffiiiilä 
a  moUcuIe  de  Ter  pour  une  niuläculc  de  soufre,  c'esl  ä  jire, 
lisna  dea  actioiis  ijue  subit  une  molecule  de  Ter  de  la  part  de 
it  dB  soufre  en  <ilal  A'a^n  eur  ello,  plus  la  anmme  des  actions 
•ubil  HrtG  tnol^Gule  de  aouTre  de  la  part  de  cell«s  de  Ter. 
tlsteiice  du  sulfure  do  Ter  esigera  l'^quililire  de  tcs  troU  forces. 
Oll  »uia  u^cessairenient  une  eijunlion  Av.  conditioii  pnur  cel 
lUbre  entre  le«  Irois  farccs  c,  c'  et  o :  F{i:,  c',  ri)^0:  la  diffi- 
e  consisle  ii  preciaer  la  forme  du  cetle  ^qualiun. 

Soit  niainletiaiil  c"  la  force  de  cotiesion  de  l'oiyg^ne,  n  et  a" 
sninitä  ponr  Ic  Ter  et  le  ^oiil're,  I  lu  Icniperalure  ä  laijnelle 
op6r«.  L'actioii  de  la  clialeur  ^quivaut  ä  une  cerlaiii«  force 
Je  d^igtie  pur  f{f).  Ur,  il  eat  rividoul.  i}ue  Citilroduclion  de 
([uatre  nauvclies  forces  pourru  tiien  d^lruire  l^quilrbre  exprimri 
L'^atlon  ci  dessus  et  en  ätalilir  iin  tiouveuu  dont  l'^quation 
»aiUllon  Sern:  (P(f,  c',  c";  o,  fl',  u"; /(())  =  0  On  pourrait 
ningr  de  celle  ^qualion  la  fmictiori  f(l),  »i  Van  savait  de  quelle 
il^re  ik  vnh^sion  et  lariiiiite  larient  avec  la  (cmperature, 

ParQil  les  forces  moUculaires,  daris  racception  du  inot  la  plus 
mittat,  qul  sollt  en  nelivit^  dniis  l'iul^rienr  de^  corpa,  il  y  en  a 

■btit  inh(-ri;iilea  aux  nifiletulea  tn^nies  de  la  niatiäre  (p.  ex. 
loh^sion) ;  d'aiitres  n'exercetit  leur  iiiflucnce  que  pat  rinterni^' 
re  ile  l'^ther  iiitercalä  enlre  les  molt^cules  de  la  mati^re  (Tor- 

caloriques,  ^leclriques).  IVIaie,  i|nelle  que  snit  l'action  de  ces 
iit»,  nn  peul,  cnmiiie  on  le  fait  souvi-nt  en  pliynlque,  tmagiiiei' 

celte  actinn  seit  pruduife  jiar  le  (ravail  de  forces  ^quivalenlcS) 
Irentes  aux  nioldcules  mämes  de  la  matiörc. 

La  rripuleinn  caluriqne  qui  est  une  force  permanente,  mais 
leoiMtä  varialile,  exenru  sur  les  niol^culcs  d'un  corps  conipoaä 
aclion  reniarqualile.  Chaque  moleL-ulo  ätaut  entouree  de  l'^lher 
iique,  re^oil  aur  \oas  \v»  poitil;«  de  an  Burfnce  l'uuliun  <le  cetle 
t  r^poUive  et,  »i  l'on  ne  lient  rninplu  que  des  compusanteä 
n&tes  de  ces  diverses  actiuns,  i-i<lleM-ci  excrceroiit  sur  la 
teule  une  pression  de  dehiirs  t'o  dedaus,  qui  cnntrilitie  ä 
tittnir  (a  sliil)ilile  du  conipOKe  (tiiiiiique  et  que  je  d^ignerai 
>  1*  nom  de  preüsiou  calarit|uG.  Quant  nux  cnmposantes 
[Mtielles  de  Is  r^pulsian  calorique,  ciics  peuvent  imprimer 
ooläcules  divers  niouvementa,  vibrnluin.-.--  im  autres,  qui  fon' 
r  «n    autre   poliit    de  vue   l'olijit  du«  reclierchcs  dn  plusieur« 


I 


264       Bacaloglo:    Consideralions  ih^orif/ues  sur  da  ekimie. 

physiciens.  Si  mainteoant  on  admet  que  les  atomes  qui  CdD- 
stituent  la  molöcule,  ne  la  rcniplissent  pas  d'one  mani^re  contliwe^ 
ii  en  resulte  que  Tether  interatomique  roanifestera  de  son  cttt 
une  action  repulsive,  directement  opposäe  k  ceile  de  la  preiMM 
extärieure  et  finira,  pour  une  tempärature  asaez  ^lev^e,  par  vaiacn 
cette  pression,  laquelle  diminue  d'ailleurs»  k  mesure  que  les  am- 
lecules  s'ecartent  les  unes  des  autres  par  Teflfet  de  la  chalw, 
ce  qui  amenerait  en  d<^Gniti?e  la  d^corapoeitioD  chiiniqaedi 
Corps.  Cette  mahi^re  de  voir,  ce  double  effet  de  la  chaleur  nx 
röther  qui  entoure  la  molecule  et  sur  l'i^ther  iDteratomique  me 
parait  rendre  coropl^tenient  conipte  d*une  foule  de  ph^uomtees 
chimiques  dans  lesqucls  les  substances  qui  se  combinent  i  one 
tempörature  modäree,  sont  däcomposäes,  lorsqu'on  öl^ve  la  tem- 
pörature. 

Od  con^oit  d'apres  ce  qui  pr^cede  que  le  problöme  gfinini  de 
la  chimie  consiste  dans  les  cinq  questions  suivantes: 

1)  Quelles  sont  les  forces  actives  dans  un  corps  öltoantaire, 
par  qnelles  relations  sont  elles  li^es  entre  elles  et  qoem mt 
les  conditions  d'equilibre  de  ces  forces? 

2)  De  quelle  nature  sont  les  modiOcations  que  subiMent  les 
forces  actives  d'un  älöment,  les  relations  qui  les  lient  et  les  con- 
ditions de  leur  equilibre,  lorsqd'on  fait  r^agir  sur  Ini  un  on  plo- 
Hieurs  autres  corps,  avec  ou  sans  le  concours  d*autre8  forces 
exterieures  ? 

3)  Quelles  sont  les  conditions  du  nouvel  equilibre  et  la  oa* 
ture  des  nouvellcs  forces,  rösultant  de  la  combinaison  de  ces 
Corps  ? 

4)  Quelles  modiGcations  subissent  les  forces  et  les  conditions 
d'öquilibre  dans    un   corps  compose,  lorsqu'on  fait  r^agir  sur  loi> 
separement  ou  simulfan^nient,   certains   agents   ou  autres  corps» 
simples  ou   composes,  et  quelles  sont   les  conditions  du   noorel 
ou  des  nouveaux  ^quilibrcs  rösultant? 

5)  Quelles  relations  existent  entre  les  propriätes,  physiqoes 
ou  cbimiques,  d'un  cor|is  et  les  forces  qui  s'y  fönt  «Equilibre»  et 
comment  ces  relations  sont  elles  modiGäes,  lorsqu'on  change  les 
conditions  d'öquilibre  suivant  2)  ou  4)? 

Pour  rösoudre  ces  problemes,  il  y  a  deux  voies  ä  suivre:  la 
voie  exp^rimentale  que  Ton  a  si  ricbenient  exploit^e,  et  la  voie 
th^orique  et  de  Tanalyse  mathematique ;  et  le  probidroe  ne  sera 
complötement  resolu,  la  science  n'attcindra  le  dögre  de  perfection 
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^^nÜe  coDitiorlF,  que  («rsqu'on  aura  conduti  ä  bAiiie  Gii  la  solu- 
äan  par  cctie  ilanble  voie:  Ia  giltysique  en  dünne  la  {»reuve  la 
plns  dclataot«. 

Je  defiignerai  aous  I«  nom  d'eUt  mol^culaire  d'un  corps 
l'^t  dana  lequel  se  trnuvenl'ses  rotilecules  6ons  rinflueoce  de« 
forces  aclives  Hans  son  Interieur,  et  cel  etat  pourra  n?idemment 
iwbir  de«  raoHiricjitions  par  l'effet  de  caaxes  esl^rieure«:.  On  con^oit 
I  ii'a|ir^ä  cela,  que,  lorsque  deui  «ii  plusieurs  eiirpe  diasemblaliles 
vi»8e)>t  Fii  contnci  immeiliat,  leurs  litals  mol^culaires  respectifs, 
I  ipi  Bcsont  que  le  räsiillul  ile  raction  üe  forces  diver|(enles,  IrndronI 
I  1  M  niedre  en  cnncorHance,  suivaiit  les  principe^  de  la  mdcanique, 
.  Tdatifs  ä  la  coroposilion  des  fori;es;  IVtal  makculaire  de  cea  Corps 
f«ra  d'aulant  plus  troublt^  qu'ils  seront  moins  aemblables  enire 
etn,  et,  Jans  ce  caa,  le  nouvel  equilibre,  ainai  qu^rälnl  mid^cu- 
taite  lui  indme  du  cnrps  »u  des  corps  noiiveltement  farmds,  dl- 
terftera  d  aulunt  plus  de  l'^lal  priniilif  des  carpt>  niis  en  r^action. 
Ceci  espllque  les  diff^rencee  connidiirahles  que  Vnn  observe  enlre 
Im  profiiieles  dun  corps  et  Celles  des  ^l^niäiits  doni  il  se  com- 
pns«.  II  en  r^sulle  donc  que,  loraque  plusieura  corps  »e  couibi- 
ttenti  IcorH  farces  mnl^culuires  reapei^tivcs  ne  snnf  pnint  dölruites, 
mais  elles  se  composent  enlre  «lies  d'apres  lec  lois  de  la  m^- 
canlque;  que  par  coiisequent  letat  tnnläctilaire  et  \&  nature  des 
CoTfia  t^sultnnlti  devrn  liien  etr«  differenl  de  leux  des  cnrpo  qui 
se  sunt  combin^s,  et  qn'enßn,  lors  de  la  döcompoNition  chimique 
il'an  Corps,  chucune  de  ees  parties  coneliliiantes  devra  repnrnltre 
avec  toutes  »es  propri^tes  primilires,  vu  que  les  forces  moUcu- 
laireSj  snns  avoir  e(^  dälruttes,  n'ont  ^14  que  niodiliees  dans  leurs 
effels. 

On  est  conduit  par  ces  considdralions   ix  conclure  quune  cer- 

taine    quantile    de  mati^re   ponil^rable,  qui  renrernie  en  eile  une 

certaine  qunntilö  d'^lher,  doit  ötre  regard^e  comme  !e  reprösen- 

tant  Biateriel  ou  l>quivalenl  pund^rable  des  forces,  que 

I      celte  aufaatance  uiet  en  jeu,  lors  de  ses  combtnaiaons  ehiiutques. 

I      CoBOe  cetle   eqnivalence   a  licu   puur   chacune  des  parlics  con- 

t      <tilaantes    d'un    cnmpos^    chimique,     il    s'ensuit    qu'on     ne    peul 

fair  Tarier  leur  quantitä  pondärable,  Sans  niodifier  en  möme  lemps 

lea  ferces  qui  se  fönt  äquilibre  dans  ce  composä,   et  d^truire  par 

la    cel    äqnilibre.      O'atlleurs,    cnmnie    l'exislence    de  ce  dernier 

exige  nn  rapport  d^lemiin^  enlre   le  forces  en  riquilibre,  il  eii  r^- 

I      ciilto  encore  que  leurs  repr^entants  mttläriels  ne  peuvenl  entrer 

I      daiM    tea  Gonipost^s   que   dans   des  proportions    d^linies,    ce   qui 

ttloe  la  nntion  Ib^oriqiie  des  Äquivalents  cbiniiques 

Ueorps,  que  l'experience  et  les  falls   Torcent   d'admettre,  mals 
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iloiit  111  iie  p#lit  »e  rendre  compte  qnVn  ac  rondaal  «ir  \vi  ti 
tiorie  «xposees  ci-devaiit  relativeiiient  k  Yi^nWWne  molMul^ri 
dee  Corps.  Je  reviendrai  cJans  uii  Iravuil  ulti^rieiir  «iir  cea  üi- 
reiites  queBtlons,  en  les  tiauioellaiit  aussi,  autaol  que  poMlUt, 
au  calciil  math^iiialique;  mais  je  me  linrnerai  pnur  Je  moiii«nl  I 
appliijner  ces  priHcipes  ä  ijuelques  queslioiis  g^ntirales  et  li 
importaiites  de  (.-iiiniie  theoriiiue.  lellcs  qua  U  voblilit^,  Is  mIu- 
hilile  des  subätaiices  et  les  clialeiira  8päciQi)ueB. 


II. 

Les  molticuled  d'un  corpa  suut  maititeiiues,  cotnme  ou  all.  t 
des  petites  dialances  sous  Taclion  simultan^e  d'une  füre«  attuc* 
tive,  lu  cohrision,  et  d'iiiio  force  r^pulsive,  la  repnisinii  catanqittll 
BFS  conß^iteres.  Mais,  quelle  que  soit  la  force  r^piitsivc  ou  ittru- 
tiv'c  qu)  &^it  sur  ia  mnlecule  iiil^rieure  d'un  corps,  qiic  co  IvTCH 
Moieiit  <^i;ales  entre  dies,  ou  que  i'mie  surpassc  laiitrc,  la  iih^ 
86  troiivera  eii  equüibre,  «auf  les  mnuvcmeiits  inluiimeiif  p*Ml 
qu'elle  pourrait  ex^culer,  ainsi  que  je  Tai  anno[icä  ptua  haut,  pi^ 
qu'elle  est  affecl^c  symiuetriquetuent  daiis  loutes  les  direotlon* 
po8eilil<J8  par  les  molecules  et  tes  Äthers  enviroiiuaiila.  11  o'*D*>t 
pas  meme  des  niol^cules  sHu^ee  ä  1»  surt'nce  d'un  corps;  »lltli^ 
nc  reyoiveril  que  la  nioitiä  des  actious  dout  uue  moUcule  InU- 
rieure  est  affect^e,  eu  sorte  que  leur  r^sKllanle  »etant  pas  df 
truite,  couinie  ponr  eette  deriii^re,  par  l'aulre  uioiOä  des  acÜoMi 
auru  uue  cerlaine  iiitluence  sur  In  motöcule  appartennut  &  la*V' 
face  lilire  du  corps  et,  si  la  r^pulsion  calortque  reniporto  iV 
ratlraclioii  ou  la  coh^sion  ninl^ciilaire,  les  raoldcut^s  auperGnCilo 
manil'eateront  une  teiulaiice  ä  se  d^lacher  du  corps  auquel 
appartieiinetit,  lendance  qiii  n'esl  «quilihrde  jusqu'ä  un  cetlalo  \M 
que  par  la  pressioti  de  l'atuioGpli^re  enviroDuaiite.  L'accrn** 
sement  de  cette  leudanoe  ameiie  le  d^tachenient  des  mol^cok* 
aapertii'ielles  qui  se  coutiiiue,  laut  que  la  rripuUion  calariqB* 
mairitient  sa  pripoiidiraoce. 

La  ptupart  des  solides  culreiit  dabord  en  Tusion  poar  * 
»neuile  l't^vaporalion  ä  l'etat  liquide.  Cependant,  il  y  eo  A  V** 
ne  passciil  poiut,  du  moins  dans  le.s  conditions  »riliiiaircs.  [>*' 
cet  ^ral  inlerniädiaire,  mais  qui  »e  voUliliscnt  imm^dinte 
dAs  q'on  ^levG  convenaUenient  la  temp^ratore.  h*  viritafel* 
cause  de  cette  divergeiice  »'est  potnt  connue.  mais,  imeginoM 
alnsi  qu'ou  la  faif  en  optique,  que  l'ether  calorlrfue  poätf^de  "^ 
rlasticit^  variable  d'un  corpa  Ji  lautre,  considärablo dnna  lea  •u)>* 
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sbnceii  <|iii    rniidpiil  avani  da  x«  volutiliser,  tr^H  liiildu  datis  le» 
•ulwtanc^s  volatlle«  snns  lusion.     Ln  chaleur  apforlee   äf  dcli'tr» 

I'  demiAreij  »era  ubaorl>ee  jiar  cc  imlicii  iiidlcmcrit  uu  peti 
■Hfl!  mnis,  pour  dd»  ^l^vatioii  conveiiaide  de  temiitfralure, 
palwon  se  tnnnifestern  prest|He  l)rus<|iiemeiil,  cnrnme  c«^la  a 
Mcc  tout  Corps  peu  t^lasliquu  cgiinnd  nn  le  säumet  ä  une 
I  ra^canique  violente,  et  exercern  so»  influenae  de  pritlercnce 
M  |>nrlieB  supcrricielle?,  en  ddtermiiioiit  uiiisi  lu  volalillsalion 
a  subalHnn».  Ccllox-cl  peuvoul  d'ail!eur§  eiifrer  eii  fiision 
|)rs  prossioDS  voiMid^raldes ;  c'esi  ipie  l'^lustkilä  de  IVlher, 
op|*tfe  aax  pnrtiee  superücielles  par  VotSui  de  la  chaleur,  ii'4lant 
(Wlraits  par  letir  volalilisutton,  emp^t-häG  qu'elle  est  par  la 
iproBioti,  sVteiid  «ucccosivenient  ^rinlririeur  d«  la  Kubätance 
IM  efi  ameno  d^linilivctiicnt  la  fusioii. 


La  aolubiüt^  d'uti   Corps   ilaiis   uii    liquide  depenil  prtncipol«- 

iMil  doK  trois  Torccs  Huivantcs :  1)  do  la  cok^sioii  des  nioMcuIea 

s  H  »ubdtiiiice  solide;  1)  d«  In  rripulsioii    culorique   qui  s'cxerce 

tt  Im   iuol«cuIes    ot  qui   varic  avec  la  l^mperndire;  3)    de  Tai- 

^n  rautuelli:    des  tnolücidea  du   corjis  Holide  «t    de  Celles  du 

,  c'esI  ä  dire  d«  l'ariiiill^   qu'ont  eiitre    vWvb  los  deux  «ub- 

Si  Toll    d^siguu  auus   I«  iioni    do  cnb^ctoii  relative 

ince  enlre  la  cuh^alou  cl  la  rt^pulslun  talorique   du  corps 

,  on  peut  dire  que  sa  soluldlit^  dans  un  liquide  dripetid  du 

I  entre   Baciih^aiun    r^Ialivc  et  rariinil^  de  ses  mol^faleo 

itles   du   liiiuidc.     Elle   tieat    douc    orap^h^e.  en  crintSral, 

'  Diie    trop  i^nnde  euhriisioti  relativ«,  ou  bi«>n   par  la  fälble 

(  d«   la  auliKtaiice  k  diasoudre  pour  Ic  diaüolvaiit  «mploy^, 

I  «nAli   par  lo  concours   d«   cea  deux  uircoustaucca.     II  eu 

I  iiiie  iiiainle  •ubslniice  i|u!  e«t  ti^siriMa  coiiim«  inKolubl«, 

idrait  ais^mvnl,  hi  I'oii  pourrail  porler  la  Icmp^ralure  du 

feranl   juaqu'jt    un   pnitit    pour    lequel   la  cohvMon  relative  de 

'wlaoce  deWendralt  asnei  petile.  pmir  ne  plua  ineKre  ubatacle 

l'dlKSidutiaii ,   Rt  c>i>t  c»  qu'oM  prut  en  effol  T^iser  eu  anu* 

^1  le  thjuide  a  dea  preutioti«  eonetid^rulile». 

.  fait  reniarqualllc  Kunvent  masqitö  par  des  clrcunrlunce« 
l^atrcCi  t:'*fi  rabniaHcnieol  de  lomp^rature  qai  ac- 
iKne  taujnur«  l'acle  do  ta  diminlntiun  rt  qui  aenül  dil,  «aivant 
^■lanidre  de  voir,  ä  tine  j-crte  d'elaaticil«'  quo  sulilt  l'^ther 
pie  reiifcniK'  dnna  In  ■nbaluncc  qui  ne  dlwixil.  Bn  effet, 
lu  cobriuio))  du  corpa  en  diasolulioii  est  vaincue, 
r  ealariqiio  B'cji«rcc  pla»  aiicunc  proMioa,  il  se  lUlaud;  il 
Vene  perte   d'^laalicil^ ,  c'eat  h   dire.  perl«  de  travail  el  de 
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force  vive;   la  fchaleur  esl  abaorb^c  Aes  rorps  eiit irotmaob  pw 
r«iiilre  ä  l'äther  sun  dasticit^  perduc. 

Lorsqu'uii  corps  solide  est  rädiiit  ä  une  solatiou  cloirc  «1 
homogene,  on  |>eul  et  Ton  doit  adnieltre  quc  chaque  inoUcule  Js 
cette  Iii{ueut  est  conslltu^e  jiar  las  atomcs  de  loua  )ea  ^Mmtnti 
qui  y  entrcnt,  r«^uiiies  daiis  des  proportioiia  deiinies.  Ce*  altrnrt 
sollt  muinlenus  <tane  lu  moläcule  par  lea  forcea  inol^culairea  cannuw 
et  en  oulre  par  cett«  action  remarquable  de  repulaioii  caloriqu, 
sigtialäe  plus  haut.  Aussi  e»i  ce  daiis  l«s  modiritalioni»  des  npi 
ports  miituels  de  ces  rorces  qu'U  Taut  chercfier  rexplication  dels 
differenle  solijüilili^  d'un  corps  ä  des  leniperaturea  dlff^ren1«t. 
solubitit^  qiii  croit,  «n  g^neral,  avec  la  lempriralure.  En  «Itl. 
plus  OD  eleve  la  temp^rature.  plus  la  coliesion  relaliv«  du  caipi 
dlniiiiue,  plus  la  presaioti  ralarique  daiis  Ea  diasölulion  augmenlCr 
en  Sorte  que  les  mol^cules  de  la  dissoluliim  acqiii«ieiit  par  li  li 
double  faculte  et  d'atlirer  plus  eiiergiquemenl  les  pnriicules  de  I* 
subetance  k  dissoudre,  et  de  lea  mainteiiir  avec  plus  de  vigniit. 
d^s  qu'clles  s'y  sotil  incorpnr^es.  Cepeiidant  certaines  substtiuu 
pfcseiilenl,  ä  partir  d'une  cerla'me  tenip^rature,  itnc  dimiaullon 
de  solubilitö.  Od  peut  adribuer  ce  phenoDi^ne  n  uii  sutctoil  <le 
la  r^pulsion  Inlcrutoniique  (voir  plus  haut  I.),  on  bten  au  iMT«la|>- 
penient  daulres  furces  (r^sultanl  de  la  conibinaiaoH  cbinlqne, 
driahydratalion  etc.)  ik  )a  faveur  desquelles  la  coh^sion  ae  rüMtl 
preraloir,  ii  y  a  Separation  d'unu  partie  de  la  substaiice  diSMvtt 

C'est  ici  )e  Heu  de  faire  une  remarque  imporlante  relatitenent 
aux   disaolntions  suraatur^ea,  qui  retiennenl,    apr^s  \t  ti- 
froidisscment,  des  quantites  de  la  substance  dissout«  plus  ecMi 
d^rablee  que  celles   correspondant  a  la  tempärafnre  finale,  «I  i{ul 
latsseut  ordinal renienl  deposer  cet    exces  daiia  (Ins  liilervallM  ^ 
lemps  plus  ou   muins  loii^^s   et  surtout,    quand  nn  Introdolt  du* 
la   diaeolution   de  pelitea   quatitU^s  de  la  substanca  eile  min*  ft 
reiat  solide.     Ne  serait  il  pas  permls  d'admetlre,    pour  expüqae 
ce  ph^nom^ne,  que  l'elher  calorique  poas^de  nne  force  co4rci* 
tive    qui   sert   h   lui  conserver  l'^laslicite  considerable  qn'il  a  tc« 
quise  Bous  riallueDce  des  lemp^ralures  deiees  et  a  la  fareur  itw 
quelles  la   sursaturation   s'est  effectuee.     Lorsque   la   aolutton  M 
refroidit,  l'rilber  exerce  encore,  par  suite  de  cette  furce  cofirdtir« 
aa  preasion  calorique  cur  les  molecules  de  la  dissolutlon  et  n 
tienl   la  saluralion.     Toulefois.   cet   etat    des   choses  n'etani  {lai 
nalurel,  iie  pout  se  inainlenlr  liideGniment;  les  forces  activea  du 
la  dissolution   tendent,   au    conlralre,    h  ramener    T^tat  normal, 
ce  retour  esl   acc^U're   par   diff^rentes    circonatances,  p.'  ex.  p 
l'acc^a  brusque  de   l'nir,  par  l'afGnit^  (action  de  contact  dea  an 
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Iu^ .,. 
^dtcnmtlnncGS  vncure,  et  le  <]i!velnp]i(!nietil  ile  chalour  dnnl 
•out  ordina!reinen(  accuni|)ai;D^s  montre  Itien  f)ue  l'elitt  pro- 
\n  dnni  it  est  qiicslinn,  n'ost  que  le  r^siiltal  du  travail  d'mic 
oartatne  force,  äquivalent  niricaiiique  ile  la  chaleur  d(-i;nf>ee  apr^a 
le  ndvur  de  IVtat  normal. 

La  HnlaltiliM  d'une  Kuhslnnce  est  encore  inodiM^e  {lar  le  de- 
ftr^  de  coriceniralinn  de  \a  liqueut  qii'nn  eniploie  comnie  disaol- 
vani,  Inrsquo  cedo  liqiieur  contient  ellc-niöuie  en  dissolutioii  des 
•ubalatiGes  aulres  que  Celles  qu'nn  fall  dlgtsuudre.  Cerlaines  coit- 
std^ralions  tfa^oriques  me  füiil  penser  qtie>  pour  des  concentra* 
(iaiw  maynnnes  de»  dissnivants,  la  solubtliltt  d'une  sultstniice  est 
h  peil  pT6s  propurliontielle  ä  celte  coiiccnliation.  Quelques  ex 
|i4ri«»c«s  quo  j'ai  fnlles  avec  l'acide  ars^nieiix  conduisent,  du 
Bris*  pour  cerlains  caa,  h  celle  meme  cnndusioa.      (V'oir  Brd- 

S.  Journal  für  prakt.  Chemie.) 
^Dvalion  de  lemptlralure  d'im  corps  qu'on  ^chaiiffe  est  due 
roissement  d'ampülude  des  oscillations  de  It^lber  cnlorique 
ne  dart«  co  corps.  (et  nccrotssemetil  de  tempäralurc  di<pend 
^MemineDl  d«  la  iialiirfi  jiurticuli^re ,  de  r^laslicilä  de  l'^tber 
raloTiqac  appnrtcnant  ächaqiie  suhslance,  et  d'aillenr«,  la  chaleur 
apport^  de  dehors  n'cst  paa  (oule  utilia^e  ä  cel  effol;  une  partie 
ei)  e«t  pcrdue  daiis  l<;8  chocs  de  l't^lher  contre  les  mol^ules  lua- 
KHellea  de  la  Bul)Htaii<:e.  plus  ou  luoins  älatliques.  De  \k,  leet 
diff^renccs  si  coneiderables  dano  los  capacit^s  calorißques  des 
diff^rcnles  subslances.  I'lus  oii  ölere  la  lemp^ratnre  d'un  corpe. 
plua  U  r^pulstoTi  raloriquc  de  soii  ^Iher  «t'accroft  et  aert  ii  d^lrulre 
eo  parti«  r*Sel  de  In  forco  de  toh^sioii ,  et  d'aulnnt  plus  grande 
sera  dans  ce  cas  la  porlion  de  rhaicur  apporlee  de  dehors  qui 
fera  ^niltbr«  ä  celle  Torce  et  refuaera  de  concourir  k  l'd^vation 
de  tenperature.  De  lä  celte  loi  remarquable,  que  Ton  n'a  au 
tflaliltr  jaaqii'ik  ce  joor  qtic  sur  des  eipi>riences:  la  capacitrf 
ealoririquc  d'une  siibatance  est  d'nutnni  plus  graude 
qne  In  lemp^rature  de  celle  subslancc  est  plus  ^le?ee. 
Mail.  lA  pAur  des  masses  egales  de  diverses  suhstaiiceH,  les  cbalenrs 
apMIiqacs  nc  sollt  pas  egales,  nn  peut  ralrulcr  des  maasea  (ellec, 
qiie  la  quaulilä  de  {'haleur  qu'elles  eiißeiil,  pour  que  leur  lemp^- 
nlira  a'^l^-e  de  la  m^me  qunnttte,  etil  In  nit^nie.  Loa  massea 
aiBSl  cslcul^s,  ou  bien  le»  polds  correspondanls.  contiendront  dea 
fBUttit^  äquivalentes  d'^ther  calorique  et  scront  par  cona^tquent 
he  ^quiralents  pond^rablea  ile  ce  deruter.  SI  lue  effecfuc 
CM  calcnls.  on  Irouvc  que  les  «'quivalenta  cainriques  approcfaent 
plea  ou  moiiiB  des  Äquivalents  chiniiques  correspondanls.     Cepcn- 
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dant^  les  divergences  sont  dans  ce  cas  beaacoop  plus  consid^raUeB 
que  Celles  qu'on  obtient  en  coiuparant  eiitre  eox  les  produits  des 
capacites  calorifiques  par  les  poids  atomiquesy  ainsi  qne  le  mon* 
trent  les  exemples  suivants: 


Capacites  ca- 
lorifiqacs  c. 


Poids  ato- 
miques  p. 


Produit  p.c 


EqQivalenti 
cAloriquei. 


Cuivre 

Platine 

Plomb 


0.0952 
0.0324 
0.0314 


31.7 

98.7 

103.7 


3.02 
3.20 
3.26 


31.7 
93.2 
96.8 


Au  lieu  d'dluder  ces  divergences  et  de  t&cher  de  les  cacber 
sous  la  petitesse  des  produits  3.02 ,  3.20,  3.26,  on  n'a  qa'ise 
rappeler  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  que  les  poids  atomiqoe^ 
ne  sont  que  les  Äquivalents  ponderables  des  Forces  qni  se  fönt 
^quilibre  dans  les  diff^rents  compos^s  chimiques,  pour  se  cod* 
vaincre  que  ces  divergences  ne  prösentent  rien  de  contraire  k  la 
nature  des  choses.  En  effet ,  outre  les  forces  caloriques,  ü  y 
en  a  d'autres  encore  qui  sont  actives  dans  les  compos^  chini* 
ques,  et  11  est  aisö  de  voir  que  les  poids  atomiques»  qui  doireot 
repr^senter  Tensemble  de  ces  Forces,  ne  peuvent  ^tre  Ideatiqoes 
avec  les  nombres  qui  repr^sentent  Tune  d'elles,  la  Force  calonqtto 
seule,  ce  qui  Fait  voir  que  la  loi  de  Du  long  n'est  pas  vraie,  oa 
du  raoins,  qu'elle  n*est  qu'approximative.  On  peut  cepeodtot 
d^duire  de  ce  Fait,  que  les  Äquivalents  caloriqnes  s'approchent  ii 
sensiblement  des  Äquivalents  chiniiques,  une  cons^quence  ivpor* 
tante,  k  savoir  que  les  Forces  caloriques  pr^doraineut  dans  tfi* 
combinaisons  chiniiques  et  Feffet  des  autres  Forces  est  compan* 
tiveinent  tr^s  petit,  ou  du  möins,  il  est  transporte  en  majeure  partit 
sur  Tether  calorique  et  se  mani Feste  comme  un  effet  caloriqne* 

On  voit  par  ce  qui  pr^c^de,  comment  ces  nouveaux  pHncipos 
s'adaptent  aux  questions  les  plus  importantes  de  la  chiniie  tb^ 
rique  et  comment  ils  peuvent  servir  pour  en  donner  une  explicft* 
tion  compl^tement  rationelle.  Je  reviendrai  dans  un  travail  pr<^ 
chain  sur  ces  th^ories  pour  les  d^velopper  plus  amplemeot  et 
les  appliquer  aux  combinaisons  chimiques  elles-m^mes. 


SH»m4»9i^i   Slai§a  iit4t  Me  Hlcktwig  tUi  X'erUkaU  ett,     27 1 


Über  die  Kichlung  der  Vertikale  bei  vcrschic- 
deaen  Hülieo  über  dem  Erdboden. 


Herrn  E.  Bacatogio 


^OT  tangerer  Zeil  bab«  Ich  Einiges  aber  die  Rtcfalontt«- 
lademnii  iler  Verliknle  und  (Iber  die  <>es(al(  ilor  Almoapbäte 
milgDlbcill  (niefic  äcblümilcb,  Zeitncbr.  Tür  Itlatbem.  und 
Phys.  IHtiO.  p.SU.  and  Cosmos  von  Moigno  Iäti3.  p.73^.);  icb 
mücblc  jtidoch  noch  einmal  in  aller  Kurie  aul'  diesen  ti«gea9(and 
«trdckkommcn ,  da  tdch  manche  Rechnung  genauer  ausfuhren 
Usal  Bnd  da  Ich  tu  dem  eirifuclien  Beweise  eine«  interessanten 
geametflscbcn  Satzes  g(>kommen  bin,  aul  welchem  baupUficklich 
dlace  ganse  Bemerkung  bemht. 

E«  iat  klar,  dans  die  Kichlang  einer  Vertikalen  sowohl,  als 
aach  die  Gestall  der  Atmn(t|ih.Hre  vom  Vlelchgewlcbte  eines  Aber 
dem  Erdhodvn  beriiidlicben  materielleu  Punktes  nbhKriKl,  dosK  die- 
se« Gleich^Gnicbt  selbst  durch  die  (lestall  des  anziehenden  kilr- 
pers  bedingt  wird  and,  insorem  keine  Treniden  KrKße  mit  einwir- 
ken, dem  bekannten  mechanischen  Gesot/.e  unterworfen  ist,  das« 
nlDilich  die  Vertikale  eines  Ponktex  nach  der  Normale  eines  durch 
tbn  fieleitteu  ElUpsoidcs  gerichtet  int,  welches  mit  dem  anziehen- 
iloi  Eiri|iAolde  honofocal  ist. 

Betrachten  Mir  nun  llotalionaellipsoide  und  ihre  Meridian- 
dIi|Meii  (Tat  V.  Flg. 2.}.  DererwHbnte  Sats  lanlol:  Wenn  man 
an  dan  Punkt  X  einer  Ellipse  die  Normale  JlfJV  legi  und 


r 
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dieselbe  bis  zum  Punkte  M'  einer  mit  ersterer  boniofo- 
calen  Ellipse  verlängert,  so  näbert  sich  die  Normale 
dieses  letzteren  Punktes  M'N*  dem  Mittelpunkte  C 
mehr,  als  die  Normale  ^JY. 

Man  ziehe,  um  dies  nachzuweisen,  die  Leitstrahlen  EM,  FM, 
EM'y  FM'.  Wenn  man  bemerkt,  dass  die  Normale  einer  Ellipse 
den  Winkel  der  beiden  sie  einscbliessenden  Leitstrahlen  bal- 
birt  und  auf  dem  längeren  Leitstrahle  EM  das  Stuck  Mf^rs.  MF 
abschneidet,  so  erhält  man  die  zwei  congruenten  Dreiecke  M'Mf 
und  M'MF,  woraus  folgt  ^MM'f^^MM'F,  folglich  ^NM'E 
>  ^JSM'F;  also  wird  die  Halbirungslinie  des  Winkels  EM'F, 
d.  i.  die. Normale  im  Punkte  ilf',  in  dem  Räume  iV^^'jB,  also  dem 
Mittelpunkte  C  näher  liegen.  Es  ist  übrigens  leicht  zn  zeigen, 
dass  die  Abplattung  des  äusseren  Ellipsoides  kleiner  ist  als  die 
des  inneren.  Denn,  bezeichnet  man  mit  a,  6;  a',  b'  die  Halb- 
achsen der  Meridianellipsen;  mit  c  die  gemeinschaftliche  lineare 
Ezcentricität;  mit  6,  e'  die  respectiven  numerischen  Ezcentrici- 
täten;  mit  <;,  c'  die  entsprechenden  Abplattungen;  so  findet  man 

a«  -  6«  =  a'«  -  6'»  =  c«  =  a«e«  =  a'««'«  (1) 

und  folglich: 

^  =  VTii7»,   ^i  =  Vü:7-«.  (2) 

Ist  nun  a  <(i',  so  folgt  e>  e' ,  indem  ae  =  a'e*,  ivoraus  ferner  folgt: 


also 


und  zuletzt: 


l-e«<l  — e'«    und    -<-!, 


> i —    oder     <y>ö'. 

a  a' 


Nehmen  wir  nun  (Taf.  V.  Fig.  3.)  auf  der  Verlängerung  der 
an  das  Ellipsoid  AMB  gezogenen  Normale  Mm  in  der  Entfer- 
nung MM'  =  Ö  einen  Punkt  M*,  legen  durch  denselben  ein  mit 
dem  ersteren  honiofocales  Ellipsoid,  ziehen  die  Normale  an  das- 
selbe Miuii,  und  suchen  den  Winkel  ce^  zu  bestimmen,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Winkel  k  der  ersten  Normale  Mm  be* 
kannt  ist.  Wenn  man  die  Leitstrahlen  OM  und  OMi  zieht,  so 
erhält  man: 
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*«n6  9  =  ~«*ang«  =  (1  -  ö)*  tang« ,  (3) 

h  ^ 
tang  9i  =  ~a  tang  «j  =  (I  —  «yj)«  tang  ai ,  (4) 

a«6«  a  1 


\  1  +  gä  tang  V 

a aF  cos«   , 

""  cos  g)  V^l  +  tang  a  tang  9  ""     ^   cos  9  cos  (et  —  g)) ' 


nn  man 


dcosa      ö     V^cos  o  cos  Qp  cos  (a — cp)  .^^ 

tanc  tl;  =  — ; —  =  -  • ; (5) 

^^      r8ing>      a  singo  ^  ' 


0  folgt: 


tanecp  _  ^'"y^o«(<*^»)  /g) 

^'^^       cosacos(9)— tf;)'  ^  ^ 


man  successive  (p,  ^,  tpi  und  cti  bestimmen  kann^  wenn 
For  0|  berechnet  bat;  dies  kann  durch  die  Formeln  (1),  (2) 
n^erden,  denn  es  ist: 


e=Vö(2— a)  (7) 


£lV 


(|-a,)*=l-^i*=»-^ 


herungs  weise 


(8) 


dem  man  ohne  merklichen  Fehler  a+d  für  Oi  schreiben  kann. 

irt  man  nun  noch  die  Umdrehung  der  Erde  ein«  so  ist 

Vi*      t>* 
if  die  Kraft  F= Rucksicht  zu   nehmen,    welche 

Ferenz  der  CentrifugalkrSfte   in    den   Punkten   Mi   und  M 
kt.     Daraus  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  Winkels  a^, 
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oder  der  durch  Homofocaiität  und  Rotation  bedingten  Richtung  der 
Normale,  die  Gleichung: 

sin  (ttg>— «i)       F 
sino}  %M 


u'oraus 


F 
1  +  J 

tang  («4 — ^)  = p  tang  ^  (9) 

folgt.     Es  ist  ferner 

F  __  c}*(rt  cos  yi  —  r  cos  q>)  __  coMcosc  r^* 
G ""  G  -        ^        •  r» 

(oMcosa    sin*(a — 9>)  __    ^      dcoso     sin*(a  — g)) 

^        'siu*(a — (pi)^2S^'      a      '  8in*(a  —  q>i)* 


(10) 


wo  o  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  und  g  die  Inten- 
sität der  Schwere   in  M  bezeichnet,  und  noch  zu  bemerken  ist^ 
,         a}*a        1 
9        289 

Wendet  man  obige  Formeln  auf  ein  Beispiel  an«  wenn  nämlich  : 

«  =  450,  ^=1000  Meter  und  ii  =  6377398  Meter,  <»  =  29^153 
=:  0.003343  angenommen  wird,  so  findet  man : 

(1  —  0)2=0.993325,  9)=440  48'  29",       i|;  =  0O0' 32^.5, 

9)i=44«48'29'M,    (1  —  0,)« =0.993327,         a,  =0.003342, 

«i  =  440  59'  59".6 ,  ^=  0.000000378,  «^  =  44^  59'  59^.7. 

fjr 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in  einer  Breite  von  45^  die  Vertikale 
eines  1000  Meter  über  dem  Erdboden  befindlichen  Punktes  mit 
derjenigen  des  entsprechenden  Punktes  auf  dem  Erdboden  einen 
kleinen  Winkel  von  ohngeföhr  3''  einschliesst,  und  zwar  so,  dass 
die  Abweichung  nach  dem  nSchsten  Erdpole  hin  stattfindet. 

Dieselben  Formeln  können   noch    dazu    dienen,    die    Gestalt 
und   Abplattung  der   Atmosphäre    zu  bestimmen.      Wird    nämlich 
d  =  185000  Meter  oder  =25  geographische  Meilen  angenommen^ 
was  beinahe  die  von  G.  G.  Schmidt  berechnete  Hohe  der  Atmo- 
sphäre ist,  so  ergiebt  sich  für  diesen  Fall: 

if;  =  10  40'  13",    g)i  =  440  48'  48".5,    {l^a^ )«  =  0,993696, 
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a,=  0.003167  =  3j^,    «,=44059' 40^.7,    ^=0.000076, 

a,  =  44«59'5r.6. 
Die  gesuchte  Abplattung  2  wird  nun  durch  die  Formel 
tang  44«  48'  48^.5  =  (1  —  X)«  tang  44«69'  51' 5 

bestimmt;  mao  findet  ^= 0.003209  =  »1^,  und  dieser  Werth  weicht 

aar  frenig  von  der  Abplattung  der  Erde  ab.    Schmidt  findet  für 

die  Abplattung  der  Atmonphäre  den  Werth  ^^ ;  es  ist  jedoch  zu 

bemerken,  dass  kn  Obigen  keine  RQcksicht  auf  die  Insolation 
genommen  wurde,  wodurch  die  Abplattung  der  AtmosphSre  be- 
deutend   vergrrissert   wird. 


Problemata    quaedam    geometrica , 

|irop<i9i(a  a 

D''^  Ckrisiiano  Fr.  Lindman^ 

Lcrt.  Strengneaenni. 


'•     De  parallelogrammis    circa  Ellipsin   datam    circum 

scriptis. 

Aequatio  Ellipsis  sit 


eoordinatae  puncti  cujusdam  extra  Ellipsin  a,  ß;   aequatio  tan- 
ft^^nti«  per  punctum  a,  ß  ductae  erit 
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a:  = 


ubi  est 

E  quolibet  igitur  puncto  duae  tangentes  duci  possont  et  coordi- 
natae  punctoruni  contactus  sunt  x  et  y.  Coordinatae  panctom, 
ubi  tangentes  per  punctum  —a,--ß  ductae  Ellipfiin  contiogiil, 
inveniuntur^  si  in  (1)  —  a,  — ß  pro  a«  ß  substitauntur.  Coordi- 
natis  Ulis  per  Xi,  yi ;  x^,  y^\  cett.  designatis,  invenimus  leqot- 
tiones  tangentium : 

quae,  ut  liquet,  parallelogrammum  formant.  Lineae  prima  et 
quarta  conveniunt  in  puncto,  cujus  coordinatae  sunt 

secunda  et  tertia  in  puncto,  cujus  coordinatae  sunt 

""  -      R'    y  —  Ä' 

Facile  patet,  diagonales  per  originem  transire  et  unam  f^ 
=  2V^««T?.    alteram  =  ^  V^a*/?«  +  6*ii«.    Si  illa  diagonalis  et 

axis  abscissarum  angulum  =9,  haec  et  axis  angulum  =f  coo- 
stituunt,   invenitur 

ß  b'^a  a^ß^  +  6*a* 

tg9=-.     tgt»;=-^^,     tg(v;-g,)=-^j^^^-^, 

atque  ideo,   posito  parallelogrammo  circuniscripto  =  P,  inveoi^* 

2(a^/?«^-A«««)  .       ^. 

Jam  quaerendum,  quodnam  ex  omnibus  bis  parallelogrammls  ^* 
nimum  sit  vel  per  quod  punctum  {a,  ß)  tangentes  ducendae  si^ 
ut  P  minimum  fiat.     Nihil  prorsus  impedit,    quominus  ponani*'^ 


(a,  ß)  in  illaBieIro  qaadam  sitani  «■««,  quo  factn,  palel, 
CSS«  K  m\  ß  variabilcK,    el    raKgii«ia  «arum    L-onslaiileiu-      PmHb 


"  V"««(a»*«+4«)  — o«6» 


poaito  luiiilmo  fpeiiis   J 
lo  coovfnientihu»   =  n*. 


:|i,    valiiribus  coordlnataniTD   a,  ^ 
,   solito  modo  (cperieinus 


a6va 


Vn"*«  +  &» 


(3) 


Psalqnam  invcnimus,  ex  qao  puncto  iliametri  cujuadaiu  (aogenles 
dgeriitfaii  aini,  iil  minimuin  [mralldogranmium  circuDiscriiitum  oria- 
Inr,  («alal,  nl  iteliiiinmiia,  qandnam  ex  »ininbiia  his  parnltclogram- 
aia  mlnliDum  ait.  Quudi  veni  vnlor  ipsiua  p  n«que  ab  <i  et  ^ 
ose  a  A  p«ndf>at.  conjtci  licet,  ipsuiu  p  caae  minimutn-  Ne  quid 
taaMn  daliü  reltnqualur,  ia  hanc  rem  ultcrius  tnqairaniua.  Intro- 
dKtts  raloribus  a' .  ß'  in  Torniulis  anle  intentis,   hab«hi&ius 

ß'—Si  __  ^{S-i±^       |3'-ifi  _  fl(s*-6) 


P'-yi.y-»t^     ft* 


iiigiilorum. 
Sequi  tu  r. 


VjWt  eal  notisatiiia  illa  rorrciatio  iiiler  taogcntc 
•|Un«  dininelri  conju^ulae  cum  oxt  nbacissarum  cfliciuiil. 
a(  paralletogTammum   roliiimuni   drcumscribatur.   ai  tangentea    per 
puncla  cztreiua  ejundero  paris  dinm^trntum  conjugalarutii  durun- 
tut,  el  ut  (imnia  kaec  paraUelucratiima  iiiler  ao  aint  acqualia. 
illa  minime  est   ignuta*),    «cd   dcmotistralioneiii   aiiaiyticam 
In  veni. 


Res 


Icrminata  A 


n  (3)  postlisque  x,  g  pro  o' ,  ß',  prodit  aequatin 
aV4A'.T«=2«»A« 


i  c«t  aequatio  loci    K^ometrici   puiii-tnrum   (r',  ß')  et  Kllipai 
'^■'«ptsüsenlal  dalne  aimllein   et  allero    lantu    ninJMeTD,    cujus  axe 
l^rindpales  sunt  aVi,  bv"i.    TaogeDlibu«  tgilur  »  puncto  qundar 

Baurduo.  A|iplicnlion  ris  t'Ali;.  »  U  lii'utu.    I'nri*  I8»1 
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bujus  Ellipsis  ad  Ellipsin  datam  ductis  parallelogranmom  miaraiui 
inveiiitur. 

Postquani  inventum  est  minimum  parallelogrammiim  eircomscri- 
ptum,  qaaeratur,  num  P  quadratum  fieri  possit.    Diagonales  ton 

aequales  sint  et  angulas  earaio  =  o'   necesse  est,   id   quod  oso 
venit,    sive  a  sive  /3  =  0  est.    Posita  igitur  ^  =  0,    evadit  alten 

diagonalis  =2«,  altera  ==--r======|,  unde,  sl  inter  se  sunt  äeqoa- 

lesj  iovenitur 

Superficie  huju8  parallelogrammi  =  Q  posita,   habebirous 

ö  =  2(a«+6») 
et  coordinatas  punctorum  contacfus 


Si  igitur  Ellipsis  et  Byperbola  eosdem  babent  axes  2a,  26,  ten- 
gentes  illae  per  focos  Byperbolae  transibunt  et  quadratum  Q  erit 
aequale  octies  potestati  *),  quam  vocant,  Hyperbolae. 


II.    Duabus  sectionibuH  conicis  se  intus  in  vertice  axis 
majoris  (principalis)  contingentibus^  ^eometricum  in*' 
venire  locum  punctorum«   ubi  ea  pars  secantis  perver- 
ticem    transeuotis,    quae    inter    curvas  jacet,    in  di» 

partes   aequales    dividitur. 

Aequatio  alterius  seetionis  ad   verticem  et   axin    principaleP 
relatae  est 

alterius 

Positis  yi=r|Sin9,   Xi=TiCosfp\   y%^=^T^S\\\fp,    a?2=rfCa»f 
invenientur  aequationes 


*)  De  Ti  ,,poteslali«"  Hj^perbolac  non  benc  conscntiunt  •crifUi*' 
Alii,  ut  Klilgel,  iMontfurricr,  Francociir,  qiiantitati  |(a*-f^) 
alii,  ut  Board on  rl  Garnier,  quantitati  'iab  noinco  ,,poteatiU' 
doderuat. 


:.i« 


.T  3      , 
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—         2ptCosy  __         2pftCo8y 

le 

Be  est  aequatio  loci  quaesiti  et  r^  *  ^  -*  est  radius  vector  an- 

9  gp  respoodens.  Curva  illa,  si  ad  coordioatas  orthogonales 
rtar,  quarti  ordinis  esse  reperitur;  quod  si  sectiones  datae 
lies  sunt  vel,  quod  idem  est,  si  q^'^^'i  ponitur,  locus  quae- 
s  evadit  Sectio  conica  datis  simills,    cujus  parameter  est  = 

lio  arithmetico  parametrorum  =  5  '  atque  ideo  est  aequa« 
ejus 

.V*  =  (Pi+Jt>a)a:  +  yia:2  (2) 


Per  punctum  intra  circulum  datum  duas  rectas 
er  se  orthogonales  ita  ducere,  ut  figura  inter  eas  et 
ircum  ab  lis  abscissum   maxima  aut  minima  fiat. 

8int  coordinatae  puncti  dati  x  ^=^  a,  ^  =  0  et  aequatio  circuli 

o:«  +  y«  =  t\ 

im  vero  coordinatae  polares  hnic  problemati  aptissimae  videan- 
<  polos  in  puncto  dato  collocetur  vel  ponatur 

»  facto  invenitur 

^  =  —  aCos^)  -f  Vr* — a*Sin*9). 
perficie  quaesita  =  Y  posita,  habebimus 

=i  Z**^  Q^d<p=:if       dg>{r^ f a« Cos V-2a Cos (p V"r« -a«Sin V) 

^  +  ^Sin2v  — gSing)  V  r«-ii*Sin»g)  -|Cos9>Vr«-a«Cos»g> 

—  -a  (Are  Sin  • +  Are  Sin -). 

biaBtiando  et  reductionibus  quibusdam  factis,  reperitur 


.  I. 
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4^=  a«  Cos  2g)  —  a  Cos  g)  V^r«— a*SinV+fl  Sin  qo  V  r^-irtJoa^, 

<^*^         o  «o.  o       fl(r*+tt^Co82y)Siny  ,  Q(r«- a*Co82q))Coi» 
3-5  =  -2«*8.n2g,  +  ^  ^^^,— _^_^  +  -  y^^^^o.^   ' 

Priroa  derivata  =0  posita  sappeditat  aeqaationeni 

a Cos 2g) — Cos  fp  V^r«—a« Sin «g)  +  Sin g)  V^r*— a«Cos«g)=0, 
qaae,    substituto  Cos^g) — Sin*^  pro  Cos 2g),   transit  in 

Cos  9  (a  Cos  g)  —  V^r«-a«Sin"V) = Sin  g)  (a  Sin  9—  V"r«-a*Co8«9). 
Facile  patet  huic  aequationi  satisfieri  non  posse,    nisi  est  8*109 

=:Cosg)  vel  g)=2'  9'=~T>    ®  quibus  illad  minimo,  hoc  maximo 
respondet,  id  quod  derivata  secunda  consideranda  cognoscere  licet 


Ueber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  und   der  Viel- 
ecke überhaupt. 


Von 

dem    Herausgeber. 


§   1 

Fiir  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  eines  Vierecks  AiA^M^ 
kann  man  sehr  einfache  und  bemerkenswerthe  Ausdrucke  da^^ 
die  Coordinaten  der  Ecken  Ai^  A^^  A^,  A^  finden,  und  dar^' 
auch  leicht  eine  einfache,  übrigens  dem  Wesentlichen  nach  sei'* 
bekannte  Construction  des  Schwerpunkts  des  Vierecks  ablelt^ 
wie  ich  jetzt  zunächst  zeigen  will. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Ecken 
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;  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  respective  durch: 

^1  >  yi ;   •^»»  y«;   ^s»  ys ;  ^4>  y4- 

wir  uns  die  Diagonale  AiA^  gezogen,  so  ist  deren  Gleichung: 

)    Coordinaten    der    Schwerpunkte    der    beiden    Dreiecke 
und  A^A^Ai  sind  bekanntlich: 

i(^i  +^t  +  ara),    i(yi  +y«+y8) 

4(^8  +  ^4 +  -«^1).  4(y8  +  y4+yi); 

enn  wir  der  Kurze  wegen: 

«X  =  O?!  -f  ^a  +  ^8  ~f  ^4» 

'»  =  yi+y»+y8  +  y4 

4(«x— arj,    4(«y— y4) 

»  f 

»cbung  der  durch  diese  beiden  Schwerpunkte  gehenden 
I,  in  welcher  bekanntlich  der  Schwerpunkt  des  Vierecks 
t  liegt,   ist: 

wir  uns  ferner  die  Diagonale  A^A^  gezogen ,  so  ist  deren 
ng: 

ß    Coordinaten    der    Schwerpunkte    der    beiden    Dreiecke 
lind  A^AiA^  sind  bekanntlich: 

i(a:«+ar8+«4)*    4(y«+y8+y4) 
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Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Schwerpunkte  gehenden 
Geraden^  in  welcher  bekanntlich  der  Schwerpunkt  des  Vierecks 
gleichfalls  liegt,  Ist: 

5).       .    .   .y-Kfy-yi)  =  ^gt:r-4(«,-ari)}. 

Bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Vier« 
ecks  durch  üc,  ]();  so  haben  wir  lu  deren  Bestimmung  nach  3) 
und  5)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

!'-i(«»-y.)=^Egl*-i('x-*,)l. 
IS)  ...   ' 

Bezeichnet  man  ferner  die  Coordinaten  des  DurchschnittspunkCs 
der  beiden  Diagonalen  durch  X,  Yi  so  hat  man  zu  deren  Be- 
stimmung nach  1)  und  4)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Stellt  man  nun  aber,  was  offenbar  verstattet  ist^  die  beiden  Glei- 
chungen 6)  auf  folgende  Art : 

die  beiden  Gleichungen  7)  auf  folgende  Art: 


dar;  so  überzeugt  man  sich  ohne  alle  weitere  Rechnung  durch 
Vergleichung  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  auf  der 
Stelle  von  der  Richtigkeit  der  beiden  folgenden  einfachen  und 
hemerkenswerthen  Gleichungen : 


umrt  itrr  VMecke  ü&erhimpl. 

dcDRi)  ükh   di«  folgeiiilefi  merk» ilrcligsn  Ausdnlcke  I 
□(wdliuilcn  <tc«  Scknerpunkts  ilcs  Vierecks  ergelietit 


9- 2- 
den    vorstehenden  einfachen   Formeln    IKsst    sii:h    cinp 
I  ConsIraclioB  des  Scbvt'ct|iunkl8  des  Vierecks  ableiten,  nie 
-  J«tzt   neigen  nulleu,   wobei  es    genügen    »ird,    rechtwinklige 
C«ordinBlen  zu  tirundc  zu  leceti. 

Zunncbat  schicken  wir  die  folgende  nllgemeine  anulylisch- 
g»oin*lri«ehe  betmchlung  voraus,  deren  Kesnltal  auch  nndcrwei- 
llx  iwcckmBaaig  Anwendung  linden  kann.  Wenn  auf  einer  belie- 
bigen geraden  Linie  im  Haume  xwei  Punkte  (.rn.yoi,,),  (;riyiti) 
g«f;«l»en  sind,  und  von  diesen  beiden  Punkten  aus  auf  der  Ge 
radvö  >wei  Strecken  abgeschnitten  werden,  die  sich  «ie  m»,  n, 
ni  ein&ndcr  verhallen;  so  wollen  wir  die  End[iunkte  dieser  bei- 
d«B  Strecken  durch  (X„r„Z„),  (X^Y^Z^).  nnil  deren  Entfernungen 
von  den  Punkten  UuSo».i).  <J"i.Vi'i)  ''"'cb  «„p.  M,g  bezeichnen. 
Die  von  der  einen  der  beiden  Iticbtungen  <le(  gegebenen  Geraden 
oait  den  positiven  Tbeilen  der  Coordinslenaien  eingeschlossenen. 
IW  nicht  übersteigenden  Winkel  seien  o,  ^.  y.  Nind  dunn  die 
beiden  .Strecken  von  den  Punkten  {x,^y„!„),  (3^i.Vi»i)  aus  auf  der 
Geraden  nach  denselben  Seiten  hin  nbgcscliniltcn  worden,  so 
Itllen  offenbar  mit  BeiiebunK  der  oberen  nud  unteren  Zeichen 
auf  einander  die  folgenden  Gleichungen; 

=  ^o±«c,*co««.  A"i  =jr,  J:»i,(.co»e.; 
=  J,.  ±nnPC"»i3.  >'i=.'/i  ±»ipcos|J; 
=  Ig  i: "<<?*:<»•>'■  ^='1  iiiffcoey; 
r  Stell«  SU  den  folgenden  Helationen  führen: 

B,  Uo— «o)  =  M.,(.V,  —  J, ) . 

".(»'■.-3ta)  =  «o(»'i-»i). 

r.,(Z„-i,.)  =  »o(Z,-ä,>; 


■•i(.Vo-«o)-»ot-Ti-J'i)  =  0. 

■i<n-*n)-'»i.(n-*.>=o. 

"i(Z.-«o)-MZi-<|)  =  0; 
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«1^0  — WoJ^i  =Wiyo  — «ayi* 

Wenn  dagegen  die  beiden  Strecken  von  den  Punkten  (xq^^ 
(xiyi2\)  aus  auf  der  Geraden  nach  entgegengesetzten  S^ten  Ui 
abgeschnitten  worden  sind^  so  gelten  offenbar  mit  Beziehimg  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  die  folgenden  Gleichoogei: 

Xq^:^  Xf^:^nQq cos ti 9  A|  =a?|  ^fii^cosa; 
*'o  =  yo±Wopcos/3,  F|=yi=F9t|ecos|S; 
Zq  =  Xq  ±Wopcosy>      ^1  =*i  T«iPC08y; 

aus  denen  sich  auf  der  Stelle  die  folgenden  Relationen  ergeben: 

Wi  (Xo  —  Xf^  =  —  no(Ai  —  ar,), 

«i(*o  -  yo)  =  —  Wü(^i  —  yi), 
Wi(Zo  — 2o)  =  — no(Z,  —  ^i); 


oder: 


oder: 


«i(Jo— yo)  +  «o(^'i-yi)  =  0. 
Wi(Zo-2o)+Wo(^i-»i)=0; 

UiXq  +  «0^1  =  «1^0  +  '*0^1  » 

wi  Fo  +  fio Fl  =  fii^o  +  «oSfi» 
7*1  Zo  +  fioZi  =ni2o  +  Woh- 


Es  ist  also: 


«i  Fo  T  fio  Fl 


wiyo  T  »*oyi . 

«1*0  T  Woa^i ; 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt  ^  jenacbden 
die  beiden  Strecken  von  den  Punkten  (^Po^o'o)»  (^i^i^i)  au«  •■' 
der  gegebenen  Geraden  nach  denselben  oder  nach  entgegenge- 
setzten Seiten  hin  abgeschnitten  worden  sind.  Wenn  die  beiden 
Strecken  einander  gleich  sind  und  also  fto=sni  ist,  so  we''*'" 
die  vorstehenden  Relationen: 

^0  T  ^1  =  yo  T  yi , 
Zo  =F  Zi  =  zo  T  «1 ; 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  vorher. 


«iitl  der   Viflifcke  Übtrhmipt. 
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Wenn  nun  O  ilen  llurchschnitUpunkl  der  beiden  [Ha^onaleii 
||.^,  niid  A^A^  des  Vteretlis  A^A^A^A^  (Taf.  V.  Fig.  5.)  besflicli- 
irf,  «I  «chneiile  innn  vun  A^  und  A^  aus  auf  den  Diagonalen 
1,^,  und  A^A^^  xwei  Strecken  J,  O,  und  ^,0,  so  ab.  dasi« 
l,0,  =  v*,O,  /)iOa=^40  i«l,  und  die  Strecken  -4,0,,  ^jO 
üTder  Diagonale  A^A^  von  .4,  und  A^  aus,  die  Strecken  A^O^. 
I4O  auf  der  Dia^onnle  A%A^  von  .l^  und  J^  aus  iiacb  eiitge- 
tn^etzleii  Seilen  hin  liegen  ;  dann  ist  jederzeit  der  auf  be- 
Mate Weise  leicht  siu  cunstruirende  Schwerpunkt  des  durch  die 
linkte  O,  O,,  O,  lieslimnilen  Dreiecks  OOiO,  der  gesuchte 
cbnerpunkt  des  Vierecks  AxA^A^A^.  » 

Uro  dies  zu  beweisen,  bezeichne  man,  (ibrigene  alle  in  %•  I. 
sbraochten  Bezeichnungen  auch  hier  beibehaltend,  die  Coordi- 
ilen  der  Punkte  0|  und  Oj  respeclive  durch  A', ,  F)  und  .V),  F^. 
«nn  ist  nach  den  vorher  lieiriesenen  allgemeioeu  Relationen, 
ennman,  wie  hier  erfordertteh,  die  unteren  Zeichen  nimmt: 


K\X^  =  x^\x^, 


Y\  F,  = 
F+  Fj  . 


1h  +Sa : 


•i.X\Xi  \Xt,  =  x^\x%'^x^\x^~tM, 

•l  F t  F,  +  Fl  ^  y,  +  ^  +^,  J  y,  =  .,. 
11  nach  5.  I.  S) 


f»=»ir2i'+>',  +  >y-  n  =  j(i'+»',+  r,)! 


p: 

jint  nkch  der  bekannten  Bestimmung  des  Sebwer^iunkts  des 
'reiecks  durch  die  Cnnrdinaten  seiner  Ecken  der  Scbnerpunkl 
Fyj  des  Vierecks  A^A^A^A^  der  Schnerputikt  des  Dreiecks 
'0](J^,    tiie  behauptet  nurde. 

NatGrlich  kann  man  die  Cnnstruclioii  auch  so  ah&ndern.  riass 
>«n,  »te  in  Taf.  V.  Fig.  6,,  etvta  nur  A,Oi  =  AtO  macht,  dann 
I1J4  in  M  lialbirl,  iVO,  zieht,  und  JUS  =  iltiOt  macht,  n-o  dann 
*  Jer  gesuchte  Schwerpunkt  des  Vierecks  AjA^A^At  ist.  So 
'■'fet  sich  die  Construclion  u.  A.  in  ..Elemente  der  Mecha- 
Ik  und  Maschinenlehre  von  W.  Schrader.  Tbl.).  Halle. 
'Wo.  S.  62. ",  wo  aber  die  Darstellung  eine  ziemlich  oberfläch- 
*»<  ist,  indem  die  bei  dieser   Conslruction  nothnendig  m    neb- 
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meiide»  Ber ficksichtigangeo  nicht  mit  gehuriger 
Schärfe  hervorgehoben  worden  sind,  aach  der  hier  vonageweifi 
interessanten  Beziehung  za  dem  Oreieclc  OOiO%  keine  besoodert 
Erwähnung  gethan  worden  ist 

I 

§.3. 

Wir  denken  uns  jetzt  ein  beliebiges  neck 

if  I  A^  A^  A^  • .  • .  An» 

und  bezeichnen  dessen  Inhalt  durch  Jn,  die  Coordinaten  seinei 
Schwerpunkts  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  der  a:y  durch  Xu»  F«.  Ziehen  wir  die  Diagonale 
AfAn^i,  so  erhalten  wir  das  (n — l)eck 

A^  A^  A^  A^  •  •  •  •  if  ■— 1 

und  das  Dreieck  An-iAnAi,  welclies  letztere  entweder  aottes- 
halb  oder  innerhalb  des  ersteren  liegt;  den  Flächeninhalt  dies«^ 
Dreiecks  bezeichnen  wir  durch 

D 

n—l,  n,  1 

und  die  Coordinaten  seines  Schwerpunkts  durch 

X      ,  F     . 

Liegt  das  Dreieck  An-iAnAi  ausserhalb  des  (n~])eck8 

Ai  /f  2  A^  A^  ....  An—l  9 

so  hat  man  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  folgende  • 
Gleichungen : 

Jn  Xn  =  Jn-1  An-l  +        Z)       .       -X        , 

«—1,  fli,  1    n—l,  II,  1 

y„Fn=Jn-iFH-i+      />     .       F      ; 

n— 1,  ff,  1     n—l,  n,  1 

liegt  dagegen  das  Dreieck  An-iAnAi   innerhalb  des  (n— l)6&*Hy 

Ai  ilf  if  3  2f  4  ....  ^n— 1 9 

so  haben   wir  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  folges'^'' 
Gleichungen : 

«/n-i  A^R-i  :=  JffXi-f      D      ,      X      , 

n-^l,  «,  1     n—l,  n,  1 

J,_,  F»_i  =  J„  F„+      D      .      ¥     ; 

n—l.  n,  1     n—l,  n,  1 
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'  -c)(H<?+'0  +  (c-fl)(c+«+f/)=0 


■ 

"V 

• 

4  . 

^ 

•■=0, 

■ 

i*s)    i 

*. 

• 

4  +  ^3)  ?=0; 

•  * 

•  . 

r 

«1   f  arj)   ) 

.T3)  +  (j:4  —  0:3)  (0:3  +  3:4  +  o.-, ) 

^  =  (^2  — 0:4)  (ara+ 0:4  4-^:3); 

»enn   man  y  für   ^  schreibt;    folglich   nach   dem 

5) 

V  ^4  =  iyi  (^4  -  «ara)  (0:4  +  a:a  +  OTi) 
+  iy»(«i  — -a^a)  (^1  +^3  +^a) 
+  \yz  (^2 — ^4)  (^2  +  ^4 + ^3) 
+  1^4  (^8  — ^1)  (^8  +  ^i  +  ^4) » 

•^4     ^^^4  =       4^1  (^4  — y«)  (^4+^2+  yi) 

+  4ara(yi  — y,)  {yi  +  »y,  +ya) 
+  4^3(^2—^4)  (^2  +  ^4  +  ^3) 

+  h^^iyz —yi)  (yt +^1+^4); 

»lebe    Ausdrücke    ganz    mit   den    in   §.  4.    gefundenen   Formeln 
ereinstimmen. 

Fiir    71  =  5  ist  nach   3) : 

4,  5, 1     4, 9, 1 

J^  F5  =  J4'  F4  +    Z>    .    F   ; 

4,5,1     4,0,1 


*)  Die  Richtigkeit   dietier   UelHtion   erhellet    auf  der  Slello,    wenn 
in  die  Gruaae  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitsieichens  unter  der  Form 

(ji^^b^)  +  (d«-.c«)  +  (r*-rf«)  +  {(ö-^)  +  (^-c)  +  {c-a)\d 
hreibt. 
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wenn  aber  das  Dreieck  An-iAnAi  innerhalb  des  (n — Ijecks 

liegt,  80  ist  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  a 
einander : 

2Jn  =  TJn.    2J«-i  =  T./«-iS    2.      />       =±       zy      : 

also  ist  nach  1)  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

«—1,  II,  l     «—1,  n,  1 


§.  4. 

Die  vorstehenden  allgemeinen  Formeln  (§.  3.  4))  wollen  vi 
zuerst  wieder  auf  das  Viereck  anwenden.  In  diesem  Falle  i 
n=:4,  also  nach  §.  3.  2)  und  §.  3.  3): 

J4'  =    Xi  (^4— ya)  =  —  yi  (^4— ^t) 
+  •'«^a(yi  -  ys)     — y«  (^1  —  ^s) 

+a^3(ya— y4)     -y5(^«— ^4) 
+^4(y3  -yi)    — y4(^8— «2:1), 

+  ^a(yi— y»)      — y«(a^i— arj) 

+^8(y«— yi)    — y8(^«— ^1). 
/>'  =    ^8(yi— y4)  =  — y8(^i— ^4) 
+^4(y8~yi)    —  y4(^8— ^1) 
+^i  (y4— ys)    —  yi  (^4  -  arj). 

Ferner  ist  nach  den   bekannten  Formeln   für  die  Coordinaten  d« 
Schwerpunkts  des  Dreiecks  durch  die  Coordinaten  der  Ecken: 

^8  =  4(^i+^«+«ar8),    *'8  =  4(yi+y2  +  y8) 


und 


A    =4(0:3  +  0:4  +  2:1),        F   =4(.ya+y4  +  y,). 

3, 4, 1  3,  4,  f 


Also  ist  nach  §.  3.  4) : 


z*  '^y. 
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J3fl  (^4  — ^«)+y«(^l  — ^s) +y8(^a— ^4)+y4(^3 -^l)l^4 

=      WVx  (ars  — ^a)  +  ya(^i  —^3)  +  ^3  (^^2—^:1)  |  (.r,  +  ar,  +  arg) 

^  l^i<»4— y«)  +  ^«(yi— y8)  +  ^8(y«— y4)  +  ^4(y8— yi)l  ^^ 

=    iUi(y8-y«)  +  a^«(yi— ys)  +^3(y«-yi)l(yi  +y«+y8) 
+  4t^s(yi— y4)  +  ^4ty8-yi)  +  ^iCy4— y8)l(y3+y4+yi); 

woraus   sich   mittelst  leichter   Rechnung    die    folgenden    Formeln 

erseben : 

5) 

I         { Vi  (^4— J^«)  +  y«(^i  -  ^3)  +  y^(.x%-'3c^^  +  ^4(^3—^1)1^4 

-— -    »yi  \P^\'^\  ""  ^2^2  1  *^\  ^4 — ^1  ^2) 

+ iya(^i  ^1  —  'a^3^8  +  ^^^\  "•  ^2^3) 
+  ly3  (^«^» — ^4^4  +  ^8^a — ^8^4) 

+  iy4(^8^3  — "^1^1  +-^4^3— ^4^1)» 

{ ^\  (y4— y«)  +  ^«(yi  — ys)  +  ^3  (y« — y4)  +  ^4(y8  — yi )  1 1^4 
=   4^1  (y4y4  —  y«y2  +  yiy4 — yiy«) 
+  4^2  (yi  yi  —  y3y8  +  y«yi  — y«y8) 
+ 4^:3  (y2y2  —  y4y4  +  y3y«  —  y8y4) 

■ 

+4^4(y8y8  —  yiyi  +  y^y^—y^i) 

oder  : 

«) 

^yi(«4— ^«)  +  y«(^i-""a:8)+y8(a:2— 0:4)  +^4(^3—^1)1^4 

=    4yi(^4-^«)(^4+^«+^i) 
+4y«(^i  —^3)  {^1  +^8+^a) 

+  4y3(^a  -  «^4)  (^«  +^4  +  ^8) 

+  4y4(^s— ^l)(a-3+^l+^4)» 

\sc^  (y4— y«)  +  ^«(yi— y8)  +  ^3(y«— y4)  +  ^4(y8— yi)l  *4 

=    4^1  (y4— y«)  (y4 + y«  +  yi) 

+  4^2  (yi  — y8)  (yi  +y8  +  y») 

^  ,+.4^:3  (y2 — y4)  (ya + y4 + ys) 

+  4^4(y8— yi)  (y3  +  yi  +y4)- 

Diese  beiden  Formeln  lassen  sich  auch  aof  folgende  Art  dar- 
stellen : 

nnb«ii  xui.  20 
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7) 

=4{yi(ar4-^a)  +  y«(^i— ^s)  +  .VsC««— ^4)  +  y4(*t— arOli, 

—  iyi(^4— ^«)^8 

—  4y«(^i— ^3)^4 

—  4^8  (^«—^4)^1 
— 4y4(a?8— ^1)^«» 

t^i(y4— y«)+^«(yi— y8)  +  ^8(y«-y4)  +«4(3%-Sfi)J*4 
=4tari(y4-y«)  +  ^«(^i  -^s)  +  ^8Cy«— ^4)  +  *4(.'/»— yi)u, 

—  4^1  (»4— yt)y8 

—  4^«(yi— ^3)^4 

—  4^8  (y«- 2^4)  .Vi 
— 4^4(^3 —yi)y«- 

Nach  §.  1.  7)  mfissen  die  Coordinaten  X,  Y  des  Durchschnitts-, 
punktes  der  Diagonalen  des  Vierecks  mittelst  der  beideo  folgen- 
den Gleichungen  bestimmt  werden : 

^*        JTa  ""  -^4 


Lust  man  diese  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Weise  auf,  so  er- 
hält man: 

j^  _  yi  (j^4— '^«)^8 +ya(^i  — ^8)'y4+y3(j^»  -^4)'^i  +^4(^3— j^iX^ 
.yi(^4— ^«)+ya(^i  --^8)+y3(a^a— ^4)+y4(^8— ^1) 

ir  _  ^i(y4— yg)y3  +  ^«(yi  '-y8)y4+^8(y2— y4)yi  +g4(y«— yOyi . 
^1  (3^4  -  y«)  +  ^a(yi  -  ys)  +  ^3  (y«— y4)  +  -nCys  — yi) 

also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar : ' 

Ar4  =  4*'-i^  =  i(*x-A), 

folglich  nach  §.  1.  8): 

wie  es  sein  muss. 

Offenbar  ist  nach  Vorstehendem  auch : 

Y—  (^4—^«)  (yi  J^8— ^iy3)  +  (pc\  —^8)  (Wg4 — «g^^ 
{x^—x^  (yi  — ys)  +  {xi  -x^)  (y«— ^4) 


I 

i 


Mm  V 
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(3^4—^4)  i^\ — ^s)  +  (yi  -  yz)  (^a— ^4) 


od 


j._  _  (^«—^4)  (^1^8— yi  J^s)  —  Cvi  —  ya)  (^«y4— ya^4) . 

(0:4—0:4)  (y,  — ;/3)  —  (.^1  ~  arg)  (y«  -  y4) 
also,    vollständig  entwickelt  dargestellt: 

8) 

(0:1  —  o:,) (o:gy4  -  ^2^4)  —  {x^ — 0:4)  (0:1  y^-yi^r^)]  * 
(;ti— or3)(y«— ^4)  —  (o:.  — o:4)(y,  -ys) 

Iyi  +  y«  +  ya  +  y4  \ 

,  (yi  — ya)  (^»y4 — y2^4)  —  (y«  --y4)  (^lys  —  yi^^s)  | '» 

wo  in  den  Zählern  and  Nennern  der  obigen  Aasdrücke  von  X,  Y 
die   Zeichen  umgekehrt  worden  sind. 

§.  5. 

Nach  diesen  besonderen  Betrachtungen  über  den  Schwerpunkt 
des  Vierecks  wollen  wir  nun  nocb^  unter  Voraussetzung  recht- 
«%-ifikliger  Coordinaten,  allgemeine  Formeln  für  die  Coordinateo 
öe»  Schwerpunkts  jedes  necks  entwickeln ,  zu  denen  wir  mittelst 
der  Delationen  §.  3.  4)  ohne  Schwierigkeit  gelangen  können.  Zu 
dem  Ende  wollen  wir  aber  zuvörderst  den  genannten  Relationen 
einen    etwas  veränderten   Ausdruck  geben.     Setzen   wir  nämlich: 

.  1)       •^»'=    ^i(y«— y«),         Jn=^    yi(^«— .1:2) 

+  ^2  (yi  — ya)  +  y«  (^i  —  ^z) 

■  +^z(y^-y4)  +y3(^2-"^4) 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

+  o:n-i  (y«-«  —  y«)  +  y«-i  (xh-2  —  Xp) 

+  Xn  (y«-i  —  yi )  +  yn  (Xn-l  —  Xi ) 


u 


nd 


z 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 


t/fc   An  — 


J.'  F.  = 


'5    '  & 


+  Jys  (^Ä— a:^)  (jTj  +  ar*  +  *») 
+  4^4(^3— ^1)  (^3  +^i  +^4) 
^4(^1—^0)  i 

4^1  (y4 -y«)  (^4 + y« + yi) 
+  4^2  (yi  -ys)  (yi  +ys  ty*) 
+  4^8  (y«— y4)  (//« + y4 + ys) 
+  4a:4(y3— yi)(y8  +  yi  +y4) 

a^4(yi— y»)^ 
+  ^d(y4— yi)  r  •  4(y4  +  y»  +  yi)- 
+  ^i(yft— y4)  J 

Nach  der  Relation  4)  ist  aber: 

V    +  (^4  — ^5)(^4  +  ^5+^l)  ^  =  0, 

+  (a:5  — araXara  +  OTa  +  a:,) 

(^i  —  a:,)  (0:1+ 0:3 +  0:4) 

+  (3:3— ar5)(j:3+a;5 

+  (aTft— a:i)(ar4  + 
also : 

(x^  —  a:^)  (x^  + 0:2+0:1)  +  (a^ft— 0:4)  (0:4  +  0:4  +jr,) 
=  (:r5— .Ta)  (0:5  +  a:,  +  a:,), 

(:r8  —  ^,)  (jrj  +  ^1  +  ar^)  +  (arj  —0:4) (0:4  +  0:5  +a:,) 
=  (0:3  —0:4)  (3:3  +  .f 4  +  0:4) ;  ' 

und  eben  so,  wenn  man  y  ftir  x  setzt;  folglich  nach  dem  Obig^ 

6) 

.^ö"  ^5  =    4yi  (^5  ~  ^ä)  (^6  +  ^2  +  ^1) 

+  4ya(ari  —0:3)  (a:i  +  arg  +  ar») 

+  4y3(-^«— ^4X^2  +  ^:4+^8) 

+  4y4(^8— ^ö)(^3  +^5  +  ^4) 
+  4y6(^4  -  ^l)(^4  +  ^l  +  ^ö)» 
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J5  ^6  =    4^1  (yö -y«)(yÄ+^+yi) 

+  iara(y,  -  y^)  (y^  +  y^  +.v«) 

+  4^8  iy% — ^4)  (;/a + ^4 + ys) 
+  4^4(^8  —  yö)  (y8  +yö  +y4) 
+  4^5(y4— yi)  (y4+yi  +y5)- 

'   tj  =  6  ist  nach   3) : 

5,6,1      5,fi,  1 
5, 6,i       5,6,1 

ch   dem  Vorhergehenden: 

4yi  (^5  -  «ar«)  (.Tft  +  ^« +:r, ) 

+  iy«(^i— ^3)  (^1+^8  +  ^2) 
•Z«"  ^6  =     <   +  4y8  (^1—3:4)  (a:a  +  5:4 + ar,) 

4  4y4(^8  -  «ar»)  (arg  f  0:5  +  0:4) 
+  4yö(^4  — «a?!)  (a:4+a:|  \x^ 

4*1  (y^—y^)  (y5 + y« + yi) 

+  4^2  (yi  -ys)  (yi  +y8  +ya) 

^ö'  ^«  =    ^  +  4.ars(y«— y4)  (y«+y4  +  y8) 

+  4^4  (ys  -yö)  (ys  +  y6 + y4) 
+  4^6  (y4'-yi)  (y4  +  yi  +  y*) 

^6(yi  — y«)  ) 
+  <  +^ö(y5— yi)  >-4(y6  +  y«+yi). 
+  ^i(y«  — ys)  / 

ler  Relation  4)  ist  aber: 

(xj— aTft)  (x^  +  x^+Xi) 
+  (0:5  — a:«)  (0:5  +  0:4  +  5:1)  ^  =  0, 
+  (Xfi—x^)  (.T4  +  a:a+a:,) 

+  (0:4  — 0:4X0:4+0:4+0:4)  ^=rO; 
+  (o?4—ori)  (0:4  +  0^1  +0:4) 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 


r.  *  -  -^»■J. 


t/*   A»  — 


n  = 


+  i^S  (^«—^4)  (^»  +  3:4  +  .ITj) 

+  4^4(^3— «ari)  (0:3+0:1  +X4) 
+^0(^4  — «ari)  ^.K^4  +:^5  +  «i)  = 

+yi(^6— ^4)  3 

4^1  (y4 -y«)  (^4 + y« + yi) 
+  4^2  Oyi  -ys)  (yi  +ys  +.^2) 
+  4^3  (y«— ^4)  (;/« + »4 + ys) 
+  4<a^4  (y3  — yi)  (y3 + yi  +  y4) 

+  ^d(y4— yi)  r  •  4(y4  +  y»  +  yi)- 
+  ^i(y5— y4)  J 

Nach  der  Relation  4)  ist  aber: 

{x^—x^  (^«+^4+^1) 

X  +  (^4— -^ö) (^4 +  ^5+^1)  ^  =  0, 
+  (0:5  — o-aXoTö+OTa  +  a:,) 

{Xi  —  ar»)  (arj  +  0:3  +  0:4) 

+  (0^3  — Xö)  (0:3 +0:5 +  0:4)  J»  =  0: 

+  (0:5 — a:i)  (^Tft  +  a:,  +  0-4) 
also  : 

(0:4  —  0:4)  (0:4  +  0:2  +  o:,)  +  (0-5—0:4)  (0:4  +0:5+0:1) 
=  (0:5  — .r^)  (0:5  +0:4+  o:,), 

(0:3  —  .r , )  (0:3  +  0:1  +0:4)  +  (o:,  —  0:5)  (0:4  +  0:5  +0:,) 
=  (0:3—0:5)  (0:3  +  .fft  +  0:4) ; 

unil  eben  so,  \venn  man  y  für  x  setzt;  folglich  nach  dem  Obigei 

6) 
^h"  ^b  —      4yi  (-^ö  -  ^a)  (^6  +  ^2  +  ^i) 

+  4y2(^i  —-2:3)  (0:1  +  0-3  +  0:4) 
+  4y3  (^2 — ^4)  (^2  +  ^4  +  ^3) 
+  4y4  (^3 — ^ö)  (^3  +  ^5  +  ^4) 
+  4yö  (^4  -  «2:1)  (0:4  +  0:1  +  0:5) . 


und  der  Vieieche  überhavpt.  21*5 

Jb  ^6  =  i^i  (»5  -  y%)  (y* +y« +yi) 
+  \^%{yi  -yzidfi  +y8+.v«) 
+  i^sCy«— y4)(y«+y4+ys) 

+  4^4(^8  — STö)  (^8  +yö  +^4) 

+  4^5(^4— yi)  (y4+yi  +yft)- 

ir  ti  =  6  ist  nach  3): 


J>' 

r  V    t  "  X 

+  IT 

5,6,1 

5,ß,l 

J»' 

5,6,i 

y  ; 

5,6,1 

ach  dem 

Vorhergehenden : 

/      iyi  (^5  - 

-arjXarft  +  j^  +  or,) 

1  +  iyti^i  - 

-^aX^i 

+  ar8  +  arj 

J«"  X, 

» ■"" 

\   +  4^8  (^a- 

-a^4)  (^j 

1  +  0:4+^?,) 

1  +  4^4(^8  - 

-  ^a)  (^9 

f  ^6  +  ^4) 

^  +  4^0(^4- 

-^1)  (^4+^1 +^5) 

4(arft  +  are  +  JP|), 


4*1  Cvft—y«)  (y*  +  y« + yi) 

+  4*«(yi  -y8)  (yi  +y8  +yi) 

•^6'^«=    (  +  4*3(y«— y4)(yÄ+y4  +  y8) 

+  4*4(y8  -yö)  (ys  +  y» + y4) 
+  4*5(y4— yi)  (y4 +yi  +yö) 

^5(yi  — y«)  ) 
+  <  +*6(y5— yi)  /•4(y6  +  y«+yi). 
+  *i(y«  — ys)  / 

der  Relation  4)  ist  aber: 

(a:,— jTft)  (0:4  +  0:5+0:,) 
+  (X5  —  0:«)  (0:5  +  0?« +  o:|)  ^  =  0, 
+  (0:5—0:,)  (0:5  +  x^-^a:i) 

(oTi  —0:4)  {xi  +  0:4+  Of5) 

+  (0:4  — 0Pe)(^4+^6  +  ^ft)  ^  =  0; 
+  (o?5— or,)(o?«  +  or,  +0:5) 
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(.r4  -  Xi )  (x^+Xi  +Xg)  +  (Xi  -x^)  (x^-i-x^+Xi )  =  (ar4  -x^)  {x^+x^+Xt 
und  eben  so,  wenn  man  y  (ür  x  setrA;   folglich  nach  dem  Obige 

7) 

+  iyt  (^1  — «ars)  (xi  +  arg  +  ar») 

+  4^4(^8  — «arftXxj+ora  +  arJ 
+  4^6  (^4—^«)  (^4 +^6  +  ^0) 

•/«'  ^6  =     4a^i  (y« — y*)  (y« + y«  +  yi) 

+  4^8  (y« — 3^4)  (y« + y4  +  ya) 
+  4^4  (ys  -  y  5)  (ys  +  y»  +  y4) 
+  4^:5  (y4— y«)  (y4 + y6  +  y») 
+  4^6  (ys  — yi)  (y*  +  .vi  +  ys)- 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  tveiter  gehen  kann,  unterli^ 
nicht  dem  geringsten  Zweifel.    Allgemein  ist: 

Jn"  Xn  =        4yi  (^n — ^a)  {Xn  ^X^^Xi) 

+  4.y«  (^i  —  ^z)  (^1  +  ^8  +  •'p«) 
+  4y3  (^2—^4)  (^«  +  ^4 + ^s) 
+  4y4(^8— ^5X^8+^5+^4) 

u.  s.  w. 
+  4yn-2(ar«-8  —  -arii-i)  {xn-^  +  a:n-i  +  j:«-«) 
+  4y»i-i  (arii-2 — OTn)  (a:«-2  +  ar«  +  arn-i) 
+  4yn(^ii-i— ar,)(a:«-i  +  ari+arB), 

•^i'  yn  =     4^1  (y« — y«)  (yn + y« + yi ) 
+  4a:a(yi  — ys)  (yi  +ys  +y«) 
+  4a-s(y2  -y4)  (y2+y4+y3)  - 
+  4a:4(y8— y4)  (y8+y5+y4) 

U.    8.   W. 

+  4a:n-2(y«-8  — yii-x)  (yii-s  +y«-i +yfi-«) 
+  4^fi-i  (y—a — yn)  (y«-«  +  y«  +  yn-i) 
+  4a:«(yii-i  -yi)(yn-i  +yi  +yfi); 
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nao  durch  den  Scbluss  von  n  auf  n  -|- 1  leicht  beweisen  kann^ 
aber  hier  nicht  weiter  aosgefQhrt  zu  werden  braucht.  Ffir 
nd  Jn"  hat  man  die  Ausdrücke  1)  zu  setzen. 

p*fir  n  =  3  erhält  man  aus  den  Formeln  1)  und  8): 

=      \y\  (^8 — ^2)  (^8  +  ^«  +  ^1) 

+  \y%{^\  —^3)  (^1  +  ^8  +  ^«) 

1^1  (^8  -y»)  f  -^^^Cyi  -^3) +^8(y«— yi)l  ^8 
=    i^i  ^y^  -^2)  (3^3  +  y2  +  yi) 
+  4^2  (yi  —  ys)  (3^1  +  ^8  +  y*) 
+  4^3  (3^2 — yi)  (.y2  +  .Vi  +  ys) ; 

:h: 

^3=4(^1+^2  +  ^3)»  '^3=4(^1  +^2+^8); 

r 

ass  also  die  allgemeinen  Formeln  5)  selbst  noch  für  das 
3ck  gelten. 

Die  Form,  welche  ich  den  allgemeinen  Formeln  8)  gegeben 
,  unterscheidet  sich  von  der  Form,  welche  man  wohl  sonst 
Formeln  für  den  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Vielecks  gege- 
hat  *) ;  ich  halte  aber  die  von  mir  oben  gewählte  Form  liir 
)equem8te  zum  Behufe  der  Rechnung.  Jedoch  habe  ich  nicht 
tsächlich  deshalb  diese  Entwickelungen  hier  mitgetheilt, 
ern  hauptsächlich  der  von  mir  gegebenen  Beweise  wegen, 
dieselben  nach  meiner  Meinung  meistens  nicht  mit  erforder« 
)x  Strenge  und  Evidenz  gefShrt  werdeu« 

Die  Nenner  Jn" »  Jn  von  Xn,  Yn  werden  nach  1)  auf  folgende 
gebildet : 

yi  {xn — a?i)  und  xi  (y« — y») 

+  ^2  (*i  —  *s)  +  ^2  iy\  — »s) 

+  ys(^2— ^4)  +^8(^2  —  ^4) 

+  y4  (^3 — ^5)  +  -3^4(^8  -  yd 

U.  S.  W.  U.  8.  W. 

+  yn-2  (arn-t  —  a:n-i)  +  ar«-2  (yfi-«— yii-i) 

+  yn-i  (arn-2  —  Xn)  +  ar«-i  (^«-2 — yn) 

+  yn  (:rn-i — ar, )  +  ar«  (y«-i  — yj , 


*)  M.  s.  2.  B.    Mathematiache    Tabellen,    Formeln    n.i.  w. 
H.  Hertzer.     Berlin.   1864.     S.  893.     Nr.  16*. 
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und  die  entaprAchenden  Zfibler  erhält  man,  irefin  IHM  die  ein- 
«dnen  Glieder  der  Toretebenden  Nenner  nach  d«r  Reihe  mit 

arn  +  ara  +  a?!,  und  ^n  +  ys-f^i» 

^i+«?4+«s»  y«+y4+yf» 

^8+^5  +  ^4»  y« +3^6+^4» 

Q.  8.  W.  U.  8.  W. 

a:«-8  +  JTii-i  +  a:«  -« ,  .Vn-s*  +  yn-i  +  if«-« » 

ar«-«  +  ar«  +  a:«-! ,  jy»-«  +  y«  +  y«-i , 

a?«-i  +  a?i  +ar«  yi<-i  +yi  +  y« 

multiplicirt;    die  auf   diese  Art  erhaltenen   Brfiche   aber    zuletit 
noch  durch  3  dividirt. 

Bei  der  Berechnang  von  Xn^  und  natürlich  eben  so  bei  der 
Berechnung  von  Fn>  verfahrt  man  am  Besten  nach  folgendem 
Rechnungs- Schema : 

aPn>    a?  1 ,    ar^y    x^t  •*.. y  Xn^^y    Xn-^%9    a?«— i 
a?2>    afjj    a?4,    ar^^,  •...,  arn— i»    arny        ar| 
^1  >    ^4>    ^8>    ar49 .... ,  aTii^a,    a:«— i,    a?« 

woraus  man  durch  Subtraction  und  Addition,  unter  Beifügung  der 
Reihe  der  y  sogleich  die  folgenden  Reiben  ableitet: 

Xü'-^x^t       X\  '^x^i      x^ — a?4,  ....,  äfn—^-^Xn,         a^M— 1— a?| 
Xn-f-x^+Xi,  a?|-far8-i-a^*  ars-fa?4-fa'8>...»arit-s-|-a^«-fa?ii.i,  arn-i-f-a^ -f  ^ 

woraus  man  dann  durch  Mültiplication  der  gleichstelligen  GM« 
der  ersten  und  dritten  Reihe  und  aller  drei  Reiben  leicht  Nea- 
ner  und  Zähler  der  gesuchten  BrOche  ableitet,  worauf  man  nocb 
durch  3  dividiren  muss,  um  An  selbst  zu  erhalten. 

Anmerkung.     Dass   die  hier  ursprünglich  nur  fflr   rechtwinklig^  Coat- 
dinaten   bcwieseneh  Fotaieln  auch  ganz   allgemein   f&r  jedes  beliebige  idiief' 
winklige  Coordinatensyatem  gelten ,  ist  mittelst  der  bekannten  einlaeben  Forme^^ 
der  CoordinatenTerwandlvng  in  der  Ebene  leicht  nachzuweisen,   was  dem 
überlassen  bleiben  mag. 


Ais  Nachtrag  zu  diesem  Aufsatze  theile  ich  in  der  fpigenc 
Abhandlung  noch  einige  einfache  Constructionen  des  Schweq>oni^^ 
des  Vierecks  mit,  die  ich  von  einem  meiner  liebeten  Zohdr^^ 
Herrn  Endemann  aus  der  Lausitz,  erhalten  habe. 
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Billige  Constructionen  des  Schwerpunkts  des  Vierecks. 

Herrn   EHdemanUi 
IStinlirieoiiiBiii  d^r  Mathematik  ia  Greifawald. 


Aufgabe, 
•ei  Schwerpoikt  eines  Tkrecks  m  c«iBtriiirei. 

Erste   Constroction. 

Mad  siehe  die  beiden  Diagonaten  des  Vierecke,  halbire  die* 
leiben,  verbinde  diese  Halbirungsponkte  darch  eine  gerade  Linie 
lud  ffaefle  diese  Verbindungslinie  in  drei  gleiche  Tbeile.  Dnrch 
jeden  der  beiden  Thellpunkte  siehe  man  eine  Parallele  su  der 
ihn  nicht  zanficbst  liegenden  Diagonale  des  Vierecks  %  derDurcfa- 
schnltispunlit  dieser  beiden  Linien  ist  der  Schwer- 
paukt  des  V-ierecfcs. 

Beweis.  Es  seien  Oi  und  O«  (Taf.  V.  Fig. 7.)  die  Halbi- 
mngspunkte  der  Diagonaien  DB  und  AC,  und  die  Linie  OiO, 
•ei  darch  q  und  b  in  drei  gleiche  Theile  getheilt 

Es  F^rh(^t  sich: 

Os6:Oi6=:i:2. 

^^  nun  iS6  parallel  zu  DB  gezogen  ist,  so  wird  sich  auch 

O^S^iS^B^^,^ 
O^S^iS^Di 

^^alten,   d.  h.   5^  und  S^  sind  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
^^C  und  ADC,  in  welche  das  Viereck  4BCD  durch  die  Dja- 


■» 
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gonale  AC  zerlegt  ist.  Die  Linie  65  geht  also  dareh  die  Schw«- 
punkte  der  beiden  Dreiecke;  auf  ihr  muas  folglich  der  8cllwc^ 
punkt  des  ganzen  Vierecks  liegen.  Aebniich  IfiMt  sichseigM, 
dass  der  Schwerpunkt  des  Vierecks  auch  auf  der  Linie  aS  Jk- 
gen  muss;  er  kann  also  nur  im  Durchschnitt  der  beiden  LiniM 
aS  und  bS,  d.h.  im  Punkte  5  liegen. 

» 

Zweite  Construction. 

Man  kann  die  vorhergehende  Construction  auch  In  folgender 
Weise  abändern : 

Man  halbire  in  Taf.  V.  Fig.8.  wieder  die  Diagonalen  AC  nA 
BD   in  O«  und  Oi,    und   nenne  den    Durchschnittspunkt  beidei 
Diagonalen  O.     Dann  theile  man  00|   und  00%  in  drei  glekke 
Tbeile  und  ziehe  durch   die  dem  0|  und  O^  anliegenden  Tbd* 
punkte  Parallelen  zu  den  Diagonalen,  so  ist  der  Durchschnitts' 
punkt  dieser  Parallelen   der  Schwerpunkt    des   ganx^* 
Vierecks. 

Der  Beweis  ist  aus  dem  Vorigen  von  selbst  ersichtlich. 

Dritte    Construction. 

Durch  0|  und  O«  (Taf.  V.  Fig.  9.)  ziehe  man  Parallelen  ^ 
den  Diagonalen  AC  und  BD,  welche  sich  in  O^  schneiden,  ^ 
haben  wir  das  Parallelogramm  OOiO^O^,  Man  siehe  in  dies^' 
Parallelogramm  die  Diagonale  00^,  theile  sie  in  drei  gletcX> 
Theile,  so  ist  der  Theilpunkt,  welcher  dem  Punkte  €> 
am  nä^chsten  liegt,  der  Schwerpunkt  des  Viereck^ 
Beweis  ebenfalls  klar.  Bs  verhält  sich  ja  Oc:00^=  08:00 
=  2:3,  d.  h.  5  liegt  auf  dem  zweiten  Theilpunkte  der  Linie  OC^ 

Vierte  Construction. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Schwerpunkt  des  g»>  ' 
zen  Vierecks  mit  dem  Schwerpunkte  des  DreiecBs 
O1O9O,  (Taf.  V.  Fig.  10.)  zusammenfällt.  Dies  läset  sieb  ais« 
analytisch  leicht  nachweisen. 

S^ien  die  Coordinaten  von 

A        B         C        I)        O 

*  xy      x'y'      x''%f    ar'V'     *^' 

so  sind  die  Coordinaten 


'I-'  -■■■ 
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von  O,:    «ar^+aP*)   und  4(»'+/0, 

und 

von   O,:    i(ar+a:'+a:«+ar*')-A  und   i(y  +  y'  +  y' fy^')- ^' 

Bekanntlich  sind  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunictes  eines 
Dreiecks,  dessen  Spitzen  die  Coordinaten  oc'y' ,  x''y*' ,  x^y"'  haben, 
folgende : 

i(a:'  +  ar^  +  .0   «nd   i(y' +y''  + jT). 

Es  sind   also  die  Coordinaten  des  Schvrerpunktes  unseres    Drei- 
ecl»  0,0s O3  folgende: 

i(;r  +  ^'+a:^  +  :r-'-X)   und   ^(y  +  y+y'+y«'-.  F), 

H'elches  nach   der  vorhergehenden  Abhandlung  auch  zugleich  die 
Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Vierecks  sind. 


Losung  einer  Aufgabe  der  Yariations  -  Rechnung. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

'**^«erordeiitlichein   Professor    der   höheren   Mathematik  am   k.  k.   poly- 
technischen Institnte  tn  Wien. 


Man  soll  jene  Linie  voo  gegebener  Länge  bestimmen,  welche 
^^t^ch  A  und  ß  (Taf  V.  Fig.  4.)  geht,  und  woselbst  die  Fläche, 
^^Iche  begrenzt  ist  durch  diese  Linie,  durch  die  beiden  Ordina- 
^^D  der  Punkte  A  und  ß  und  durch  die  Abscissenaze,  ein  Maxi- 
^^m  oder  Minimum  wird. 

Es  ist  also,  wenn  man  die  Fläche  ABab  mit  F,    die  Länge 
mit  f  und  die  Abscissen  der   beiden  Punkte  A  und  ß  mit 
\    und  x^  bezeichnet: 


r 
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(I) F=J"^ydx 

und 

(i) *^f'^  VTTV^dx. 

*l 

und  nun  soll  y  so  als  Function  von  x  bestimmt  werden,  wl 
dass  F  ein  Maxiniuni  oder  Minimum  wird^  während  lugleieli  i 
constant  bleibt. 

Auflösung.  Nach  den  bekannten  Regeiiy  der  Variatioi»- 
Rechnung  bat  man  jenen  Werth  von  y  zu  suchen,  fdr  welcbci 
das  Integral 

(3) V^f'iyi^kWJTV^^ 

»i 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hiebei  unter  l  eine  coDstaote 
Zahl  verstanden.    Wäre 


-/- 


Vdx, 

woselbst  V  eine  Function  von  Xy  y,  y*,  y^«....  ist,  so  hätte  ■•> 
y  aus  folgender  Differentialgleichung  za  ermitteln : 

dy      dx  Ldy'J  "■"  dx'^l_dy''J  " "• 

Für  den  vorliegenden  Fall  ist: 

(4) F=ryfAVT+^'>. 

folfflich : 

(5) l 

iK=     *.y'    . 

uod  somit  die  aufsnlSsende  Differential  •Gleichung: 

Integrirt  man  selbe,  so  erhält  man: 

'^    '  Xti' 


\ftlter:    lätHnt  rlner  \tifgaie  der  Viirtatiiins- /itcHniiiip    AtlH 
I  «Ine  tflllliBri}«h«  Can«tante  verstanden.     Hierai»  l'olßl ; 
■       ■      >'  =  , 


I  iliese  CleichuDg  aberioaU,  s»  erhSIf  niaii: 

Mt    ^   wieder  eine    uttlkilrliche  Conslaiile    vurslelll.     Diese 
ntif;  lässt  Hich  auch  so  schreiben ; 

.   (x-<.)'f{*~^)*-A*. 
I  bciiannlllch  d)e  Gleiubting  des  Kreises. 

!  Linie  AB  muss  aomit  eine  Kreislinie  sein,    «,  |9  unil  A 
I  iloTch  ilie  Uedinf;un^e(]  bealimnil.  iIh§8  die  |i;enatinle  Linie 
La  und   B  gehen  und  eine  beslinimle  Lftnge  habe»  haII. 


I  bleibt  uns  nnch  (ilirig,  genauer  xu  ermitteln,  nb  und  unter 
«fliehen  UniatSnden  diese  Lösung  wirklich  zu  einem  Klüximum 
odffr  Minimum  IVihrt.     Setzen  nir  demnach  in  (I)  und   (i)  stult   1/ 

g^d/t:    ferner  statt  y'   y'  |  -3-=,    d.  h.   gehen    wir   von  der    Linie 

AS  SU  einer  anderen  Linie  (llter,  »eiche  ünseerst  wenii;  von  der 
AB  trefs^biedeii  Int.  dieselbe  LSn^e  hat  uml  auch  durefa  die  Punkte 
^lad  B  fteht,  an  musa.  wenn  m.m  das  Itcanllat  der  Substitution 
I  und  ('i)  mit  f'-f  jf*  und  i^Ö$  bezeichnet, 

»I  "'■ 

iDifl  erate  dieser  (•letehungen   Kehl  i'iber  in: 

8F=   /'*  igiU: 

\  man   aodann  die  uneite  Gleiebung  in  ein«  Koihe.    »n 
crkllt  man,  nenn  man  der  Kürze  halber     -^  m.\iiy'  beie4rht>el. 

—  /       VT+"y*rfj'  int   und   6t  vermilfte  der  Vftraua- 
\  gWcb  Null  aei»  soll,  an  Tolgt  au«  der  letzten  tileicbuuK: 
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(12)  0-j    ^,-q^,+y    (i+y'S)yrrn^*- 

Man  hat  demnach,    f^enn  man  diese  Gleichuog  mit  X  multiplicirt 

und  zu  (11)  addirt: 

(13) 

Daa  erste  dieser  Integrale  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  gleich  Null. 
Denn  es  ist  vermöge  der  Gleichong  (7):  -^r=^===jr  — a,  folg- 
lich ist  der  erste  Theil  von  iF  von  folgender  Gestalt: 

Behandelt  man  den  zweiten  Theil  dieses  Ausdruckes  mittelst  der 
Methode  des  theil>veisen  Integrirens,  so  hat  man: 

/     *  (jr  — a)  jjdi  =  [(:!•  — a)*y]  *— /     *  *yAr. 

Nun  ist  {x^fi)^y  Null,  sowohl  für  j;  =  a;i,  als  auch  für  x^x^ 
weil  ^  und  B  auch  Punkte  der  geänderten  Linie  sind,  «Mit 
verschwindet  ^y  sowohl  für  j;'=d:|,  als  auch  für  jr  =  .rs,  folglkk 
hat  man: 

Nun  folgt  aus  (10): 

folglich  Ist:    St''=^%f"iy-ß)*(^y^^- 

Dieser  Ausdruck  bleibt  stets  positiv,  wenn  ,v  —  ß  innerhalb  if^ 
Integrations- Grenzen  stets  positiv  bleibt,  und  bleibt  stets  oegati*i 
wenn  y  —  ß  innerhalb  der  Integrations  •Grenzen  stets  negativ  bleibt 

Sucht  man  dies«  geometrisch  zu  deuten,  so  findet  man,  daB^ 
80II  ein  Maximum  sein,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  tiefer  alsaUe 
Punkte  des  Kreisbogens  AB  liegen  mfisse,  und  soll  ein  Hinimii^ 
sein»  so  muss  der  Mittelpunkt  des  Kreises  hoher  liegen  als  aU^ 
Punkte  des  Kreisbogens  AB, 

Es  ist  ersichtlich,  dass  ein  Maximum  odär  Minimum  aU^ 
dann  sein  kann,  wenn  einer  oder  beide  Punkte  A^  B  mit  d^^ 
Mittelpunkte  gleiche  Höhe  haben. 
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XXXIII. 

Anwendung  der  Sekanten  zur  Auffindung  der  Sinus, 
Tangenten  und  Bogen  kleiner  Winkel  aus  Tafeln  von 

fünf  Stellen. 

Von 

Herrn  Grafen  L.  v.  Pfeil 

auf  Hanadorf  liei  Neurnde  in  Schlesien. 


Betrachtet  man  die  trigonometrischen  Logarithmen  einer  fünf- 
stelligen Tafel  (z.  B.  de  la  Lande's  Tafeln,  herausgegeben 
Ton  Kohler,  Leipzig  bei  Karl  Tauchnitz),  wie  diese  Loga- 
rithmen von  IVIinate  zu  Minute  verzeichnet  sind,  so  findet  man, 
dass  bei  kleinen  Winkeln  die  Differenzen  sehr  gross  werden  und 
ein  Auffinden  der  Logarithmen  för  Bruchtheile  der  Minuten  aus 
diesen  Differenzen  ungenau  machen.  So  wurde  z.  B.  bei  einem 
halben  Grade  aus  den  Tafeln  gefunden  werden: 

logsinSO's  7,94084 

Diff.  für  30''  == 712 

Iogsin30'30''  =  7,04796 

während  richtiger  log  sin  30' 30^  =  7,94802  ist. 

Je  kleiner  der  Winkel,  um  so  grosser  würde  der  erhaltene 
Fehler  sein:  Erst  bei  P44'  beträgt  der  Fehler,  welcher  durch 
Anwendung  der  Minutendifferenz  entsteht,  weniger  als  eine  halbe 
Ginlieit  der  fBnften  Ziffer,  denn  es  ist: 

logtang]'>45'  =  8,4850505 

logtangl«44'  =  8,4808920 
Diff  =        41585 

Halbe  Diff.  = 20792,5 

log  tang  1044'  +  halbe  Diff  =  8,4829712,5 

logtan^l«44'3a'  =  8,4829762 

Fehler  49,5  *) 

*)  Genauer  49,6. 
Tktü  XLII.  21 
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Ist  die  Zahl  der  Sekunden  nahe  ao  der  vollen  Mioute,  so  wird 
der  durch  Anwendung  der  Differenzen  zu  begehende  Fehler  klei- 
ner. So  fällt  dieser  Fehler  für  10''  und  50^  schon  bei  F20'  onter 
eine  halbe  Einheit  der  fünften  Ziffer. 


§.  2. 

Bei  sehr  kleinen  Winkeln  sind  die  Sinus,  Tangeuten  und 
Bogen  einander  gleich.  Bei  grosseren  Winkeln  liegen  die  Bogeo 
zwischen  den  Sinus  und  Tangenten,  und  zwar  findet  bei  Wio- 
kein,  welche  wenige  Grade  nicht  übersteigen,  folgendes  Gesetz  statt: 

Die  logarithmische  Differenz  des  ßogens  und 
Sinus  ist  halb  so  gross  als  die  logarithmische 
Differenz  der  Tangente  und  des  Bogens,  und 
ein  Drittheil  so  gross,  als  die  logarithmiscbe 
Differenz  der  Tangente  und  des  Sinus;  wplcbe 
Letztere  gleich  ist  der  logarithmiscben  deca* 
dischen  Ergänzung  des  Cosinus,  also  gleich  den 
Logarithmus  der  Sekante. 

In  Formeln  ausgedrückt  lautet  das  Gesetz: 

logarca; — log  sin  :r  =  ^.(logtanga?—  logarc:r} 

=  i  •  (log  taogo?  —  log  sin  x) 

— log  cos  j? 

""  3 

logsecj;  ^. 

*)  Diese  wichtigen  Formeln  finden  «ich  wahrscheinlich  vmU  n 
Maskelynes  Einleitnng  zn  Taylor*«  Ingarithmischen  Ttfelii  " 
des  letzteren  Treasarj  of  the  Mathematirs,  nnd  werden  dtker die 
Maskelyn'schen  Regeln  genannt.  (J.  H.T.  Malier  in  seinem  Ha>d' 
buch  der  Trigonometrie,  Halle  1852,  S.  170.  des  Anhangs.)  f«S^ 
auch  detseo  vierstellige  Logarithmen  S.  \1.  o.  f.,  wo  diese  F•^' 
mein  ooter  dem  Namen  der  Maskelyn 'sehen  Regelnan  geführt wtfd»' 

Jene  Bezeichnang  ist  auch  in  Frankreich  bekannt.    In  deo  Koat*!' 
les  Anoales  de  Mathematiqucs  Bd.  17.  S.  19.  des  Anhangs  (ßnl'  . 
letin  de  bibliographie  etc.)   beisst  es  bei  Gelegenheit  einer  Bee^*' 
slon  der  sechtstelligen  Tafeln  von  Bremiker: 

....  Poar  les  arcs   plus  grands  (grösser  als  5  Minuten)  josqii*^  ** 
degr^  environ,    on   corrige  cette   valenr  (den  Logarithmus  des  Bogf^ 
ausgedrückt  in  Theilen  des  Radius)  au  mojen  de  la  formale  de  Mat^*' 
lync: 


sm 


iC  =  jfV"ro8X.     tangf  =  — 


X 


V^cos  *x 
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Es  lässt  sieb  mit  Hülfe  diÜses  Gesetzes,  sobald  der  Winkel 
ne  gewisse  Grösse  nicbt  übersteigt,  der  Lof^rithmus  des  Bogens 
derzeit  aus  dem  Logarithmus  des  Sinus  oder  der  Tangente ,  und 
\a  dem  Logarithmus  des  Cosinus  finden,  indem  man  dessen 
icadische  Ergänzung  nimmt  und  ein  Drittbeil  davon  zum  Loga- 
hmus  des  Sinus  addirt,  oder  aber  zwei  Drittheile  davon  vom 
ogarithmus  der  Tangente  abzieht.     So  ist: 

log  sin  2«  6'  =  8,5639994 

-—!''-''-=  0,0000972,6 

logarc2«6'  =  8,5640967. 
'esgleicLen  : 

logtang206'=  8,5642912 
^2.=!f^=  1945,2 

logarc206'  =  8^5640967. 
Ebenso  direct  gefunden: 

log  arcF  =  4,6855749 

log  7560^  =  3,8785218 
, logarc  2^6'  =  8,5640967. 

In  denselben  Journal  T.  15.  auf  S.  108.  werben  die  Logarithmiif 
^ablei  to  seven  place«  of  deeimes  by  Robert  Shortrede. 
Bdinhurg  1849»    besprochen,    und  iwar  heistt  es  antcr  Andern: 

Ponr  le  premicr  degr^,  ou  les  differences  varient  sensiblement  d'une 
ivconde  k  la  suivante,  raotenr  se  sert  d*an  coefficient  poar  corriger  les 
NSiade«  differenre«,  ou  bien  encore  de  cet  denx  forniules  de  Matke- 
iyiie  : 

logsina?  =  logsinl^'  +  i^g^"'  —  8  log««««^:, 
logtang^  =  logtangl'^  +  \o^^"  +  Slog«ecJ?, 

'  ^Unt  nn  trds  petit  arc. 

lo  den  denttrhen  Tafeln,  in  denen  die  Formeln  vorkommen,  e.  B. 
■>  den  Tafeln  Ton  Stampfer,  vierte  Aufl.,  1852,  to  wie  in  den  Aa- 
Mittchen,    werden  sie  ohne  IVnmrn  angegeben. 

Ich  verdanke  die  vorstehenden  Notizen  der  Gute  det  Herrn  Profes- 
"^  l)r.  Gent  in  Liegnitz.  Remerkt  sei  bei  dieser  Gelegenheit,  dast 
1*  Rennlznng  der  gedachten  Formeln  für  mehrstellige  Logarithmen 
'*lkl  weniger  von  Bedentang  Itt«  alt  für  fnnf-  und  Tierstellige.  Auch 
"^int  die  von  mir  vorgeschlagene  Art  der  Anwendung  etwas  abwei- 
^<«d,  da  ich  die  Elemente  logsinl'^  (=higtRng1^)  und  \o^X^  gar 
"^t  benntie,  wie  dieses  aus  der  folgenden  Darstellung  hervorgehen  wird. 

Die  Maskelyn'schen  Regeln  reichen  übrigens  um  sehr  vieles 
^'ter  als  in  den  obigen  Citaten  angenommen  wird.     (Vergl.  $.6.) 

21* 
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§.3. 

Die  Richtigkeit  des  vorsteheDden  Gesetses  erbdlt  ans  fol- 
genden Gründen. 

Setzt  man  (m.  s.  nachstehende  Figur) : 


in  einem  Kreise  den  Halbmesser  AC=sa,  die  Abscisse  CM^^* 
die  Ordinate  BM—y,    den   Winkel   ACB^x  und    den  ßogefl    ' 

AB^=^if  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  ßr  den  Kreis  jf=s  V^*^*    ! 
wenn  man  dieselbe  differenzirt: 

8y  =  — rap(a«  — »«)-* 
und 

Substituirt  man  den  Werth  für  dy^  in  die  allgemeine  GleicbM 
für  die  Rectification  krummer  Linien  mit  senkrechten  Ordinateo* 

so  erhält  man: 

&  =  adv  (a*  —  »*)~*, 

und  wenn  man  den  Werth  (a* — f>*)-l   in  einer  Reihe  entwick^'^ 
und  den  Ausdruck  integrirt,  so  ergiebt  sich: 

'-* +2.3fl«"*^  2.4.5a* +  2.4. 6.7a«+" 
Diese  Entwickelung  findet  sich  in  den  bezüglichen  Lehrbücht^ 

Setzt  man  in  der  vorstehenden  Reihe  den  Halbmesser  a=l  u^ 

BE 

v  =  CM=BE:=-g^.BC=siüa:,a=8ma!:,  endlich  z=arc.T,  so  t 
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arca:-8ina?+  ^g   +-2X5  +  2.4.6.7  +  — 
108  folgt: 

arca? 1  ,  8'"*^  ,  3>^n*j?     3.6sin^a: 

sin^r""*"'"  2.3  +  2.4.5  +  2.4.6.7  +  •  * 

ils  sei  der  Winkel  x  so  klein ,  dass  neben  der  zweiten  Potenz 
sinj;  mit  ihrem  CoefBzienten  die  vierte  und  die  folgenden 
»zen  mit  ihren  CoefBzienten  f&r  die  Rechnung  keine  Bedeu- 
mehr  haben.     Alsdann  wird : 

arca? .      sin^o: 


(arca:\^ 
Bina:/ 


sino:         ■    2.3 


1  _L  ^|£12^  i  3sin*j:      sin^j: sin^j? 


die  folgenden  Glieder  verschwinden. 

Ebenso  wird  der  Werth 

tanga?_     1 1 

sina;  ""cosa?      V  1  — sin*:r 

1  1 


sin%      sin*j?     Ssinöar  -      sin^j?* 

*     2       2X"""o:r""  ••    ■""  2 

die  fibrigen  Glieder  der  Reihe  Terschwinden,  und  auch 

r 1 sin*a:  •   sinfa:       sin^:r         _  1  ■  «'p*^ 

r-         8in«£-"  -^  "2~  +  "~4      +      8     +" — *  +  "ir 
*""     2 

leroselben  Grunde. 

)a  nun 

(arca:\'       .  .  sin*^:        .        .     tang:i;      ,  .  sin^a: 
-: 1    :=  1  +  — ö-~   und  auch    —7-^—  =  I  +  — ö — 

80  folgt  auch : 


(arca?\'       tanga;           1 
—. —  I    =  —7-^^—  =  =sec:r 
sinjr/          sino?        cosjp 


endlich : 


3.(logarc:r  —  log  sin  :r)  =  logtang  j?  ^  log  sin  or 
:=  —  logcos^r  =  logsecj:> 
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woraus   wieder   folgt : 

logare:r  —  logsiiio:  =  i(logtanga:  —  log  sin  x) 

=  \,  —  log  cos  o: 
=  -llogseco: 

=  i(logtang:ir  — logarco;), 
oder  auch: 

logtang^r  —  logarc^r  =  ^(logtaQg^r  —  logsin^r). 


Folgende  Herleitung  hat  Herr  Professor  Dr.  Galle  in  Breslau 
die  Güte  gehabt,  mir  mitzutbeilen.  Es  sind  von  mir  nur  die  Bezeich- 
nungen mit  der  vorstehenden  Darstellung  übereinstimmend  gemacht. 

In  den  grösseren  Handbüchern  der  Trigonometrie  oder  der 
niederen  Analysis  finden  sich  fiir  die  trigonometrischen  Functio- 
nen folgende  Reihen: 

sino:  =  arca:  —  Jarc'a:  +  T4narc*:r+  ••••* 
cosx  =1  —  \w[c^a:  +  J»  arc*ar  — ...., 
taog^r  =  arca:  +  ^arc'a:  +  ysarc^ar  -f  •••• 

Sind  hier  die  Bogen  arc  jr  (in  Theilen  des  Radius  ausgedriicitt) 
klein«  so  kann  man  die  höheren  Potenzen  von  arc^  ab  vernach- 
lässigen« und  hat  daher: 

arco:  — sina;=  Jarc'j:, 
tango:  —  arca;  =  l  arc  ^x , 
tang^ — e\f\x  =  ^arc\r, 

und  somit  das   Verhältniss   wie    I  :  2  :  3. 

Ferner  folgt«  wenn  man  von  diesen  Gleichungen  die  ersterefi 
beiden  mit  arc^r  dividirt : 

1      ®*'"^       1       «  j    tanga:       ,      , 

arc  X  arca:  • 

oder 

=1 —  ^arc^a:  und   — ^—  =i  4-tarc*a;. 

arca:  arca:  • 

Bei  Vernachlässigung  der  vierten  Potenzen  von  arca;  wird  aber: 

1  —  Jarc*a:  =  (1  —  Jarc^a:)*  =  cos^a:, 
1  -Harc*ar  =  (1  — iarc*)-*  =  cos~*ar, 
und  somit: 


I 

i 
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•ioo?  .  ,    taneo: 

=:co8ir  und =  co8-*a;, 

arco?  arco? 

er  endlich : 

sin^  =  arcarcosir  =  arc«8ec~iar, 
tango:  =  arc^rcosMjT  =  arcarsecto;., 

d  logarithniiscb : 

log  8100?  =  logarco; — \\ogsecx, 
log  (angor  =  logarco;  -|-  { logsecor, 
«r  aber: 

lugarco;  —  log  810«  =  ^iogsecor, 
logtangx  —  logarco:  =  {Jogseca:, 
logtango:  —  log  sin  o:  =  S  logsecar, 

itbio   das   logaritbmische   Verbiltobs   ebenfalls  %vie    1  : 2  : 3. 


Die  Logarithmen  der  trigonometriachen  Functionen  lassen 
;b  durch  folgende  unendliche  Reiben  ausdriicken: 

log  sin  o:  =  logarco?  —  -g-arc*a: — TTjjjarc*»— ...., 

M      ^       M       . 

logcoso?  = — qparc"a: — |öarc*x  — ...., 

logtanga?  =  logarcj:<|-  Q-arc*jr  +-5Q-arc*ar +  ...., 

>  M  den  Modul  des  betreffenden  logarithmischen  Systems  be- 
lehnet.   Man  hat  also  hierbei,  unter  Vernachlässigung  von  arc^o:: 

lognrco;  —  log  sin  j:  =  -jr  arc^o:, 

logtangj;  —  logarcj;  =  -g-  arc*jr, 

loglangor  —  logsinj;  =  W  arc^o:, 
d   somit  ffir  kleine  Winkel  n-ieder  daei  VerhSltniss  wie  1:2:3. 


$.  4. 

Das  in  $.  3.  entwickelte  Gesetz  gilt  nicht  nur  fOr  die  dort  vor- 
sgesetzte  Grosse  des  Winkels,  sondern  es  reicht  noch  etwas 
»iter,  so  weit  nehmlich,  als  der  Unterschied  der  dritten  Glieder 
ir  bezOglichen  Reihen  fär  die  Rechnung  keine  Bedeutung  bat. 
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Es  würde  indess  zwecbloa  eein,  dieses  aaf  tbeoretiscbeni  Wcg^ 
zu  an  (ersuchen. 

Um  jedoch  die  Grenze  zu  «rmittein,  in  denen  da«  Get^fc 
Geltung  bat,  vergleiche  man  eine  (rigonometrische  Tafd  n  ■««• 
ben  Stellen,   bezüglich  zu  zehn  Stellen. 

Man  findet  daraus,  dass  die  Aiitrendung  des  in  §.3.  enttricke/- 
ten  Gesetzes  bei  einem  Winkel,  welcher  kleiner  ist  als  lOj",  eioee 
Fehler  im  Logarithmus  von  n-eiilger  als  einer  Einheit  der  tunlte« 
Decimalstelle   giebt.     Je  kleiner    der  Winkel   ist,    um  so  kleiner 
wird  der  Fehler.     Unter  8i*>  wird  der  Fehler  schon  kleiner  di 
eine  halbe  Einheit  der  (unften  Stelle.    Unter  6i°  wird   derselbe 
kleiner  als  eine  Einheit  der  sechsten,  unter  Ij"  kleiner  als  eint     | 
halbe    Einheit    der  sechsten    Stelle;    unter  Sj"   ivird    der  FeUer 
kleiner  als  eine  Einheit  der  siebenten,  unter  2!"  kleiner  als  eine 
halbe  Einheit  der  siebenten  Stelle.     Gegen  3U'  verschwindet  i»    \ 
Fehler  schon   in   der  zehnten  Stelle.     In  Beziehung  auf  viersld-    ' 
lige  Tafeln  sei  noch  bemerkt,  dass  unter  IH"  der  Fehler  vrenigcr 
betrügt  als  eine  Einheit  der  vierten,   und   unter  lE^**  weniger  ali 
eine  halbe  Einheit  der  vierten  Stelle. 

Die  folgende  Tabelle  giebt   die  genauere  ZuBammensteilDii([' 
Es  ist  logain;^  f  ^-s —  grCsser  als  lugarc^. 


Bei    ein 

. 

Einheiten  der 

Winkel 

lünflen  Slellc 

D        ' 

" 

a 

00,0OSU 

3 

M 

° 

ÜO.OIOO 

51 

31 

4r> 

3-) 

00,1  oon 

23 

26 

nn,i5no 

52 

0 

00,BOOU 

IS 

35 

oo.asoo 

35 

49 

00,3000 

£3 

41 

00.3500 

9 

43 

00,4000 

31 

IS 

00,4500 

37 

43 

oo,50on 

50 

ö 

00,5500 

Bei   einem 

EinheilM  d« 

Winkel 

mnftcnSdi. 

0 

" 

a 

50 

9 

00.5500 

9 

1 

46 

00,6000 

9 

40 

00,6500 

fl 

58 

00,7000 

a 

43 

oo,;soo 

9 

59 

00,8000 

9 

50 

00,8500 

9 

18 

00,9000 

10 

35 

00.950« 

10 

19 

01,0000 

10 

43 

01,0500 

15 

ä 

05,0000 

18 

59 

10,0000 
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"Well  «Ich  die  Ziffer  ffir  log8ioa?  +  — ^is logarcx  sehr  lang- 
sam äodert,  80  musste  die  Rechnung  mit  zehn  Decimalstellen 
^efülirt  werden.    Ich  gebe  als  Probe: 

log  sin  lO^lS'  12^  =  9,2504219403 

ilogsec  =  0,0023305031 
logsin  <|-ilog8ec  =  9,2527524434  • 

log  arc  36912''  =  9,2527424440 
Diff.  =  0,0000099994 

logsin  100]5'  13''  =  9,2504335800 

ilogsec  =J),002  3306301 
logsin  <|-ilogsec  =  9,2527642101 

log  arc  36913''  =  9,2527542092 
Diff.  =  0,0000100009. 


§.5. 

Das  mebrerwähnte  Gesetz  iSsst  sich  anwenden,  um  inner- 
halb gewisser  Grenzen  die  Logarithmen  der  Sinus  oder  Tangenten 
in  Logarithmen  der  Bogen  zu  venrandeln,  und  umgekehrt  diese 
in  jene;  insbesondere  aber  um  durch  eine  solche  Verwandlung 
die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Winkel  und 
diese  Winkel  selbst  zu  finden,  indem  man  den  Bogen  des  mit 
sehn  oder  mit  einer  ganzen  Potenz  von  zehn  multiplicirten  Win- 
kels sucht  und  den  Logarithmus  in  der  Kennziffer  entsprechend 
lodert. 

Wire  s.  B.  gesucht  logarc T 4^,8  =  logsin  =  log tang,  so  kann 

man  setzen : 

6480"       P48' 
l'4^8  =  64^8  =  ?^  =  lI^. 

log  sin  1^48'=     8,4970784 

—  logcos      logsec_  ^.^ 

3        -      3      ""  ^'^ 

Iog0,01  =--2 

logarcl'48''  =     6,4971499 
=  log»— 4. 

Wäre  ein  andermal  gegeben  logsinj;  =  4,6855749,  so  könnte 
der  zugehörige  Winkel  auf  folgende  Weise  gefunden  werden : 
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logarclOOOO^r  =  logarco;  +  4  =  8,6865749. 

Es  fällt  (lieser  Logarithmus  zwischen 

log  sin  20  46' 40''    und    log  tang  2046' 40^ 

Also 

_  -  log  cos  20  46'  40^         log  sec  _      ^ijm 
3  3 

also  log  sin  1000007  =  8,6854047 

.      t                                  ..  Iog8ec2046'40''  .  «.^. 

oder  bequemer  +2.—^^ ö =      +o4ü4 

logtanglOOOO:r  =  8,6859153. 

Aus  logsinlOOOO^r  und  log  fang  lOOOOo:   findet   man   Obcurein* 
stimmend   lOOOO^r  =  2o46'40''  =  10000^  und  also  a:=l',0. 


§.6. 

Um  für  fünfstellige  Tafeln   die  Rechnung  zu  erleichtern 

und  auch  genauer  zu  machen,  ist  die  beifolgende  Tabelle,  Tafel  L 

sec 
berechnet     Dieselbe  giebt  von  OoO'  bis  lOo  in  der  mit  -^r-  ühet* 

schriebenen  Spalte,  in  Einheiten  der  fünften  und  sechsten  Ded- 
nialstelle,  die  Drittheile  der  logarithmischen  decadischen  Ergän- 
zung der  Cosinus  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Drittheile  dar 
Logarithmen  der  Sekanten  *). 

Bis  zu  4O5r30"  stimmt  für  die  Rechnung  dieses  Drittbeil  mit 

der    logarithmischen    Differenz    des    Bogens   und  Sinus    fiberein, 

sec 
nehmlich  so  weit  ist  die  Ziffer   -tt-   von   logarcor  —  logsinx  um 

weniger  verschieden,   als  eine   halbe  Einheit  der  sechsten  Deci- 

malstelle.     Ueber  4051' 30''   hinaus    kann  jene   Differenz   für  die 

Rechnung  in  Betracht  kommen,  und  man  muss  unter  Umständen 

in  der  sechsten  Stelle  eine  Correctur  vornehmen,  wenn  man  den 

Logarithmus   eines    Bogens   durch    Anwendung    der    Tabelle  ßr 

los  sec 

3       bis  in  die   fünfte  Ziffer  richtig  erhalten  will.     Es  ist  fiir 

diese   Correctur    Tafel  II.    berechnet,    deren    Anwendung    spSter 
gezeigt  werden  soll. 


*)  Die  letztere  Bcxeiclinung,  welche  fortan  vorzugsweise  gebrancht 
werden  soll,  scheint  |>a«sender,  als  die  negative  Bezeichnung  einer  po- 
sitiven Grosse.    ' 
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Es   kann   hiernach   die  Tabelle  fflr    ^^^,    Tafel  I., 

gewendet  werden,  um  den  Logarithmus  des  SinuN 
er  der  Tangente  in  den  Logarithmus  des  Bogen^, 
er  umgekehrt,  durch  Addition  oder  Subtraction, 
eist  einer  einzigen  Ziffer,  zu  verwandeln;  und  so  bie- 
t  die  Tabelle  zugleich  ein  bequemes  Mittel  dar,  um 
e  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Win- 
Hund  diese  Winkel  selbst  mit  einer  Genauigkeit  zu 
38tiromen,   welche  ffinfstelligen  Tafeln  entspricht. 

Wäre  in  den  Logarithmentafeln  neben  den  Winkeln  eine  be- 

loffsec 
ndere  Spalte  für  — ^ —  abgedruckt,  so  würde  man  das  Resul- 

\  der  Kechnung  meistens  durch  ein  einziges  Nachschlagen  finden. 


§.7. 

Ist  der  Logarithmus  des  Sinus  oder  der  Tangente  g^eben 
d  Aer  des  Bogens  gesucht,  so  geht  man  in  der  bezüglichen 
»alte  fort,  bis  man  darin  den  Logarithmus  selbst  findet  oder  bis 
r  gegebene  Logarithmus  zwischen  zwei  auf  einander  folgende  trifft. 

An  dieser  Stelle  addirt  man,  wenn  d^r  Logarithmus  des  Sinus 

sec 
geben  war,  zu  diesem  die  entsprechende  Ziffer  der  Spalte  --^» 

er  aber,  wenn  der  Tangentenlogarithmus  gegeben  war,  so'sub- 

sec 
ihirt  man  die  doppelte  Ziffer  von  -^• 

Die  Minuten  bedürfen  bei   dieser  Rechnung    keiner  wesent- 

sec 
hen  Berücksichtigung,   weil   die  Ziffer   -^    sich    nur    langsam 

dert. 

WIre,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  bis  10^  in  den  Tafeln  eine 

fific  sec 

>aite  fär   -»-  beigedruckt,  so  würde  man  -^  unmittelbar  neben 

1  und  tang  finden.  Da  dieses  jedoch  zur  Zeit  nicht  der  Fall 
t,  so  muss  man  den  Winkel  selbst  in  Betracht  ziehen  und  jene 
ffer  aus  einer  besonderen  Tabelle,  Tafel  I.,   entnehmen. 

Beispiel  l).    Gegeben  logsina:  =  8,21831,  gesucht  logarcar. 

aD  findet  bei  logsin  =  8,21831  obngefähr  57',  dabei  in  Tafel  1. 

sec 
r   -TT-  die  Ziffer  2,0.    Man  setze  also: 


->. 
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log8ina:  =  8/21831 
h'=  2,0 


logarcar=:  8,21833. 
Beispiel  2).    Ebendaselbst  gegeben: 

logtango:  =  8,21837 

logarco:  =  8,21833. 

sec 
Ist  -^    gleich  oder  kleiner  als  0,5,  so  ist  der  Bogen 

dem  Sinus  zu  setzen,   so  in 

Beispiels).    Gegeben  log6ina:=:  7,87309.    Man  findet  bei 

sec 
26'  die  Ziffer    -»-  =  0,4,  also  setze  man: 

logsina:  =  7,87309 

—  =  04 

3       21 

logarco:  =  7,87309. 
Dagegen 

B  e  i  sp  i  e  I  4).  log tang x  =  7,87310 

-2.^^=        -0,8 


logarco:  =  7,87309 


wie  in  Beispiel  3). 


§.  8. 


Soll  zu  dem  gegebenen  Logarithmus  des  Bogens  der  Logi- 
rithmus  des  Sinus  oder  der  Tangente  gefunden  werden,  so  gebt 
man  mit  dem  Bogenlogarithmus  in  der  Sinusspalte  fort,  bii 
derselbe  einen  Sinuslogarithmus  übertrifft. 

Will  man  nun  log  sin  o:  finden,  so  zieht  man  von  dem  Bogen* 

sec 
logarithmus  den  ohngefähren  Werth,  den    -»-    an    dieser    Stelle 

hat,   in  Gedanken  ab,  und  prüft,  ob  die  Differenz  mit  einem  der 
Sinuslogarithmen  übereinkommt  oder  zwischen  zwei  auf  einander 
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«de  föllt.  Ad  dieser  so  berichtigten  Stelle  wählt  man 
uod  sieht  deaaen  Ziffer  von  dem  Bogenlogarithmiis  ab  *), 

Beispiel  5).    Gegeben  logarcx  =  8,83108,  gesacht  logsinx. 

findet,  dass  logarcx  zwischen  logsinS^SS'  und  logsin3^54' 

sec 
An  dieser  Steile  ist  -y    ohngeföhr  33.     Zieht   man   33,4 

logarcjT  ab,  so  erhält  man  logsina:  =  8,83075. 

Will  man  logtangj?  finden ,  so  gebe  man  znnächst  mft  logarcx 
falls  in  der  Sinusspalte  fort,  bis  logarc;r  zwischen  zwei 
einander  folgende  Sinuslogarithmen  fällt.  An  dieser  Stelle 
e  man  zu  logarcx  den    ohngefähren  doppelten  Werth   von 

and  sehe  zu,  ob  die  Summe  auf  einen  oder  zwischen  zwei 

»inander    folgende  Tangentenlogarithmen  trifft.    Das  Zusam- 

reffen  wird  entweder  gegenüber,  oder  eine  bis  drei  Minuten 

:k  sein  **).    An  der  so  gefundenen  richtigen  Stelle  wähle  man 

sec 
und  addire  2.-^  zu  logarcx. 

Beispiel  6).    Gegeben  log arca:= 8,65219,  gesucht  log tango:. 

findet,   dass  logarcar  zwischen  log  sio  2^34'  und  log  sin  2^  35' 

sec  sec 

An  dieser  Steile  ist  -q-=14,6,  also  2.-ö~  etwa  =29.  Fägt 

in  Gedanken  30  zu  logarca:,  so  f&llt  die  Summe  zwischen 
tng2034'  und  log tang 2^35'.    Man  setze: 

logarcar  =  8,65219 
2.^^=    ^+29.2 

log  tanga:=  8,65248. 


y  Efl  sei  bemerkt,  dass,  je  nach  der  Grösse  des  Winkels,  der  Uo- 
»garithinas  den  Sinaslogarithmus  um  weniger  als  eine  Minulendif- 
I  bis  zu  drei  M.  D.  überschreiten  kann.    Es  ist  nehmlich : 

unter  6«  52'  der  Werth  !?5<lll.  D., 

9 

„     9052'     „         „       !~<3M.  D., 

nan  leicht  einsieht,   wenn  man  die  Werthe  nach   den  Log^arithmen- 

I  Tergleicht. 

*)  Vergl.  die  letite  Anmerkung. 
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§.9. 

Das  angezeigte  Verfahren  genügt  nicht  in  allen  FälleD,  wo 
es  auf  eine  vorzOgliche  Genauigkeit  der  f&nften  Deciroalstelle  an* 
kommt.  Denn  wie  in  §.  6.  bereits  gezeigt  ivurde^  werden  zwischen 
6^  und  10**  die  Logarithmen    der   Bogen  in  der   sechsten  Stelle 

durch  Anwendung  von  logsin-f"^  ein  wenig  zu  gross  gefbndeo*). 

Es  mass  darum  in  solchen  Fällen  der  gefundene  Logaritküv 
entsprechend  aus  Tafel  II.  corrigirt  werden. 

Beispiel  7).  Gegeben  logsinj?  =  9,23607,  gesucht  logvex. 
Es  ist  bei  9055' : 

log  sin  =  9/23607 
^^  =        217,9 

Aus  Tafel  II.  Corr.  =       —0,9 
logarcar=:  9,23824. 

Es  macht  hierbei  keinen  Unterschied,  ob  log  sind?  oder  logtangjr 
gegeben  war,  so 

Beispiel  8).    Gegeben: 

logtangar  =  9,24261 

2.?|?=    -435,8 

Corr.  =       —0,9 
logarca:  =  9,23824 

ebenso,  wie  in  Beispiel  7). 

Die  Vernachlässigung  der  Correctur  würde  den  LogarithiNiB 
des  Bogens  um  eine  Einheit  der  fünften  Ziffer  zu  gross  gegeben 
haben. 

Wird  aus  dem  Logarithmus  des  Bogens  der  des  »Sinus  oder 
der  Tangente  gefunden,  so  muss  die  Correctur  addirt  werden. 

Beispiel  9).    Gegeben  log arc  =  9,15481 ,  gesucht  logtang«. 


*)  Die  Bezeichnung  5^  anstatt  4°öl'30'',  wie  §.6.  angiebt,  ist  ii- 
lässig,  weil  die  Correctur  sich  so  langsam  ändert,  dass  sie  bei  4^51'30' 
und  bei  5^  fast  gleich  ist.  Sie  beträgt  nehmlich  bei  4^51 '80^  gena« 
00,04999,   bei  ö^  aber  00,05611  der  fünften  Decimale. 


der  SHius,  Tangenten  und  Bogen  kieiner  Winkel.  819 

Es  liegt  9,15481  zwischen  logsinS^ri'  and  logsinSoJS'.  Hier  ist 
^  obngeföhr  gleich  150.  Es  liegt  9,15481+300  nahe  bei  8<'ir. 
Man  setze  also: 

logarcar=:  9,15481 

2.^''=         296,4 

Corr.  =        +0,4 
logtangjr  =  9,15778. 

l>6r  richtigere  Logarithmus  ist   logtang8<^ir  =  9,15777,48.     Der 
Pebler  beträgt  also  drei  Einheiten  der  siebenten  Stelle. 

Da  Tafel  II.  die  Correctar  bis  10^2*2' 43''  angiebt,  so  wird  es 
«ladorch  möglich,  den  Bogenlogarithmus  etwas  weiter  za  bestim- 
men als  Tafel  1.  reicht. 

Beispiel  10).    Gegeben  (bei  WW): 

logsiD  =:  9,25376 
-logcos  =  710;    =Ü^52?=        236,7 

Corr.  =        -1,0 
logarc  10020' =  9,25612. 

§.  10. 

Soll  zu  einem  gegebenen  Winkel  der  Logarithmus  des  Bogens 
gefunden  werden,  jo  verfahrt  man  auf  folgende  Art. 

Fällt  der  Winkel  nicht  schon  von  selbst  zwischen  1^  und  10^, 
so  multiplicirt  (oder  dividirt)  man  ihn  so  oft  mit  10,  bis  er  zwi- 
schen V^  und  W  mit. 

Man  sucht   zu  dem  so  vervielfachten  Winkel  den  Logarith- 

mos  des  Sinus^und   addirt  die  entsprechende  Ziffer  -q-*    Die 

Svnime  giebt  den  Logarithmus  des  Bogens,  den  man  in  der  Kenn- 
ziffer entsprechend  verändert. 

4^35' 
Beispiel  11).      Gesucht    Iogarc27'30' =  logarc-^Q-*     Man 

selM: 

logsln4'>35'=:  8,90200 

-g-=  46,4 


logarG27'30'  =  7,90306. 
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§.  11. 

Soll  zu  einem  gegebenen  Bogenlogarithmus  der  data  gdi5* 
rige  Winkel  gesucht  werden ,  so  verändert  man  den  Logaritluini 
in  der  Kennziffer»  bis  er  zivischen  8,24  und  9*24  ti\\i*),  irenn ff 
nehmlich  nicht  schon  vorher  zwischen  diese  Grenzen  fiel.  Mn 
erhält  dadurch  den  Logarithmus  des  mit  irgend  einer  ganzen  Po- 
tenz von  10  multiplicirten  (oder  dividirten)  Bogens.  Aus  diesen 
Bogenlogarithmus  findet  man,  \^'ie  §.8.  gezeigt  wurde,  den  Loga- 
rithmus der  Tangente  (um  die  Subtraction  zu  vermeiden).  Dw 
erhaltenen  Winkel  dividirt  (bezQglich  multiplicirt)  man  entspre- 
chend durch  10. 

Beispiel  12).     Gegeben    log arc  =  5,80615«  gesucht  x     Ei 

ist  8.80616  >  Iogsin3040'.    Bei   Z^W  ist    5£?=:29,6  und  2.j 

etwa  60.  Fugt  man  60  dem  obigen  Logarithmus  hinzu,  so  ff* 
Jcennt  man  sogleich,  dass  die  entsprechende  Tangente  dem  8lo8S 
gegenäber  liegt.    Man  setze  also: 

Iogarc100ar  =  8,80615 
2.?g?=  59,2 

logtangl000a;  =  8,80674 

3^40' 
=  logtang3«40'   und    ar= -^jgg  =  13'',2. 


Beispiel  13).     Gegeben  log arc  =  7^8629,  gesucht  o:.    Hao 

setze  i 

log  arc  10a: =8,86247 

(zwischen  4^10'  und  4^1 1')  2.5|?=         76,9 

log  tang  Wx  =  8,86324  =  log  tang  4^  10'  28', 
also   0;  =  ^-^— 5L=:25'2'',8. 


§.  12. 

Es  wurde  bereits  in  §.  1.    bemerkt,  dass  die  Anwendung  der 
Differenzen  für  Secunden   bei  Winkeln,    welche   kleiner  sind  alfi 


*)  Genauer  8,24136  and  9,23967,   die  Logarithmen  der  Sinn«  von  l* 
und  lO"). 


r 


1' 
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l\^t  Fehler  en|;eben  kunne^    die  eine  halbe  Einheit  der  Rinften 

Oacimalstelle  fihersteigen.     Sind   die  Tafeln  aach  innerhalb  der 

9rmitik  beiden  Grade  nur  von  Minute  zu  Minute  eingetheilt  und 

vrill  man  diese  Fehler  vermeiden,  so  m&asen  alle  Winkel«  welche 

■ich  oder  in  ihrem  Prodnct  mit  10  innerhalb  jener   Grenze, 

zwischen   1^  und  1^44'  fallen,    verdoppelt  werden,    wodurch 

der-  Fehler  verschwindet. 

203' 
Beispiel  14).     Gesucht  logarc36^,9  =  äjn2r-     Man  setze: 

log  sin  2<»  3'  =  8,65354 

3   —  ^''^ 

log  0,005  =  7,69897 

'2^3' 
logarc^w^  =logarc36*',9  =  6,!25260. 

Die  Rechnung  ohne  Verdoppelung  de»  Winkels  wäre  folgende 
K^wesen : 

Beispiel  15). 

log8inlo|'  =  8,>4<«3 
Diff.  30*  =        353,0 

logarc  '  J^  =  «,2525a 

Das  Resultat  hfitte  sich  mithin  um  zwei  Einheiten  der  fünften 
Ziffer  so  klein  ergeben. 

Es  sei  hier  bemerkt,  dass  die  ("orrectur  aus  Tafel  II.  bei  Win- 
keln zwischen  5^*  und  10*^  Anwendung  6ndet,  während  eine  Ver- 
doppelung der  W'mkel  nur  zivischen  1**  und  IJ^  nuthig  ist,  so 
dass  die  verdoppelten  Winkel  zwiMchen  2^  und  3)^  fallen.  Es 
trigt  vielleicht  zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  bei,  dass  beide 
Correcturen  in  Einer  Winkelbestim niung  niemals  zugleich  vorkom- 
men können  *). 

^)  Die  Vcriloppeliing  dr«  WinkeU,  um  di«  S«klm(l<^ndifTercns  richtig 
SS  brstiiiinicn ,  int  eine  Llrine  l'nliequciiilirhlkcic  für  die  Uvchnung.  Sie 
wird«  sn  \crnieideD  icin,  wenn  in  den  funfjtU'llii^en  Tnfeln  bis  tu  1"6<)' 
die  Loi^rithiiien  von  lo"  zu  10^  ün^r'^chen  irären.  Ks  beträgt  nehm- 
lieh  schon  zwischen  17' 30^  und  17' 40"  der  Fehler  bei  einer  Solundrn- 
hetlinmong  ans  der  lugarilhniisrhen  Differenz  von  10"  weniger  «In  eine 

Theil  XMI.  22 


'■r-npw 
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§.  13. 

Die  wichtigste  Anwendung  der  Tabelle  Rlr  -x-  bietet  sieb  du 

bei  Auffindung  der  Sinus-  und  Tangentenlogarithnien  kleiner  Wib- 

kel  und  dieser  Winkel  selbst.    Die  Rechnung  vollendet  sich  hioig 

durch   Addition   einer  einzigen   Zahl   und  (wäre  eine  Spalte  tb 

lossec 

— ^^ —   neben  den  übrigen  Functionen  gedruckt)  durch  einniafigei 

Nachschlagen.  In  einzelnen  Fällen  sind  noch  eine,  höchstens  iwci 
kleine  Ziffern  als  Correctur  anzubringen;  und  selbst  diese  Cor- 
rectnr  wurde,  gemäss  der  Anmerkung  zu  §.  12.,  zu  vermeiden  sdn. 

Wird  zu  einem  kleinen  Winkel  der  Sinus-  oder  Tangenten* 
logarithmus  gesucht»  so  multiplipirt  man  den  Winkel  nach  Befin- 
den mit  10  und  verfahrt  im  Uebrigen,  wie  §.  10.  gezeigt  wurde, 
indem  man  vorläufig  den  Bogenlogarlthmus  des  einfachen  Winkels 
sucht.  Ist  dieser  Winkel  kleiner  als  lO'»  so  giebt  der  Bogen- 
logarithmus  zugleich  den  des  Sinus  tind  der  Tangente,  weil  diese 
einander  gleich  sind. 

Beispiel   16).      Gesucht   log  sin  13^243  =  log  arc  =  log  tang. 

Es  sind  13^243=      i^qq    .     Man  setze: 


halbe    Einheit    der    fünften   lleciiiialsteMe    des    Logarithrnnt.      Zwitr.hfn 

40  50' 

=29'    nnd   29' lO"    beträft   der  Fehirr   nur  0,18  der   fiinflen  f^tri- 

10  " 

nialstelle,  zwischen  54' SO^  nnd  55'  nur  eine  halbe  Einheit  der  sechsten 

Stelle. 

Wären  mithin  die  Logarithmen  bis  zu   P6O'  von  10^  zu   10^  in  der 

Tafel  angegeben,   so  wärde  nicht  nur  die  Verdoppclnng  des  WinlcHs  is 

nlleo  Fällen  wegbleiben  können,    sondern  es  wäre  sogar  zulässig,   aodi 

sec 
die  Tafel  für  -—    nur   bis  zu  5^  auszudehnen  und   die  Correcturtafel  II. 

9 

ganz  wegzulassen,  weil  deren  Anwendung  erst  über  5^^  hinaas  Beden- 
tang gewinnt. 

Aach  das  Auffinden  der  Sinus  und  Tangenten  aus  den  Bogenlogt- 
rithmen,  so  wie  das  Auffinden  der  Winkel  aus  den  Logarithmen  über- 
haupt, würde  dadurch  bequemer,  weil  die  Logarithmen  der  Staus,  Tan- 
genten and  Bogen  in  diesen  Circnzen  neben  einander  lirgen.  Vergl.  j.  8. 
and  insbesondere  die  Anmerkung  dazu. 

Enthielte  eine  solche  Tafel  bis  zu  5^  noch  unmittelbar  neben  des 
Winkeln  eine  Nebenspalte  mit  der  Verwandlung  der  Winkel  in  Sekundes, 
so  würde  dadurch  die  Multlplication  und  Division  mit  10  wescotlich 
erleichtert  und  die  Bequemlichkeit  für  das  Nachschlagen  erhöht. 
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log  «in  3«  40'  =  8,80586 
Diff.  43^^  =         141,2 

•    ^f  =  29,8 

log8iiil3V243  =  5,80750. 
l8t  für  den  einfachen  Winkel  in  der  Tabelle  ein  Werth  ftir 
s-  angezeigt,  was  bei  Winkeln  über  10'  der  Fall  ist,  so  wird  er 
ifsprechend  in  Rechnung  gebracht. 

Beispiel  17).    Gesacht  logsin24'5"  und   logtang24'5\    Es 

4^0' 60*' 
id  24'5"  =*  """ 


ec 


10 


logsin4«  =  8,84358 
Dirr.  5»»  =         150,8 

bei  400' 50^....^=  35,6 

bei  24'....  ?^=       —0.3 
log6in24'5''  =  7,84544 


bei  24'  ebenso  2.  ^  =        +0,6 

logtang24'5''=:  7,84540. 

Fällt   der   Winkel,    nachdem  er  mit  10  moltiplicirt   worden, 
'ischen  1^  und  l^^,  so  wird  er  verdoppelt*). 

Beispiel   18).      Gesucht    logsin8'6",3=:  logtang8'6",3.     Es 

o.^nn.       1^21 '3^^      2«42'6"      ^^ 
;   8' 6^,3  =  — jTj —  = — 2ö — •     ^^^"  setze: 

logsin  2042' =  8,67308 
Diff.  &'  =  26.7 

*-~  =  16,1 

log  0.05  =  8^0897 
log  sin  8' 6^3=  7,37-248. 

Das  Resultat   der  Rechnung  w8re  hier,   auch  ohne  Verdop- 
lung,   sich  gleich  geblieben: 


*)  ^^'ffl'  Anmerkung  zu  §.  12. 


.-M" 
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log 

sin  P21'  = 

8,37217 

Diff.  3"  = 

26.6 

sec 
3   "■ 

•       4.0 

log8in8'6'.3  = 

8,37248. 

Fällt  der  Winkel  nach  der  Maltiplication  mit   10  snischen  S^ 
und  10^,  80  wird  die  Correctur  aas  Tafel  II.  anzuwenden  sein. 

Beispiel  19).    Gesucht  iogsin47'13^8  und  logtang47'13'i^ 

Es  ist  47'  W,S  =  — IQ — .    Man  setze : 

Iog8in7052'=  9,13630 
Diff.  18*' =  27,6 

AAP  ' 

bei  7'>52'.3....^=        137,1 

bei  47'....  ^=        -1.3 

Corr.  aus  Tafel  11.  =        —0,3 
logsin47'  13',8  =  8,137»3 


bel47'....2.?g?=        +2,6 
log  tang  47'  13",8  =  8^13797. 

In  der  Praxis  ist  es  in  der  Regel  bequemer,  anstatt  der  bä- 

sec 
den  Ziffern   -»-    nur  ihre  Summe  oder  Differenz  aufzuschreiben, 

sec 
da  -»-   fSr  den  einfachen  Winkel  immer  nur  eine  sehr  kleine  Zahl 

ist,   welche  bei  Winkeln  unter  lO'  sogar  ganz  verschwindet,   wie 
bereits  erwähnt  wurde. 


§.  14. 

Soll  zu  einem  gegebenen  kleinen  Sinus-  oder  Tangentenloga- 
rithmus der  Winkel  gefunden  werden,  so  betrachtet  man  densel- 
ben vorläufig  als  Bogenlogarithmus  und  verßhrt  im  (Jebrigen  nach 
«    11. 

Beispiel  20).  Gegeben  log  sin  a::=  5,81 268,  gesuchter.  Man 
setze : 


fUtr  Sinus,  TangetUen  und  Bogen  Meiner  Winhei.  325 

logarclOOUtr^  8,81268 
bei  3043'... .2. ^=2. 30,5=         61 

Iogtangl00ar  =  8,81329, 

3**43'  20" 
aiso   100ar  =  3O43'20''  und  a?  =     ^^  =  13^4. 

Fällt  der  in  der  Kennziffer  vergriisserte  oder  der  Ursprung- 
liehe  Logarithmus  zwischen  8,24  und  8,48,  wo  also  der  Winkel 
zwischen  P  und  ip  liegt,  so  addirt  man  nach  log 2  =  0,30103*). 

Beispiel  21).    Gegeben  log tangj?=: 7,32804.    Man  setze: 

Iogarcl0;r  =  8,32804 
log  2  =  0,30103 

zwischen  2«26'  und  2^27'  ....  2.-|-  =  26,3 

Iogtang20a:  =  8,62933, 

also  2ar  =  2«26'20''  und  a:  =  7'19^0. 

sec 
In  den  beiden  Beispielen  20)  und  21)  fehlte  das  Element  -^ 

för  den  einfachen  Winkel.  Ob  dieses  Element  anzuwenden  sei, 
kann  man  sogleich  erkennen,  weil  die  logarithmischen  Tafeln  die 
Functionen  von  Minute  zu  Minute  enthalten.    So  in 

Beispiel  22).  Gegeben  logsina:=7,92910,  gesuchte.  Man 
setze : 

log  arclOar  =  8,92910**) 
bei  4052^  und  29'  ....  2.^=2.52,3+0,5=        106,1 

log  tanglftr  =  8,93016  ***) , 

* 

also   10ar=4052'0^  und  ^  =  29'12',0. 

Beispiel    23).      Gegeben    log tang j:  =  7,92912,    gesucht    x. 
Man   setze : 


*)  Vergl.  Anmerkung  in  $.  12. 

^  Die  Bezeichnung  logarcor  in  Beiapiol  22)  und  23)  ist  nicht  streng 

,  SBC 

correct,  weil  das- Element    -^  fehlt;  Jene  Bezeichnung  soll  nur  die  Be- 

handlnngiweise  von  logsinx  und  logtang^  als  logarcx  bedeuten. 

***)  Der    genauere  Logarithmus    lautet    log  taug  4^  52' =  8,9301552, 
der  Fehler  beträgt  aUo  zwei  Einheiten  der  siebenten  Decimalsteile. 
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logarc  10^^=8,92913 

bei  4052'  und  2y  ....2.5|r=2.62,3-l,0=       103,6 

logtanglOr^  8,93016. 

Uebrigens  wie  in  Beispiel  22). 

Fällt  der  vervielfachte  Winkel  zwischen  5^  und  10^,  vras  man 
w&hrend  der  Rechnung  erkennt,  so  wendet  man  die  Corrector  ans 
Tafel  IL  an,  welche  addirt  wird. 

Beispiel  24).    Gegeben  log  sin  ^  =  6,07776.     Man  setie: 

Iogarcl000ar  =  9,07775 

sec 
«wischen  6«5r  und  6^52'  ....2.-^  =        207,6 

Corr.  =        +0,2 

loi;  tang  lOOOr  =  9.07980, 

6061' 10* 
also  a:=: — mflir"  ~  ^*'»^^ö' 


§.  16. 

Der  Fehler,  welcher  durch  die  in  dem  vorstehenden  Aofsati 
entwickelte  Rechnnngsweise  entstehen  kann,  ermittelt  sieb  vA 
folgende  Art 

los  sec 
Es  kann   -^ —  um  0,05  der  fünften  Stelle   fehlerhaft  sein. 

Dieser  Fehler  kann  in  Einer  Winkelbestimmung  zweimal  vorkom- 
men, einmal  beim  einfachen  und  einmal  beim  vervielfachten  Win- 
kel.   Ferner  kann  die  Correctur  Tafel  II.  um  0,05  fehlerhaft  sein. 

sec 
Bei  der  Wahl  der  Ziffer  -tt-    für  den  vervielfachten  Winkel  kan* 

ebenfalls  um  0,05  gefehlt  sein.  Fallen  alle  diese  Fehler  auf  Ein« 
Seite,  so  kann,  je  nachdem  die  verschiedenen  Elemente  vorkom- 
men, der  Fehler  steigen  auf  2.0,05  oder  3.0,05,  oder  4.0,05  der 
fünften  Ziffer,  also  auf  0,1  bis  0,2. 

Erwägt  man,  dass  der  ursprQngliche  Logarithmus  in  den 
Tafeln  um  0,5  der  fOnften  Ziffer  unrichtig  sein  kann,  so  ist  io 
Einer  Winkelbestimmung  ein  Fehler  von  0,5 -f  0,2  =:  0,7  der  ffinf* 
ten  Ziffer  des  Logarithmus  möglich. 

Ein  solcher  Fehler  wurde  in  der  Nähe  von  10^,  wo  er  die 
grösste  Bedeutung  hat,  der  Differenz  von  0,7.  ?i  =  0^,6  entspre- 


I 
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en,  bei  kleineren  Winkeln  einem   verhältni^sniässig  geringeren 
tkiudenbnich. 

Die  Anwendung  der  Tabelle  filr   — ^s — ,  wie  sie  Tafel  I.  dar- 

dit,  gewährt  also  eine  Schfirfe  der  Rechnung,  wie  sie  von  fänf- 
»lligen  Tafeln  erwartet  werden  kann. 


§.  16. 

Da  der  Logarithnias  der  Cotangente  gleich  der  decadischen 
l^änzung  des  Tangentenlogarithmus  ist^  so  lässt  sich  auch  die 
»Cangente  sehr  kleiner  Winkel  mit  derselben  Genauigkeit  be- 
mmen,   wie  die  Tangente. 

Beispiel  25).     Gesucht  cotg  r23''^496.     Es   sind   T  23^496 
«34r,6       2«I9'9",6      ^. 
"lÖüT  =       100     '    ^'^^  ***^^^ 

log  sin  20 19'  =  8,60662 
Diff.  9",6  =  49,8 

log  tang  1 '  >3",496  =  6,60724 
.  log  cotg  =  3,39276 

so  cotg  1'23",496  =  2470,4. 

Zu  sieben  Stellen  findet  man: 

logarcl"  =  4,6856749 

log83,496  =  1,9216657 
log  tang  l'  23'',496  =  6,6072406. 

Auch  der  Cosinus  sehr  kleiner  Winkel  lässt  sich  durch  eine 

ichte  Rechnung  bestimmen.    Es  ist  nehrolich  cos .t  =  V 1  —  sin*j:, 

sin^aT 
d  da  :r  nur  sehr  klein  ist,  so  ist  cosj?=  ^^  '  o    ' 

Beispiel  26).  Es  wird  gesucht  cos24'5^  Nach  Beispiel  17) 
:  log  sin  24'  5''  =  7,84544.    Man  setze : 

2logsin24'5"  =  5,69088 
log  0,5  =:  9,69897 


^  «^^0,000024539. 


>og(^)  =  5,38986-10, 


s 


■^'''^'^li 
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Es  ist  also  cos24'5''=  1—0,000024539  =0,999WS46I. 
Um  die  Schärfe  der  Rechnung  zu  zeigen,  sei zam  Vergleidi  hiar 

Beispiel  27).    Gesucht  cos 24'5M.    Es  ist  24'5M=-^ 
Man  setze: 

logsin4O0'=:  8,84358 
DiOr.  51 '  =:        153,8 

^  =  36,6  -0,3  =  35,3 

log8iii24'6",I=  7,84647 


2logsiii  =  6,69094 
log  0.6  =  9,69897 


log  (^— )  =  6,38991  -  10 


also  ^^  =  0,000024542  und  cos  24'6",l  =0,999976458. 


XXXIV. 


Integration  der  Gleichung  ^*^^^  =  .y    ^r    ^^^  ^^ 
wo  m  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer j 

Russerordentlichem    Professor    der    höheren    Mathematik   am   k.  k.  p 

technischen  Institntc  zu  Wien. 


In  meinen  Studien  über  Integration  linearer  Differential  -  C 
chungen  habe  ich  gefunden^  dass  in  dem  Falle,  wo  m  eine  gi 
positive  Zahl  ist,   obige  Differential •  Gleichung  im  innigsten 
saromenbange  mit  der  Differential  -  Gleichung 


für  den  Fmli^  wo  m  eine  gan%e  negaUve  Zakd  fsi,  529 

ayKl-«)y-,iy=0 

teha,  woselbst  fft*=l   ist. 

Dieser  Sats»  den  ich  fiSr  positive  Werthe  von  m  bewiesen 
abe,  ISsst  sich  auch  f&r  negative  Werthe  von  m  beweisen.  Setzt 
Ban  nimlich : 

»1:=  — it, 

o  erhält  man: 

*^3S^~^   ^®'    döF^"^^^   ^^^  endlich       ^^  =y. 

ind  diese  Gleichung  steht  im  innigsten  Zusammenhange  mit  der 
SIeichung 

woselbst 

,»-  =  1 

«t.    So  hat  man  z. -B.  für  n  =  2  die  Gleichung: 

dar«    -*'• 
»der  in   entwickelter  Form : 

ar*y""  +  8ay"  +  lÄy"  -  y  =  0. 
ond  diese  Gleichung  gestattet  folgende  Schreibwelse: 

iflg"" + Sxy"'  +  12y''— y  ==  a:  («y"  +  Sy*  -  W)' 

+  3(ay'  +  3y'  -  (ly)'  +  j»(ay?  +  3y'  -  W)  =  0- 

und  wird  daher  erfallt  f&r  jene  Werthe  von  y,  welche  die  Gleichung 

jy  +  3y' —  »**  =  <> 
identificireo. 

So  ist  ferner  (St  n^3: 

rf»(x«y) 

i>der  in  entwickelter  Form: 

*»y(«)  +  18«"yW  +  «by""  +  laOy"'  —  y  =  0. 

Diese  Gleichung  IXsst  sich  so  schreiben : 

«»y(«)  +  l&T*y(»)  +  90*y""  +  ia(V"-y=««(j:y"  +  4^  -  ^y)"" 
|.  iar(«y'+4y'-»»»)"' + C^+l^)  («y'-My'-w)' + 4»»(*y*+4y'-»iy)' 
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und  wird  erfüllt  för  jehe  Werthe  voo  y^   welche  die  Gleichmg 

xy"  +  4y'  -  ^y  =  0 
Identificiren,  u.  s.  w. 


Integration  der  Differential- Gleichung 

{a\bx\ cor«)  (6  +  1cx)y**  \  A{a\bx\ cx'^)y'  +  Ä(6  +  2cx)y : 

Von 
Herrn  Simon  Spitzer, 

auflserordentlichein    Professor   der  höheren    Mathematik   am    k.  k.   | 

technischen  Institute  zu  Wien. 


Ich  setze,  um  obige  Gleichung  zu  integriren: 

a  +  bx'{-cx*=m-l'^, 
und  erhalte,  da 

ist, 

+  B{b  +  2cx)y  =  a 

Di?idirt  man  diese  Gleichung  durch  b  +  2cx  und  ordnet 
sodann,  so  erhSit  man: 
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setzt  man  hierin  statt  (6-f2car)*  seinen  Werth  4c(in-f  |)46'~4a<^> 
tat  man: 

'  +  ö[4c(m  +  Ö  +  6*-4ac]0+(2c  +  il)(iii  +  |)J  +  ßy=O, 
he  Gfeichung  leicht  zu  integriren  ist. 


Integration   der  Differential -Gleichung 

Von 
Herrn   Simon  Spitzer, 

rnrdentlichem    Professor   der   höheren    Mathematik   am    k.  k.  poly- 
technischen Institnte  fu  Wien. 


ich  setze,   um  diese  Gleichung  zu  integriren,  ebenfalls: 

a  +  bx  +  ex*  =  m  +  J, 
erhalte  sodann : 

+  Ä(6+2car)(m  +  Öy  =  0.       ^ 

lirt  man  diese  Gleichung  durch   b  +  2cx,  setzt  zugleich  statt 
2car)*  seinen  Werth  ic(m  +  i)-i-b* — iac,  und  ordnet  schüess- 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

he  äusserst  leicht  zu  integriren  ist. 
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Integration  der  Gleichung 

(i)    (6+2car)y"+  ^(a+6ar+ca:«)y'  + fi(6  +  2ca:)y  =  0, 

in  welcher  a,  b^  c^  A  und  B  beliebige  constante  ZaI 

len  bedeuten. 

Von 

Herrh  Siman  Spitzer^ 

ausscrordentlicliem    Profemor   der  höheren   Mathematik    am   k.  k. 

technischen  Institute  fu  Wien. 


Um  die  Gleichung  (1)  zu  integriren,  setze  Ich: 

(2) a'{-bx  +  cx^  =  m  +  5, 

unter  |  eine  neue  Variable  und  unter  m  eine  constante  Zahl  ▼( 
standen.     Nun  ist: 

folglich   hat  man,   diese  Werthe  in  (1)   einßihrend    und  zagM< 
durch  b  -|-  ^cx  wegdividirend : 

(4)  (6  +  2ca:)«0  +  [2c  +  .4(a  +  6a:  +  c^«)]^  +  Äif=O. 

Nun  ist: 

(b  +  2ca:)*  =  4€(a  +  6a:  +  cx^)  +  6«— 4ac, 

folglich  hat  man,  die  Gleichung  (2)  berQcksichtigend : 

(5)  [4c(m+|)  +  6«-4ac]0  +  [2c+^(m+ö]^  +  Äy=O, 

und  diese  Gleichung  vereinfacht  sich ,  wenn  man  m  so  wählt,  a 
dass  4ci?t  4-6'  —  ^^  =  0  ^ird ;    dann  hat  man : 

was  leicht  zu  integriren  ist. 
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XXXVIII. 

Berechnung    der  jährlichen    Prämie    bei    Aussteuer- 
kapitalien,  mit  Rückvergütung   der   Prämie  im   Falle 

des  Todes. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schale  in  Carls  ruhe. 


Für  die  hiesige  Versorgtingsanstalt  habe  ich  für  diese  und 
andere  Aufgaben  die  Formeln  aafzastellcn  und  die  Berechnung 
der  Tabellen  zu  leiten  gehabt.  Da  dabei  eine  Reihe  verwickelter 
FUle  vorgekomnien  sind,  die  zum  Theil  —  meines  Wissens  — 
noch  nicht  uflfentlich  erledigt  wurden»  oder  doch  noch  nicht  in 
der  hier  behandelten  Form»  so  will  ich  einen  oder  den  andern 
den  Lesern  des  Archivs  vorlegen,  wobei  ich  zugleich  auch  jeweils 
die  Berechnung  der  Deckungskapitalien  angeben  werde. 
Die  hier  zuerst  betrachtete  Aufgabe  ist  Gbrigens  in  einer  andern 
Zeitschrift  auch  schon  in  Angriff  genommen  worden;  trotzdem 
werde  ich  sie  nochmals  behandeln  dürfen,  da  meine  Endformeln 
ebe  ganz  andere  Gestalt  haben. 


I. 

Bezeichnungen,  t  und  j  (ganze  Zahlen)  bezeichnen  da» 
Alter  zweier  versicherten  Personen,  und  zwar  t  das  des  Einle- 
gers (Versorgers), y  das  der  Person,  zu  deren  Gunsten  eingelegt 
irtrd  (Versorgten);  Nt  ist  die  in  der  Sterblichkeitstabelle  neben 
i  stehende  Zahl;  eben  so  ist  die  Bedeutung  von  iV/;  p  ist  der 
Zinsfuss,  d.  h.  wenn  die    Versicherungs  Gesellschaft   die  Verzin- 

100-fa 
zu  ^%  annimmt,  so  ist  p  =    .qq   > 

ki  ist  der  Werth  des  Bruches  -\\    ^j  =  ^ i 


^A    ■ 


■  "-^ 
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2Si  ist  =Si^Si^i  +  Si^i+....  bis  za  Ende  der  SterbKclUb* 
tafel ;  also  z.  B.  ZNi  =  Ni  +  Ni^i  +  ....,  Zkj  =  kj  +  ki^i ik^ 
+  ....,  2{Ni2kj)  =  ISiZkj  +  JSi^iZkj^i  +  i\i^t£kj^2  +  ....,  «• 
wieder  2/ej^i=z  kj^i+kj^2  {■'•'.,  ^A'j+a:=  Ä/-|.a  +  Ar/+$ +  ...., .... 
also  allgemein  Zkj^n  =  2kj — (kj  +  A/^-i  +....+  ij^^i). 


11. 

Die  hier  zu  behandelnde  Aufgabe  Ist  ntin  folgende :  Ad 
Versorgten,  dessen  Alter  jetzt  j  ist,  soll  ein  Kapital  K  ausbtiahK 
werden,  wenn  er  das  Aller  y-KA  erreicht.  Dieses  Recht  soll  da- 
durch erkauft  werden,  dass  ein  Versorger,  dessen  Alter  jetitt 
ist,  alljährlich  eine  Summe  P  bezahlt  und  zwar  zum  ersten  Hib 
sofort  und  dann,  so  lange  beide  Personen  zusammen  leben,  ttag' 
stens  aber  jedenfalls  nur  bis  zu  dem  Jahre,  das  der  Kapital- 
auszahlung vorangeht.  Stirbt  der  Versorgte  vor  dieser  Zeit»  ü 
werden  die  eingezahlten  „Prämien'*  ohne  Zins  dem  Versofgfr 
(oder  dessen  Rechtsnachfolger)  zuriickbezahlt. 

Wir  setzen  hiebei  alle  Ein-  und  Auszahlungen  auf  deaSI* 
Dezember  des  betreffenden  Jahres  an,  und  i,J  sind  die  AHin- 
jähre,  welche  die  beiden  Versicherten  eben  in  dem  betreffeite 
Kalenderjahre  erreicht  haben. 

1)  Einzahlungen.  Angenommen  es  treten  NiNj  veni' 
cherte  Paare  unter  den  eben  angegebenen  Bedingungen  in  die 
Versiclierungs-Gesellschaft  ein,  so  leben  von  denselben  am  Scblaaie 
des  Isten  Jahres  (das  Eintrittsjahr  als  Otes  angesehen)  Bod 
Ni^iNj^i  Paare  ungetrennt;  am  Schlüsse  des  2ten  Jahres  oock 
Ni^2  Nj^29  u.  s.  w.  Die  letzten  Einzahlungen  geschehea  an 
Schlüsse  des  Aalten  Jahres,  wo  noch  Ni^k-i  Nj^h-'i  Pa^ 
(von  den  eingetretenen)  ungetrennt  leben.  Hieraus  ergiebt  sich 
sofort  für  den  haaren  Werth  aller  Einzahlungen: 

(1) 

P  P  '        P 

NilSjP+  iVf +iiVj+i  --  +Ni^2Ni^'»^  + .. . .  +Aif  *-i/V/+*-i -pi- 

2)  Auszahlungen.  Diese  sind  doppelter  Art:  Auszahlung 
des  versicherten  Kapitals  (Aussteuer)  und  Röckzahlung  der  ein* 
gelegten  Prämien. 

Von  den  eingetretenen  NiNjPahren  sind  Ni  ISj^h  In  der  Lage^' 
das  Aussteuerkapital  zu  erhalten,  da  diese  Auszahlung  bloss  root 
Leben  des  Versorgten  abhängt,  und  von  iV^iV/ jetzt  elngetreteoeia 


*i'- 


.^ 
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^ersorgtmi  noch  NiNj^h   am   Schlüsse    des  Aten  Jahres  leben. 
itr  haare  Werth  aller  Aassteuern  ist  also: 

N{Nj+kp- (2) 

Was  die  Rückzahlungen  betrifft,  so  hängen  sie  auch  nur  vom 
ode  des  Versorgten  ab,  und  zwar  werden  im  rten  Jahre  (31. De- 
^mber)  die  eingezahlten  Prämien  zurflckbezahlt  an  diejenigen 
lare,  von  denen  der  Versorgte  im  Laufe  dieses  Jahres  gestor« 
SD  ist,  gleichviel,  ob  der  Versorger  noch  lebt  oder  nicht  Doch 
Bss  darauf  geachtet  werden,  dass  die  Prämien  -  Einzahlung  eben 
Rh  schon  früher  aufgehurt  hat,  wenn  der  Versorger  bereits  todt 
v.  Untersuchen  wir  nun  die  ROckzablungen  am  Schlüsse  des 
en  Jahres. 

Von  den  beim  Eintritt  hinterlegten  Prämien  werden  zurflck- 
ttablt  diejenigen,  die  von  Paaren  herröhren,  deren  Versorgter 
B  Laufe  des  rten  Jahre«  starb.  Der  Anzahl  nach  sind  dies 
hiWj^r-i—Nj^r)'  Von  den  am  Schlüsse  des  ersten  Jahres  ein- 
elegten  Prämien  werden  zurOckbezahlt  diejenigen ,  welche  vonPaa- 
in  berrGhreo,  deren  Versorger  am  Schlüsse  dieses  ersten  Jahres 
)cb  lebte,  und  deren  Versorgter  im  Laufe  des  rten  Jahres  starb, 
«r  Zahl  nach  sind  es  Ni-^iiNj^r-'i  —  Nj^r)' 

Ebenso  wegen  der  im  2ten  Jahre  bezahlten  Prämien: 

2V^2(2V/+r-i— 2V)+r);    u.  S.  w. 
Endlich  wegen  der  am  Schlüsse  des  rten  Jahres  bezahlten  : 

Nii.r-l(Nj^r^l  —  Nj^r). 

K  _ 

Demnach  ist  die  Gesammtsumme  aller  am  Schlüsse  des  rten 
ibres  zurückzuzahlenden  Prämien: 

PiNj^^l  -  Nj^r)(Ni  +  ZVi+i  +  . . . .  +  Nii.r-l) 

Der  haare  Werth  dieser  Summe  ist: 
Da 

pT        —ppi^r^l--    p     '         pr     —   pj^T     -''^J-l-rP'f 

^  bt  dies  auch : 


'\  -K" 
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^pi{kj^r-l  ~pii+r)  {£rft-  £JS{+r). 

Die  Zahl  r  hat  die  Werthe  I,  2...,  h,  so  das«  die  Summe  aihr 
baaren  Werthe  der  Rflckzahlungen: 

^[(^i-P*i+l)(^^<--2?/vi+l)+(*/+l-p*i+t)(-^2V<-z^H«) 

Die  eingeklammerte  Grösse  ist: 

(kj  -^pkj  ^i)Ni  +  {ks^t  —pkj^^)  {Nt  +  2Vi+i)  + . . . . 

. ...  +  (Ä/^-A-i— p*/4^)(iV£  +  ZV*44  + .  ...  +  iVif»-i) 

+  iV<4.i[*/+i  —pkj^%  +  A/+Ä~-P*i+8  +  •  •  •  •  +*/+»-i— P*H-*] 

Aber 
A/4^» — Mi4^+i +  */+»+!-- P*/+«+« +••••  + ^i-M-i -- P*f-M 

=  />(*/-M  —  *i+*)  —  (P— !)(*/+«  +  */+M^i  +  •  •  •  •  +*/+A-i) 
=  P(^i+« — ^i+»)  —  (P  —  l)(-2?Ar/+«  —  -Sä:/+ä). 

Also  ist  jene  eingeklammerte  Grosse: 

Ni[p{ki-ki^h)-{p-l)(Sks-Eks^y\ 

—  (p-l)[iV*2?A/  +iV,fi2;A>+i  +.... 

. . . .  +  iV<+Ä-i2:Äj+Ä-i  -  Zks^h{Ni  +  iV*+i  + . . .  iV/+i-i)] 
^piZiNiki)  -  ^(iVf+AÄ:i+»)  -  ^i+Ä(2;iV,-  -  ZNi^k)] 
-{p-\)[Z{NiZks)  -  2:(iV..+A2?Arj+A)  -  Zks^k{ZNi—ZNi^)\ 

Also  ist  der  baare  Werth  aller  Rückzahlungen: 

(3) 

Ppi{  ^  _, 
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Da  (1)  gleich  der  Samme  von  (2)  und  (3)  sein  muss,  so  ist: 

Dividirt    man    beiderseitig     durch    pi  und     beachtet,     dass 
P[i:{Ntkj)-£(Ni+kAj+k)]  =  iV.*a*Ä 

l  _  (ZiVi-^iVH  »)  (A/+»  -  P—  £kj+k) 

araos  folgt : 

eiche  Formel  die   Aufgabe  lust  und  auch   zur  Berechnung  sehr 
squem  ist 


UM. 

Das  Deckungskapital  eines  Vertrags  ist  diejenige  Summe, 
eiche  die  Lehensversicherungsgesellschaft  haar  zu  Händen 
iben  mvss,  um  allen  aus  dem  Vertrage  künftig  flietscnden  Ver- 
lichtungen  genügen  zu  können.  Dasselbe  ist  somit  gleich  dem 
lareo  Werthe  aller  kOnftigen  Auszahlungen,  vermindert  um  den 
laren  Werth  aller  kunRigen  Einzahlungen. 

Uni  dasselbe  fiir  unseren  Fall,  und  zwar  für  das  Alter  fi  des 
ersorgers  und  v  des  Versorgten  (wo  also  fi— i  =  y--^  d.  h.  Rlr 
m  31.  Dezember  des  betreffenden  Kalenderjahres,  zu  berechnen, 
iteen  wir  zwei  Ffille.  unterscheiden: 

lliril  M.ll.  23 


«««taol 
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1)  Veraoi^er  und  Versorgter  leben  noeb. 
Wir  setzen  voraus,  dass  Ein-  and  AuSEahlnngen,  «Felds  ■■ 
TraglicheD  31.  DeEcmber  za  geschehe»  haben,    bereits  ToUupi 
srnd,  nehmen  also  daranf  keine  Rficksicht. 

Baarer  Wertb  aller  kfinftigen  Einsahlongen: 
P  P  P 

Baarer   Wertb  der    AnsstenerkapitalieD    (Kr   die  la 
helreffenden  31.  DeMmber  noch  nngetrennt  iehenden  Nßlt,Vtin: 

Was  die  ZnrfickzahluDg  der  Prilmiea  betriff  ao  gescbiebl  «• 
für  die  A"^«  Paare  nach 


einem  Jabre  a 

n  iV„(Ä.-WH,).        . 

: 

.-/+lmal  tM>. 

Bwel  Jahren 

-   iVi(A"»fi-JVrt»), 

»-J+1    -      ■ 

-    Ä/i+i(iV,sfi— ^.4.«),f 

1 

I        .      . 

drei  Jahren 

■  JV,(arH^.-ff^,).  [ 

1°: 

— >+l    - 

-    Wrt.Cffrta-W^»),! 

^4 

l       .      - 

.    Wi^3(N^t-Jf^i)J 

s 

1        -      • 

Demnach  ist  der  haare  Wertb  aller  ROcksahlangen : 

■••• + ^^'*^'±*(*,+i»«.+...+i»*i-.)] 
p 

P 

....  +  (/)ti_i-P*,+»)(-E»„-  sWmS 
=  <*— J)  pfW»!?*-*;»)  -(p-  WSt,-  am)]  I 
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wie  mmB  IL  sich  sofort  ergibt  Da  der  baare  Werth  aller  Ein- 
BaUongeo  =^Pp^£{N^^ikw^\)—E{Ni^kk$^]t  so  ist,  wenn  D  das 
DeckiiDgskapital  fiir  eineo  Vertrag: 


-  (£N^  -  2?^<+»)(*,+»-e— !  2*,+»)  I 


Eni 

-  #1p»  [Xl(^,H.i*H^,)-^(iVH.»*,+»)]. 
Da  £(Pr^k,)  -  2(Nf^ikv+i)  =  iV^A,  so  ergibt  mch  hieraas: 

(8) 
D  =  ^  Ä  +  ^^[A,_*^»  _e=i  (Z*.-  2?*^+»)] 

p  N^kv 

2)  Der  Veraorger  ist  todt»  der  Versorgte  lebt  ooch. 

Der  Versorger  starb  im  Jahre»  da  der  Versorgte  j'-f  Jahre 

alt  wurde. 

Voo  den  eingetretenen  Paaren  sind  in  dieser  Lage 
{Ni^r^i — Ni^r)tf9'  Von  Prämienzahlungen  ist  jetzt  keine  Rede 
nehr;  die  Aussteuerauszahlung  geschieht  an  (iV^fr-i — N{^r)N'j-i-k 
Paare.  Was  die  RilckvergOtung  betrifft,  so  ist  die  Prämienzahlung 
rmal  geschehen  und  wird  rflckvergütet  nach 

dnem  Jahre  an  (Nt^r^i — Ni^r){Nv'-N9^i)  Paare  von  den  hier 

zwei  Jahren    -   (iVf+r-i— iVf^-rX^Vn-i  — /V^-s)    -  in    Betracht 

drei        -          -    (/V^+r-i— iVi+r)(/V,+a— i^Tp^.,)    -  kommenden. 

u.  s.  w. 

Daraus  ergibt  sich»  wenn  D  das  Deckungskapital : 

+rP(ZVrf^.r-I-/V,+r)r + jji +...  + ^^FPk^-i J. 

23* 
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Hier  ist  fibrigeiis  v  =  1«  2,....,  fi — t. 

Zur  ganzen  Rechnung  ist  zu  bemerken,  dass  es  sich  fiberall 
nur  um  die  sogenannten  Nettoprämien  handelt,  die  s.  B.  bei  der 
badischen  Versorgungsanstalt  95  ^/q  der  Bruttopräroien  betragen. 

Mittelst  der  Formel  (4)  habe  ich  die  in  den  Statuten  abge- 
druckten Tabellen  berechnen  lassen;  es  gebort  aelbutverstiod- 
licb  die  Anfertigung  einiger  Hilfstafeln  dazu,  die  aber  auch  ooek 
in  den  meisten  anderen  F&llen  zu  verwenden  sind. 


IT. 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  hiermit  vollständig  erledigt  Doch 
ist  es  immer  von  Wichtigkeit,  die  gefundenen  Formeln  za  kos- 
troliren.  Für  die.  Deckungskapitalien  geschieht  dies  durch  den 
Grundsatz,  dass  tlie  eingegangenen  Prämien,  nach  Abzug  der  ge- 
machten Auszahlungen,  bis  zu  dem  betreffenden  Zeitpunkte  xu 
dem  Betrage  des  Deckungskapltals  angewachsen  sein  mfissen. 

Betrachten  wir  wieder  die  NtNj  eingetretenen  Paare,  so  werdeo 
ihre  Einlagen  bis  zum  Schlüsse  des  Jahres,  da  der  Versorger  fi 
Jahre  alt  war,  (mit  Einschluss  der  letzten  Prämie)  angewaebseo 
sein  auf 

Die  Auszahlungen  (Rückerstattungen)  würden,  als  Kapitalien  be- 
trachtet (nach  II),  angewachsen  sein  auf 

+  {Nj^i  -  Nj^2)  (£Ni  -  2?iVf+Ä)p^-i-«  + . . . . 
. . . .  +  (iV»-i — iV,)  (iS;jY,— Z/V^] 

=  -p^[(^J-P^j-^i)  (^Ni^£I^i^i)+(kji.i--pkj^2)i£Ni^ZNi^iH.. 

=  Pp^\£{Niks)-'Z{N^Jcr)  -^  [Z{lSiZkj)  -  2{Nf,Zkr)] 

-  {ZNi  -  ZN^)  (U,  -  ^  Zk,)\. 
Also  ist  der  fragliche  gesammte  Befrag : 


r  """ 
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(7) 


P 


— 1 


Was  nun  den  Gesammtbetrag  der  Deckungskapitalien  betrifft, 
80  sind  N^r  Verträge  vorbanden,  fSt  welche  das  Deckungs- 
kapital Dach  (5)  zu  rechnen  ist,  und  (Nn.r-i—Ni+r)Nv,  für  die 
(6)  gilt,  wo  aber  v  =  l,  2 ,  n—i  zu  setzen  ist. 

Daraus  folgt,  dass  dieser  Gesammtbetrag  ist: 

+'^f' NiJTv — ^*-'+* — ^  '^*^+*^^ 

p  JS^kv  > 

Ffihrt  man  den   Werth  von   K  aus  (4)  ein    a'  '         '"*'' 
Pfpss  p^kv,  so  hat  man: 
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P 

welches  genao  der  Aasdruck  (7)  ist    Damit  ist  auch  die  Riclittg 
keit  unserer  Formeln  erwiesen. 
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Ueber  die  nteo  Näherungswerthe  der   periodischen 

« 

Kettenbräcbe 


1 

and 

1 

«+5+^ 

1 
a+ 1 

"+6  +  .... 

Von 

Herrn  Director  und  Professor  Dr.  Strehlke 

in    Danzig. 


Der  fite  Näherungswerth  des   Kettenbraches      1      ist  nach 
laasen*):  1 


o  +  .... 


Vor  längerer  Zeit  habe  ich   für  diesen  Werth  den  folgenden 
osdruck  gefunden: 

a-i+(n  _2)a-3  +  ("-3X»-4)  ^^, 

(n-.4)(ii-8)(n-6)  ___,  .  («-S)(n-6)(n-7)(n-8)  ^  ,. 
•*•  1,2.3  «-"  +  —         1.2.3.4  «"-'+-. 


*)  Grelle'«  Joarnal  3.  Bd.  S.  SB. 
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Der     nte    Näherungswerth    des     periodischen    Kettenbrodii 

1 

«+ j- 

"+6  +  .... 
ist,  wenn  n  eine  gerade  Zahl: 

(«-4)(n-5)(n-6)    «t?    !=? 


"  ;  ■_«    B-^     rn— 2)fn— 3)    ^    —  i 

a56S+(n-l)a  •  .6  «  ^- ^      y^      ^a  «  .6  « 

.  (w-3)(n-4)(n-5)    ?j^    "^ . 
■•"  1.2.3  «  ■  .6  "   +••  • 

Für  die  Brflche       1  und       1 


1  1 

n Y  a~- ^1 

a— -  o f 

a — . ...  -1 


0  — .. .. 
wechseln  im  Zähler  und  Nenner  dieser  Ausdrficke  die  Vorzeichei 
vom  2ten  Gliede  an.     Fflr  den  nten  Nähemngswerth  des  Braehei 
1  findet  man  leicht  den  Ausdruck: 

1 

a—  - 

a  — .... 


Nimmt  man  a  =2cos^,  so  wird  der  nte  Näherungswerth: 

(cos  e  +  sin  e .  V^)"    —  (cos  $ — sin  8  V^)" 
(cos  d + sin  Ö .  V^^)"+» — (cos  6  -  sind.  V^)"+* 

cos  nS  +  sin  nO.  V  — 1 — cosfiö+  sin itd.  V^ — 1 


cos(n+l)Ö+sin(ii  +  l)Ö.V"-l— co8(n  +  l)Ö  +  sin(ii  +  l)Ö.\^- 

sinnd 
sin  (n  + 1)6  * 
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Construction  derjenigen  linearen  Differential-Gleichung, 
der  genügt  wird  durch 

(1) y  =  6'''^  •+'     , 

unter  x,  m  und  n  constante  Zahlen  veralanden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

ausserordentlichem   Professor  der  höheren   Mathematik   um   k.  k.  poly- 
technischen Institut«  in  Wien. 


Aus  (1)  folgt  durch  Differenziren: 


1   ii+ar 


(2) y' 

und  diese  Gleichung  iSest  sich  so  schreiben: 

») »■='V"^»- 

Dorch  Quadriren   ood    darauf  folgende    Multiplicatioi^  derselben 
aait  n-t-x  erhfilt  man: 

(4) (n  +  x)^'*=X^(mi-x)y^. 

Differeozirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man : 

(5)  2(n+*)yy +y«  =  2A«(m+«)yy'  +  AV. 

und  eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden 
IT*,  so  erhfilt  man: 


— n 


aod  diese  ist  die  gewfinschte  Gleichung. 

Da  in  derselben  l  bloss  im  Quadrat  erscheint,  so  gelangt  man 
auch  durch  Voraussetaen  Ton 
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^-^/V^'- 


zD  derselben  Differentialgleichung;    demnach  ist  das  voUstSncij^ 
Integral  der  Gleichung  (6): 

(7).   .   .  y  =  Cie     •^''  -+•     +Cie     ''''-+'    , 
oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

+  Ci  e-^  V(m+x)(«+*)(VTO+i  +  V"n+S)-^(-^"). 

Die  Gleichung  (6),  sowie  deren  in  (7)  stehendes  Integral,  finden 

sich  f&r  den  speciellen  Fall  ;i=  V^  im  2ten  Bande  des  Petf 
vaTschen  Werkes:  „Integration  linearer  Differential- 
Gleichangen«'  S.  107. 


Note  aber  die  Integration  der  drei  Differentialgleichungen: 

ff^xi.Ax'^ff'  +  Bxy'  +  Cy), 
y  =xHAx^y"+Bxy'  +  Cy)i 

in  welchen  ^,  B  und  C  constante  Zahlen  bezeichnen. 

Von 

Herrn  Simon  Spiizery 

ausserordentitehein   Profettor  der  höhereo   Mathematik  am   k.  k.  pol;- 

technitchen  Institute  in  Wien* 


Diese   drei  Gleichungen  lassen  sich«   wie  leicht  einzusebeo, 
folgendermaassen  schreiben : 

AxY+^(B-^  l^y'  +  Qf =0, 

X 

Axhf''+Bxy'  +  (C- Jj)y=0; 

und  nun  sieht  man,  dass  sämmtliche  drei  Gleichungen  specielle 
Fälle  der  Gleichung 

sind. 
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Xlill. 

Uebungsaufgaben  fiir  Schüler. 


D  Herrn  Professor  und  Director  Dr.  Strehlke   inOansig. 

Man  soll  deo  Winkel  t  finden,  anter  dem  ein  Körper  gegen 
mzont  geworfen  werden  roass,  damit  der  von  diesem  und 
arabolischen  Bogen  begrenzte  Flächenraum  ein  Maximum 


ifl5sang.  DietbestimmendeGleichungistScost'— sini'=0» 

Den  Winkel  t  des  Wurfs  zu  bestimmen,  wenn  der  para- 
e  Weg  oder  die  Länge  der  Parabel  ein  Maximum  sein  soll. 

iflosung.    Man  findet: 

t  =  56027' 67". 


dem  diesjährigen  Programm  der  Ober*Realschule  auf  dem 
markte  in  Wien  hat  Herr  Professor  Unferdinger  fol- 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten,  deren  L5sung  sich 
kdratische  zurückfahren  lässt,  mitgetheilt: 

^   — Tm* — -"• 

2.  (I  +  ar«  +  j:*)  (1  -  X  +  ar«)«  =  c«a?«{l  +  ««)«. 

3.  (a;-l)«(a:«+l)  =  c*«*. 

4.  a(a?— l)*(a:*  +  l)«  +  6aj*=:car« 
6.  4r4— &r»-.3a?  +  l=0. 
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Xlilll. 

IM    i    8    c    e    1    1    e    n. 


Gelegentliche  Bemerkungen  über  mathematischen  Unterricht 

und  mathematische  Methode. 

(I<:h  wünschte,  dass  mir  von  Lehrern  derHIIntheraatik  Remerkoo^ 
▼on  ähnlicher  Tendenz  wie  die  folgende  eingesandt  werden  isdcbto, 
damit  ich  daraus  eine  eigene  Rubrik  unter  obiger  Ueberschrift  anlegei 
könnte,  was  gewiss  dem  mathematischen  Unterrichte  förderlich  seil 
würde.    Daher  bitte  ich  um  Einsendung  solcher  Bemerkungen.        G.) 

Der  bekannte,  im  Ganzen  sehr  leicht  nnd  dnrch  emfache 
Rechnung  zu  beweisende  Satz^  dass^  wenn  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  f{x)  flir  einen  bestimmten  Werth  a  ihrer 
veränderlichen  Grosse  x,  also  fOr  x=:a,  verschwindet,  jederzeit /Itx) 
durch  a: — a  ohne  Rest  theilbar  ist*),  scheint  mir«  wie  aus  Lehr- 
büchern und  anderweitig  erhellet,  bei*m  algebraischen  Elementar* 
JJnterrichte  hin  und  wieder  vernachlSssigf  und  selten  in  denselbeo 
aufgenommen  zu  werden,  gewiss  mit  grossem  Unrechte.  Dies 
wurde  mir  vor  einiger  Zeit  wieder  klar,  als  es  sich,  ohne  An- 
wendung der  Differentialrechnung,  um  die  Bestimnnuig 
des  Werths  handelte,  welchen  die  Grösse 

fiir  x=^i  erhält,  indem  dieselbe  (iSr  diesen  V^erth  die  Form  S  an- 
nimmt, weil  für  :r  =  4  die  Grössen 

2a:«— 6:r— 12    und   3««— 17ar  +  20 

beide  verschwinden.    Die  Losung  dieses  grossen  Problems  —  wie 
schon    gesagt,    ohne    Anwendung    der    Differentialrech* 


*)  Man  findet  den  Beweis  z.  B.  in  meinem  so  eben  in  vierter  Auf- 
lage erschienenen  „Lehrboche  der  allgenieincn  Arithmetik 
für  die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten.  Branden- 
burg. 1864.     §.  239.     S.   196.  <' 
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dl«  nklil  eesOtlcl  sein  sollte  und  In  diesem  Falle  noch 
in  An«prncli  leeixinimen  »erilen  bonnle  —  nurde  vuii 
f  AoRlnger  auf  dem  Foldo  de»  mathenin tischen  Sludiums, 
li«  Anffabc,  nm  ihn  elwna  xu  sondiren,  von  mir  vorgelegt 
B  Mar.  in  der  «twShnlen  Weis«  nur  inti  j>r(i«Mem  Cmschneire 
r  sehr  holptigem  Wege  gegeben.  Wäic  aber  der  obige 
•tafadie  sIgebraUthe  Sats  dem  gelehrten  Cassisten*)  oder  Al- 
gobrieten  '*),  der  eine  so  beschnerliche  und  so  neit  her- 
geliotle  L'lBung  der  vorgelebten  Aufgabe  gab,  bekannt  genesen  — 
und  er  konnte  iu  der  Tfaat  leicht  zu  dieser  Kennlniss,  mit  grossem 
Vortbeil  liir  andere  F&Ile,  gelangen  — ;  so  tvärde  er  sogleich  cr- 
.^ftDot  hoben,  daas.  weil,  wie  schon  obi^n  bemerkt  worden  ist, 
'  der  olligen  Grösse  für  x=4  daher  kommt,  das«  diu 

2a:«— 5*-I2    und    a**— 17j+aO 

s4  beide  verschivindcn.   und  dass  er  also,   weil,  nach  dem 

•  de  stehenden  Satze,  ehen   deshalb  diese  UrSssen  beide 

ohne  Reut   thciltbnr    sinil,    dieae  tirüasen   nur   durch 

Kau  dWldircn  brauche,   um  das  tieancbte  sogleich  au  finden. 

\  wSrde,  ohoe   alle  Ab-  und  Umachiveife,   in  der  «lemenlar- 

le,  seine  sehr  einfache  Itechriung  atno  gestanden  haben  i 


!cM    bei    den   ilRiiIichcn  Arilhmelibttrn.    naiuondldi 

^■■■bntrii  Jahrhundurlii,    die  Alfirbru  lange  Zell   die  Cna*   uder 

I  Cai*;    denn    die  Italiener,    wrtilia    die   Alf;ebra  in  Euro)iB 

,    ballen  nie  Itogolit    oder   Arte  de  la  rn«H  gennnni ,    »eil 

■  dlaWnnel  der tilei.:biinK.  aU»  die  unbekannl«  GtAi>*e,  Cixu. 

iaSacb«,  dan  Ding  oder  da*  l^tsaii  (S.  Uiiinoarle  porlatUn 

'     icu  del  1*.  Viilealini.    Li[>>ia.    ^6:1.    p.  103.)    ble». 

I  Algabrida    liniul  ira  S|iani«rhen    ein  Mann,    der    Relnliräcbr 

1   vnrrrublfi  CUcdar    einrenkt,    ali«    «ine  Art   von  Feldtebeeror 

hrbierer.     AI*  Don  Qaixutn    den  S|itegelrllMr    inni  ffvrdn    dietii. 

■  de*  Uefallenen   Kippen  nicbl  in  Urdnun^i  und  er  niiiiale  (ich  an 

EOilo  aofhalteD,  wo  ela  »«Irher  Oimlor  »ie  wieder  lurecbl  brarble: 

E'llegarnn  A  tia  pnAMa.  donda  fui  Ventura  IialUr  4  un  Algebiitta 

■Sanaon    deigracilVdo *'.     I>e>halb  lagl  annlifin- 

ITla  ..Hahammcdi*  fil.  K«tirl.  F-rganen*!*,  qni  yn\s« 
•  tllrltnr.  elemeDta  A* trnnnmiea.  Arnlticc  ei  l.o- 
o|l«.  A  in  (tri od.  1669."  anf  der  Ulm  Srili  der  Aniner- 
taiq^m  ..niac  et  vulf^atniD  illud  nomcn  Aljcetira  Anuljala  Malbema- 
Ütmm  n«lat,  nlpnic  nijii*  praei-ip'ium  niunu*  tll  rniu|>nrntinn[*  lernii- 
N»«  ra4ac«rv  ad  n|iiatani  aequalioDi*  furniani.  et  «pcrlailin 
•  ■rNM^eiP  parle«  nd  Inieitra«  rodiRt're.  '  (A.  0.  Kftitner; 
Analyit*  endlicher  GtSiiaa.  Dritte  Anll-  V,<rri-d«  ji.  XII. 
tt.d  S.  Xlll.) 
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3a:— 12  -6;vf90 

3a:-12  -&r-faO 

folglich : 

2a:«— Sa;— 12  x^+6         _  (2g-f  3)  (a^ +5) 

a:*— 6        "3a:«— 17:r  +  20'"(a«— 6)  (Ir-Ö)' 

und  daher  ßir  a:=4  der  Werth: 

(2,4  +  3)(4«  +  6)_  11.21     21 
(4«-5)  (3. 4— 5)""  TTTT""  7  "  '^* 

Der  Zweck  dieser  methodischeo  Bemcrkang  ist  kein  soderer, 
als  dem  mehr  erwähnten  Satze  auch  fiSr  den  Elementar-Unter- 
rieht  zu  seinem  sehr  wohl  begrfindeten  Rechte  za  verhelfen  and 
zu  recht  sorgfältiger  Berücksichtigung  bei  demselben,  die  ibm 
bisher  noch  bei  Weitem  nicht  allgemein  genug  la 
Theii  geworden  zu  sein  scheint,  dringend  zu  empfehlen. 

Noch  ein  Paar  Beispiele: 

Welches  ist  der  Werth  des  Bruchs 

a:»— a?«— 8a:-f  12 
a:'  —  4a:*  +  a:  +  6 

für  a:  =  2? 

Weil  Zähler  und  Nenner  fiSr  a?=:2  beide  verschwinden,  so 
geht  a;  — 2  in  beiden  auf.    Also: 

a:-2|;r»-  a:«-8a:+12|a:«+a:-6     a:-2|a:»-4a?« +a:+6|a:«— 2:r-3 
•     a:»— 2a:«  a:«— 2a:« 

X*  '  -2a:« 

a:«-2a:  — 2ar«-f4a: 

—6a:  —3a: 

— 0:r  +  12  —3a: +  6 


Folglich : 

:r«— :r«— 8a:  +  12        (a:— 2)(a:«  +  a:-6)         a:«+a:-6 


ar8-.42:«  +  a:  +  6  ""  (a:— 2)(a-«— 2a:— 3)  ""a:«- 2a:-3 
Daher  ist  fär  a:  =  2  der  Werth : 

0    =0. 


>-  f 
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üass  der  In  Rede  stehende  Sats  öfters  mehr  als  einmal  in 
knwendong  an  bringen  sein  kann,  versteht  sich  von  selbst,  und 
ledarf  einer  weiteren  Anseinandersetanng  hier  nicht,  wird  aber 
lorch  das  folgende  Beispiel  erläutert. 

Welches  ist  der  Werth  des  Bruchs 


jr*+2af*— 7a?»— ll««+2jr  +  5 
ir  :r=-l? 

Weil  ZShler  und  Nenner  ftlr  x^— 1  verschwinden,  so  ist  x\\ 
in  Factor  von  beiden  und  man  hat  also  folgende  Rechnung  zu 
lachen: 

a:  +  l|:r*  +  7ar»  +  9a:*+a:  —  21«»  +  6a:*  +  Sar — 2 
jg^  +  a:» 

6ar» 
to»-f6a?» 

3ar» 
3««  +  3a? 


— 2jr— 2 
-2a:— 2 


:r  +  l|x»+ar*— 7a:»— ll«»  +  2a:  +  6|4:*  +  a:»— 8ar»— 3ar  +  5 
jp*  +  a:» 


— 8ar» 

— 8a:»— ar* 

=S? 

— aa:«— 3a: 

6ar+5 
0 

Iso  hat  man  statt  des  gegebenen  Bruchs  den  folgenden  zu  setzen : 

a:»-t-6a:»  +  3ar— 2 
a:*+a?»— 8a:«— 3a:  +  6' 

o  nun  aber  Z&bler  und  Nenner  wieder  ffir  a:= — 1  beide  ver- 
chwinden,  und  daher  nochmals  mit  X'\-\  vm  dividiren  Ist: 

X  +  IIa:» + 6a:«  +  3a:—  2|:r«  +  5a:  -  2 
a:»-f  a:« 

5:r« 
6a:«  +  ^x 

—  2a: 
— 2ar— 2 

0 
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—So:« 
-Sjt«— 8a? 

5a: 

5a^-hS 
0 

Also  bat  man  jetzt  den  Bruch: 

a:«f  5a:-— 2 
a:»— 8a:  +  5* 

in  welchem  man  a:  =  '^l  zu  setzen  bat,  wodurch  man  erhält: 

—  1+8+5  —  +  1-2  ""     * 
als  Werth  des  gegebenen  Bruchs  fiir  ar= — 1. 

Ich  bitte  den  Zweck  solcher  durchaus  nur  methodischer  Be- 
merkungen wie  vorstehende  nicht  zu  verkennen ,  bitte  aber  noch- 
mals, mir  durch  derartige  Einsendungen  bei  der  Erreichung  meiner 
wohlgemeinten  Absichten  behülflich  zu  sein.  6. 


Aus  dem  Correspondenz-Blatt  für  die  Gelehrten« 
und  Realschulen,  herausgegeben  von  Rector  Dr.  Frisch 
und  den  Professoren  H.  Kratz  und  C.  Hölzer.  Eilfter 
Jahrgang.  No.  8.  August  1864.  erlaube  ich  mir  den  folgen* 
den  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Reuschle  in  Stuttgart  ab- 
drucken zu  lassen,  da  es  für  mich  nur  angenehm  sein  kann,  das 
Prioritätsrecht  eines  so  verdienten  und  mir  so  befreundeten  Han- 
nes, wie  des  Herrn  Rector  Nagel  in  Dlm^  gewahrt  zu  sehen. 
Die  in  diesem  Aufsatze  erwähnte  Schrift  desselben  ist  mir  nicht 
bekanntgeworden.  Das  Verdienst  des  Herrn  Harnischmacher, 
dessen  Darstellung  gewiss  eine  eigenthümliche  ist,  wird  übrigens 
nach  meinen  Ansichten  über  solche  Dinge  dadurch  nicht  wesent- 
lich geschmälert,  dass  er  nicht  der  erste  Erfinder  des  schonen 
Satzes  ist,  der  ja  nun  auch,  wie  er  sehr  verdient,  bekannter 
werden  und  allgemeine  Benutzung  bei'm  Unterrichte  finden  wird, 
was  ja  bei  solchen  Sätzen  immer  eine  Hauptsache  ist. 

Im  August  1864.  G. 

(Geometrische  Notiz  zur  Wtihrung  einer  Priorität. 

Im  neuesten  Heft  von  Grunert's  Archiv  (1.  Heft  des  42s ten 
Bandes)  fand  ich  kürzlich  einen  Satz,   welcher  mich  theils  wegen 


mtcetleH 


»AS 


ftell,   theils   »e^en  der   nn);obltchi9n  NouhoH   fSmillch 

Aalten  in  iler  kleinen  Akhanillunü  „tlnliBr  einen  merk- 

«kl  lies  Dreiecks"    \on  llarnischmacher  ku   IItI- 

die    nach    den   äusseren    Berfihrungapunklon    der 

.  Dreiecke*)  i;«iEu|>cnen  8cli(>ile]lraiiave»al«n  schnel- 

i  einem  Punkt  T,  welcher  mit  dem  Scbiverpuiikt  S  und 

Ulkt    O    des  inneren   Berührkretses    in    gornder  liini« 

^dergestalt  dass   rS^'lÜO.     Der  innere  Berilhrkrela 

1  SchciteJstäck  einer  jeden  snlc;beii  Trnnarersalfl  «in 

Kwelches  dem  FusMißck  derselhen  Tr.-insversale  gleich 

■bläck  &nd  Fuasslück  vnni  l'unkl   T  nn  );orcchno()  und 

PiTrans verbale  verhüll  sich  xii  ihrem  l''uiienl(ick ,  nie  d»r 

ler   des   Eur  sell>i[{cn   Seile  gvhlirigen    ünstieren    Knrühr- 

u  den)  llalhmesscr   des  inneren  Derilhrkrcii^es,     Du  «od- 

nnlermaasscn  mich  die  diel  Pirnkle,  der  Hnhciipunkl  //, 

[piutkl    des  mnschtichenen  KreiNea   K  und  do»  Schner- 

•in«r  tieraden  HSK  liegen,  no  dnss  ehcnfnils  HS^JIKS, 

»ier  Pnnklo  H,  O,  K,  T  ein  Trapc«,  dessen  üla- 

llschnilt  S  ist"),   und  dessen  Parallelseiten  //'/'  nnd 

brobe)  HT^^IKO,   dessen  Schenkel  KT  endlich  dem 

I  d«s   Hnthmessers    des    nmschriebenen    Kreises  (Ibor 

Msaer  des   eiiihcachriehenen   gleich   ist,    «Ilbrend   he- 

d.h.  der  Abstand   der  Mittelpunklu  de«  nm-  nnd 

^ebenen  Kreises,  die  mitllerc  Proportiotiale  z*»i«rhen 

r  des  nmschriebenen   Kreises   und   Jenem   Ueber- 

\  mgteich  der  KT)  Ist. 

^■kl  7*  ist  über  nicht  neu,  er  ist  schon  von  Na^el  In  Ulm 

rtVIichen  „Cntersuchun^en  fiber  die  Hlchl!f(Slen 

Steck  gehvri^en  Kreise"   (Lei|.«iK  TfOß)  mit  jenen 

J igen  Eigenschaften  (ansgenommen  nur,  dnss  KT=U~'ir) 

worden.      L'nd    öherdies    hat    Nagel   noch    eine   drilte 

|Punklenlrias  aurgestefll,    mit  "eichen  es  »ich   eben*» 

f  nil  nSK  und   TSO-     Auch  der  Punkt  F,  in  welchem 

I  den  inneren  BerGbrDngs|>iinklen    der  Dreieckssnilen 

\  Mrh  <)ra  mnt  dm  Sctlra  »Ibal  (Bi'ht  auf  ilirrii  Verliaca* 
MitcD  Pfliililni,  in  vrlcbc«  fIi(«<rlW«  *mi  itn  drei  iiutam 
I  linährt  scrdrn. 

«  liffft.  vu  übrigen*  II  uf  tr  lo  hniachr  r  nicht  berfll.rl. 
I  JfT  AnfpibrMammlnax  "">  Huilrlirn  tinil  Gerwl)'».  *n 
-mihnl  Ul.   »ut  der  tlijg-.n«!«  WÄÄ  in  tifcn  MiiU  d«r 
(  d«-*  dia  drei  SriiM  dci  UnJrrlti  lialbir*»d«s  Kniaa,    a» 
trr  barmniMko  I'>»hl«  *iMd.   —    Aurfi  Ul  In»  nlJ*- 
,  it*,n  Üntn,   II.   U.   1».  4i(  Ktrerh«  TOsl. 


I 
I 
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getogenen  Linien  schneiden,  und  der  Punkt  P,  in  welchen^ 
die  drei  Transversalen  schneiden,  die  van  den  MiKelpanktu  4n 
drei  Susseren  Berdhrkreise  an  die  Mitten  der  7.ug<>htingen  Xtm 
ecbseilen  gehen,  liegen  mit  dem  Schuerpunict  In  einer  Genda 
FSP,  HO  dass  t\S  =  2SP  iel.  Und  ferner  der  l'unlit  Q,  in  «  ' 
cbem  sich  die  drei  Scheitel  Irans  versalen  schneiden,  novoii  t\ 
von  znei  \Vinkel6|)itzen  nach  den  äussern  berdhrunßspunkt«!! 
den  Verlängerungen  der  den  dritten  Winkel  einschliesscndcn  [)?«' 
eckseiten  gehen,  die  dritte  aber  von  der  dritten  W'inkel6)iilte  imdi 
dem  inneren  Berührungspunkt  der  (jegenseite,  und  der  Mitt«lpDiitt 
Ü  des  zur  letztgenannten  Seile  gehörigen  Susseren  Berührkreia«, 
liegen  mit  dem  Schwerpunkt  in  einer  Geraden  QSV,  so  im 
QS=2ÜS.  Diese  vierte  Trias  ist  selbst  wieder  dreifach,  du  M 
Cooibinalionen  möglich  sind,  also  sind  es  einzeln  gezählt  s 
solcher  Triaden,  und  der  Schiverpunkl  ist  so  gleicbsun  der  g«- 
meinschaflliche  Angeljiunkt  mehrerer  (zunifchst  sechs]  Beitel,  üemi 
Arme  ein  gemeinschaftliches  Vcrhältniss  halten.  Auch  hatte  ic' 
selbst  in  meinem  Herbstprogramm  vom  Jahr  1853  in  der  Abhui 
lang  „Ueber  die  Punkte,  Transversalen  und  Kreise 
üteiecks"  S.2Ö.  geschrieben:  „dass  durch  den. Schwerpunkt  ntd 
mehrere  Verbindungen  von  je  zwei  Linien  gehen*),  welche  (diel 
im  VerhKllniss  1:2  gelheilt  werden,  ist  der  schönste  Sati,  i 
eben  ich  in  Nagel's  Untersuchungen  über  die  Kreise  des  Dnf' 
ecks  fand",  eine  von  mir  vergessene  Stelle  in  meinen  t\ 
Schriften,  die  mich  zur  Wahrnehmung  der  Nichtneufaeit  des  oU 
gen  Satzes  führte.  Dem  Vergessen  aber  hake  ich  den  ernaiitf 
ten  Genuas  beim  Empfang  des  Grunert'schen  Heftes  zu  danken 
MSgen  auch  die  Herren  Grunert  und  Harnischmacher  selb4 
I  der  dem  Herrn  Nagel  gebührenden  Priorität  Notiz  nehmen 

StDttgart,  29.  Juli  I86<l.  Reuscbl«. 


Satz   vom    ebenen  Dreieck. 

Von  dem  Herausgeber. 

Aus   den   in  meiner   Abhandlung;     Ueber  die   Entfetn 
gen    der    merkwürdigen    Punkte    des    ebenen    Dreieck 
von  einander,     ThI.  XXXVf.  Nr.  XVHI.  entwickelten  Fernn 
ISssl  sich  ein  interessanter  Satz  mit  grosser  Leichtigkeit  herteiti 
der  dort  unbemerkt  geblieben  ist. 

•)  Nämlich  iiiiticr  der  nlilirliHniili-ii  /JiiK. 
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ffcboet  man,  wie  in  jener  Abhandlung  (S.  329  und  S.330), 
g  aof  das  dort  angenommene  rechtwinklige  Coordinaten- 
die  Mittolpaokte  der  vier  BerShruogskreise  des  Dreiecks 
irch 

(J^y)*    (««yo),    (xkyk),    (xeye); 
ftch  den  Formeln  in  §.3.  8),  12),  13),  14): 

X  :=     4RcoBiAa\niBa\niCs 
y  =     iRsiukABin^ßBinhC; 

arc=     iRcoa^Acosißcos^C, 
jfs=     iR  Bin  ^AcoaiB  cos  iO; 

Xk  = — iRBmiABin^BcoBiCy 
yh  =:     4/2coslilsinl0coBiC; 

a:c=:     ARB\n\AcoB\BB\xi\C, 
y  c  = — 4i2  cos  \A  cos  \BB\n\C\ 

t  man  leicht  übersieht: 

yn-i-Xt^AR\coB\AcoBV,B—C)'-B\n\AB\nV,B--'C)\y 
Ytlh^ye=*R\B\ii\AcoBV,B-'0'^coB\AB\n\{B'-C)\\ 

X-i-Xa-k-Xk-k-Xe  =  4ÄC0S4(il  +  Ä — C), 

y  +  ya+y*+ye  =  4Äsini(.4+Ä-C). 

aber: 

^  +  B+C=180ö, 

l  +  i?-C=180o-2C,    4(il  +  Ä-C)  =  9(K>-C; 

^-f-^a-f  ^&-f  ^c  =  4/2sinC, 
y+ya  +  yA  +  yc  =  4ÄcosC; 

12  sin  C = i  (:r -|- ^a -h  ^6  +  ^c)  9 

ÄcosC=J(y  +  y.+y6  +  ye). 

b  der  genannten  Abhandlung  §.  3.  2)  sind  die  Coordinaten 
elponkts  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises 
ind  RcoB  C,  und  nach  den  Lehren  der  Statik  sind  bekanntlich 
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die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  Mittelpunkte  der  Yier  Bt- 
rfihrungskreise  des  Dreiecks  ABC^  wenn  man  sich  diesebea  ait 
gleichen  Gewichten  beschwert  denkt,    also: 

LehTiütz. 

Der  Mittelpunkt  des  uro  ein  cfbenes  Dreieipk  be- 
schriebenen Kreises  ist  der  Schwerpunkt  der  Mittel* 
punkte  seiner  vier  Berfihrungskreise,  wenn  man  sich 
dieselben  mit  gleichen  Gewichten  beschwert  denkt 

Ich  habe  diesen  mir  früher  unbekannten  Satz  zuerst  keoneo 
gelernt   aus    einer   vieles    Schune   enthaltenden   Abbaodlang  iet 
Herrn  Professor  Beltrami  in  Pisa:    Intorno    alle    coniclie 
di  nove  punti  e  ad  aicune  quistioni  che  ne  dipendono. 
Nota  del  Prof.  Eugenio   Beltrami.     (Estratta  dalla  Se- 
rie II.    Vol.  II.    delle    Mem.   dell'  Accad.   delle   Scienie 
deir  Istituto  di  Bologna.   Bologna  1863.   4».,  woerpag.17. 
auf  folgende  Art  ausgesprochen  ist:    ^^II    centro  del  circolo 
circoscritto  ad  un   triangolo  ^  il  centro  di  gravitä  dei 
quattro   centri  dei   circoli   inscritti   nel  medeslmo  tri- 
angolo.''    Ob  er  eich  schon  anderwärts  findet,    untersuche  ich 
jetzt  nicht,   weil  darauf  hier  weiter  nichts  ankommt«      Ich  habe 
den  Satz  hier  mitgetheilt,   um  eine  neue  Anwendung  der  vee  nir 
in  der  genannten  Abhandlung  entwickelten,   Oberhaupt  an  bener- 
kenswerthen  Folgerungen  reichen,  Formeln    zu  geben,    und  weil 
ich  glaube,   dass  derselbe  —  elementar- geometrisch  bewiesen  — 
zu  Uebungcn   benutzt  werden  kann,   werde  ich  auch  andere  Be- 
weise,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Gfite  haben  will,  gern 
im  Archive  abdrucken  lassen.    Will  man,  wie  es  bei  elementir- 
geometrischen    Uebungen    geboten     sein    dürfte,     den    Ausdmci^ 
„Schwerpunkt''  vermeiden,   so  kann  man  dafär  „Punkt  der 
mittleren  Entfernungen*'  setzen,    wie  solche  Punkte,   weoo 
man  sie  als  der  reinen  Geometrie  angehurend  betrachtete,  früber 
nach  Carnot  genannt  wurden.    Auch  benutze  ich  gern  von  Neoeo 
diese  Gelegenheit,  die  deutschen  Mathematiker  auf  die  iSchriften 
der   neueren   italienischen   Mathematiker  aufmerksam  zu  machen, 
die  vieles  Schfiric,  auch  für  den  Unterricht,  enthalten. 


Nachtrag  zu  dem  Aufsnfze  Nr.  XXVI.   in  diesem  Hefte. 

Von   H  c  ni  II  e  r  a  u  s  g  c  li  c  r. 

In  dem  Aufsatze:    Kugel  der  mittleren  KrflmrouDg  des 


illscrlU-ii. 
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RlllpSDlilB  (Nr.  XXVI.  S.2S0.  in  di«a«m  Hefre)  hutte  icli  nicht 
bosonder«  eTSrivrl,  In  welchem  der  beiden  von  dem  Puntile  (x^i) 
des  EüipsAids  nusgobenden  Tbeile  der  Nomtale  d«r  Mitlel|iunkl 
{XYZ)  il«f  Kugel  d«r  midieren  KrfimmunK  liegt,  und  h-üI  diea, 
In  Folge  einer  nn  mich  gerkhfvten  Frngc,  da  mir  mfällig  am 
Scbloss  dieses  Heftes  nocb  einiger  Raum  «u  Gebole  stebt,  jetit 
itachhale»,  so  leicht  die  Sache  auch  an  sich  ist,  indem  ich  alle 
a.  IL  O.  gebrauchleu  Beseichnungen  «bno  weitete  Erläuterung  bei- 
belialle. 

Beieichncn  wir  die  IW*  nicht  fibersleigenden  Winkel,  welche 
Am  von  dorn  Punkte  (xyi)  des  EI)i]isoids  nach  dem  Mitlel|)uiikte 
(XY'£)  der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  bin  gehende  Theil  der 
Narnuile  mit  den  [losiliven  Tfaeilen  der  roordinatenoten  einschliefst, 
durch  k,  (t,  v;    so  ist  in  vülliger  Allgemeinbeil: 

X=:x+Jtcosl.      F=3f  +  ffcogf.,     Z  =  t+i?c. 
Nach  Nr.  4)  und  Nr.  5)  a.  a.  O.  int  aber: 


«=-K5)^ay+(^"i 


kx-'= ««•■'  =  •«'■K?)'  +  (ff  +  (h)'\ 

folglich  nach  Nr.  3}  a.  a.  O. ; 
-|(J)''©'+(i)-i 


IS  sogleich : 

'=-^v(f.)'+a.)"H^)' 
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folgt.  Bezeichnen  nun  aber  »^  ß,  y  die  180^  uichl  fibenitei^ 
den  Winkel ,  weiche  der  von  dem  Punkte  (xyi)  ans  nach  im 
äusseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehende  Theil  der  Nor* 
male  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen  einschlicnt; 
so  ist,  wie  ich  in  ThI.  XXXVI.  S.  83.,  worauf  hier  zu  vemdaM 
erlaubt  sein  mag,  bewiesen  habe: 


COStt 


cos 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 

cos  iL  =  —  cosa,    cosfi:=  —  cos/3,    cosv=: — cosy; 

folglich : 

A=1800-a,    ^  =  1800-/3,    v  =  1800-.y; 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Mittelpunkt  (XYZ) 
der  Kugel  der  mittleren  Krfimmung  jederzeit  in  den 
von  dem  Punkte  (:rys)  aus  nach  dem  inneren  Raame 
des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theile  der  Normale  liegt 

Den  Versuch  allgemeiner  Untersuchungen  Qber  die  Lage  des 
Mittelpunkts  der  Kugel  der  mittleren  Krfimmung  in  der  Normale* 
fQr  Flächen  überhaupt,   behalte  ich  mir  vor. 


Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Sehnen  der  Flächen  zweiten  Grades. 

Von  Herrn  Dr.  am  Ende  in  Langentalsa. 

Die  allgemeine  Gleichung   der  Flächen    zweiten  Grades  ist 
bekanntlich : 

Es  sei  ferner  ein  Punkt  gegeben,  dessen  Coordinaten  f,  g,  1^ 
heissen  mögen.  Die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punkt  geben- 
den Sehnen  der  gegebenen  Fläche  haben  alsdann  die  Form: 

Wenn  nun  u,  v,  w  die  Coordinaten   der  Punkte  beieeichnen,  in 
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welehen  diese  Sehne  die  allgemeine  Fläche  zweiten  Grades 
schneidet,  so  hat  man  offenbar  zur  Bestimmong  der  Coordinaten 
M»  V,  w  die  folgenden  drei  Gleichnngen: 

Setzt  man  die  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  resultirenden 
Werihe  von  v  und  w  in  der  ersten  Gleichung  ein,  und  setzt  man 
der  Kflrze  wegen: 

Af\Eh'^Fg\G^a,    Bg\Dh\¥f\H^b, 

Ch+Dg^Ef+J^c; 
ferner : 

A  +  ÄL«  +  CM*  +  2DLM + 2EÄ+ 2FL  =  Q 
und 

Ar^Bg*+Ch*i^2Dgh\^2Eß^2Ffg^2Gf't^2Hg+2Jh^K=:P; 
so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen: 

(u—n^  +  2^ Q j(i«— ^)  =  -^- 

Setzt  man  weiter: 

so  ist: 

»  =  /- Q ±  W,    ü  =:g  —  L g ±LW, 

Bezeichnen  nun  X,  F,  Z  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der 
Sehnen,  so  erhält  man: 

/-A= g ,    g-r= g .L, 


woraus  folgt: 


L=zj — 1>    und     Ä= 


Vm  die  Gleichung  des  Ortes  zu  erhalten,   setzen  wir  diese 
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Werthe  in  der  ersten  der  Torstehenden  drei  GMcbnngeti  ^,  vai 
es  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  Ortes  die  foigwidet 


+ 'd^y  *  <m 


oder: 


^(/^- ^H »(S^- F)«+ C(A-Z)«+21»(^- F)(A«Z) 

Wenn  man  nun  den  Anfangsponkt  der  Ck>ordinaten  so  verlegt, 
dass  f — Jr=^i,  g —  F=  Fi  und  A  —  Z=:Z|  wird,  so  resol- 
tirt  endlich  als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Hittd^ 
punkte  der  Sehnen  die  Gleichung: 

^Ari«  + ÄFi«  +  CZi«  +  2Z>FiZi +2EJriZi +2FJri  F, 

=  aJ¥,+6F^+cZi. 

Da  die  sechs  Coeflicienten  A,  B,  C,  D,  E,  F,  welche  alleoi 
das  Kriterium  ßir  die  Fliehen  zweiten  Grades  abgeben,  hier  ke* 
ziehungsweise  dieselben  sind,  als  in  der  gegebenen  FlSche^  so 
folgt  hieraus  der  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Sehnen  einer  FiSche  zwei- 
ten Grades  ist  stets  wieder  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
des von  derselben  Art. 

Man  sieht  zugleich,  dass  dieser  Satz  dem  in  Archiv  Tbeil 
XLII.  Heft  I.  S.  98  fiber  die  Liniei^  zweiten  Grades  mitgetheiltes 
Satze  ganz  analog  ist  

M.  yergl.  noch  Theil  XLII.  Heil  I.  S.  1 18.  G. 


Berichtigungen 

zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Dur^ge  Nr.  I.  in 

diesem  Theile. 

S.  3.  Z.  18.  V.  o.  statt  sowie  lies  worin. 

„  8.  „  6.  V.  o.     „     setzt      „    setze. 

„  18.  „  3.  V.  tt.     „    n           „    n\ 
ff 


»9 


24.  „  24.  V.  o.      „     loq        „     lOq. 

26.  „  13.  V.  o.     „    «>  =r  w!  db  ie  lies  m  =  w'  s=  db  i^* 


1 . 


eruiurt-  nag  reiptlirt  Sltitehnetk  tm  KreUt  ete. 


XMjM\. 


I  HernuHgebe 


l^as  regaläre  Siebzehneck  im  Kreise  oder  die  Theilung 
I^HIir  Kreisperipherie  in  siebzehn  gleiche  Theilo. 

Di«  Beschreibung  des  regulären  Siebzebiiecke  iu  ilen  Kreis 
Oller  die  Tbeilung  iler  Kreispenpherie  in  siebzehn  gleiche  Theile 
bat  noch  sehr  wenig  Eingang  in  die  tnalhema tischen  Lehrbücher 
und  in  den  (;eoinetri5Gheri  Elciuentar-Unlerricht  geriinden,  was 
unter  allen  Üinständen  sehr  zu  bc<tauerii  ist,  da  diese  Theilung 
jedenfalls  xu  den  nierlcvFürdigsten  und  wichtigsten  Erfindungen 
der  neueren  Zeit  auf  dem  tiehiete  der  Geometrie  und  Mathematik 
überhau[)t  gehOrt.  Daes  einen  grossen  Theil  der  Schuld  hiervon 
der  namentlich  für  AnTänger  immer  einigerraassen  schnierige 
Gegenstand  selbst  trägt,  liegt  vor  Augen.  Üie  in  ThI.  VI.  Nr.  VIII. 
nach  Herrn  Amiof  von  mir  gegebene  Darstellung,  für  so  elegant 
icli  dieselbe  auch  halle,  wQrde  »ich  schon  ihrer  analytischen  Form 
■rflgen  nicht  zur  Aufnahme  in  die  geometrischen  Elemente  eignen. 
In  eiaem  in  vielen  Beziehungen  sehr  der  Beachtung  zu  empfeh- 
lenden Buche:  „La  Fremoire's  Sammlung  v  on  Lehrsätzen 
ond  Aufgaben  der  EUmentar-Geo  metrie  (Planimetrie 
und  Stereometrie).  Aus  dem  FranKilsischen  übersetzt 
von  E.  F.  Kauffmann.  Nach  dem  Tode  des  Uobersetzers 
durchgesehen  und  herausgegeben  iK>n  Dr. O.ti.Ueuscble, 
Professor  am  Gymnasium  in  Stuttgart.  Mit  ca.  400  Ab- 
bildungen. 2.AÜriage.  S  tutlgart  1862.  8.  S.ISI— S.I35. 
findet  sich  »her  eine  Behandlung  des  fraglichen  Gegenstandes, 
die  ich  fflr  verhSltnissmSssig  so  einfach  und  leicht,  und  xagleich 
fOr  80  rein*geonielriBcb  halle,  dikss  sie  sich  nach  meiner  Meinung 
•ehr  wohl  zur  Aufnahme  in  die  geometrischen  Elemente  eignet. 
1  Xl.ll. 
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Dieselbe  wird  a.a.O.  ohne  jede  weitere  Nacbweisang  Ampere  \ 
zugeschrieben.  Aus  dem  angeführten  Grunde  halte  ich  es  fSr 
zweckmässig  und  der  Tendenz  des  Archivs  nicht  entgegen,  dieser 
nach  meiner  Meinung  sehr  schönen  Darstellung,  wenn  sie  sieb 
auch  in  einem  leicht  zugänglichen  l^che  findet,  dadurch  die  sehr 
zu  wünschende  weitere  Verbreitung  zu  geben,  dass  ich  ihr,  mit 
einigen  Zuthaten  von  meiner  Seite,  die  folgenden  wenigen  BiStter 
dieser  Zeitschrift  widme. 


§.  ^2. 

In  Taf.  VL  Fig.  1.  sind  aus  dem  Endpunkte  A  des  Darch- 
messers  AB  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  ond 
dessen  Peripherie  wir  durch  p  bezeichnen  wollen,  zwei  Sehnen 
AC  und  AD  in  demselben  Halbkreise  gezogen.  Tragen  wir  quo, 
die  Sehne  AC  beibehaltend,  die  andere  Sehne  AD  von  J7  aus  in 
denselben  Halbkreis  ein,  so  dasR  BE  (Taf.  VI.  Fig. 2.  und  Taf. VI. 
Fig.  3.)  oder  BC  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  gleich  der  Sehne  AD  (Taf.  VI. 
Fig.  1.)  wird;  so  können  drei  verschiedene  Fälle  eintreten,  welche 
in  Taf.  VI.  Fig.  2.,  Fig. 3.,  Fig.4.  dargestellt  sind. 

In  dem  in  Taf.  VI.  Fig. 2.  dargestellten  Falle,  wo,  wie  schon 
erinnert,  BE=:AD,  und 

Arci4C+  Are  AD  <,p 

ist,  fölle  man  von  C  auf  AB  das  Perpendikel  CF  und  ziehe  alle 
aus  der  Figur  von  selbst  ersichtlichen  Linien.  Dann  ist  nach 
bekannten  geometrischen  Sätzen,  die  wir  hier  nicht  einzeln  oam- 
haft  zu  machen  brauchen: 

AE.BC=z  AC.BE+  AB.CE 
=  AC.ADi^2r.CE; 

AB.EF  =:  AF,BE+  AE.BF, 
^ .  EF  =z  AC.  AD  +  AE.BC; 

also: 

AC.  4D  =  AE .  ÄC— 2r .  CE. 
AC.AD  =  2r.EF^AE.  BC; 

folglich  durch  Addition: 

1) AC.AD  =  r.(EF--CE). 

Es  ist: 


.^1 


^- 


also 


2) 
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ArciSF  =  Are  fiF+  Are  AiS 

=  j»  -  Are  i4F+  Are  BE 

=:p  — Arei<C+  hfQÄD, 
Are  Cf;  = />  —  Are  i4  C— Are  Ä  F 

=  p  —  Are  i<  C—  Are  i<Z>; 


CArc£;F=/>  — Arc^C+Arci4/J, 

fArc  CE  =  p— Are /IC- Are  i4D; 


zu  welchen  beideu  Bogen  EF  und  CE  als  Sehnen  gehCren. 

In  dem  in  Taf.  VI.  Fig.  3.  dargestellten  Falle,  wo,  wie  schon 
erinnert,  wiederum  BE-=z  AD,  und 

Are  ACi^  Are  AD  >  p 

ist,  ßlle  man  auch  jetzt  von  C  auf  AB  dasJPerpendikel  CF  and 
ziehe  die  ans  der  Figur  von|  selbst  ersichtlichen  Linien.  Dann 
ist  nach  bekannten  Sätzen: 

AC.BE  =  AE,BC+  AB.  CE, 
AC.AD=A£.BC+2r.CE; 

AB.EF^  AF.BE+AE.BF, 
2r.EFz^AC.ADi^AE.BC; 
also: 

AC.AD=:AE,BC+2r.CE, 
AC.AD  =  2r,EF^AE.BC; 

folglich  durch  Addition: 

3). AC.AD  =  r.(EF+CE). 

Es  ist: 

ArcEF  =:  Are  BF+  Are  BE 

=  P'^AfcAF+ATcB£ 
=  p  -  Are  AC+  Are  AD, 

ArcCE=  Are  AC+ Are  BE'-p 
=  Are  AC  +  Are  AD  -  p; 

also : 

^Arc£;F  =  /?— Arc/IC+Arci^Z), 

^^ (ArcC£;=:  ArcilC+Arc/IZ)— p; 

Sa  welchen  beiden  Bogen  EF  und  CE  als  8e 
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In  dem  in  Taf.  VI.  Fig.  4.  dargefitellten  Falle,  wo,  wie  aehw 
erinnert,  BC=^AD,  nnd 

Are  AC  i- Are  AD  ==p 

ist,  fülle  man  wieder  von  C  auf  AB  das  Perpendikel  CF*  DaoB 
hat  man  als  zweifachen  Ausdruck  des  doppelten  Flicheninhalto 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  ABC: 

AC,BC=  AB.iCF=z  ^AB.  CF. 

also: 

5)  .    .   .   .    AC.AD=T.CF=r.ChoxA{^ATcAC) 

=  r.Chord(2Arc2lZ>). 

§.  3. 

In  der  Weise,  wie  aus  Taf.  VI.  Fig.  6.  von  selbst  ersichttidi 
ist,  denken  wir  uns  nun  den  Kreis  in  siebzehn  gleiche  Theile  ge- 
theilt,  und  in  dem  einen  der  beiden  Halbkreise  die  sämmtlickeD 
Ton  O  und  A^  ausgehenden  Sehnen  gezogen.  Als  Maasseioheit 
für  alle  Bogen  nehmen  wir  den  siebzehnten  Theil  der  Peripherie» 
setzen  demzufolge: 

6) P  =  84, 

und  betrachten  nun  zuvörderst  im  Allgemeinen  das  Product 

(JAm*  (JAnf 

indem  wir,  was  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  zulässig  ist, 
annehmen,  dass  m  ^n  sei. 

Hiebei  können  die  drei  folgenden  Fälle  eintreten : 

m  +  n>8,    m-|hn<8,    m  +  n  =  8. 

Wenn  m-f  n>8  ist,  so  ist: 

also: 

I7-(m  +  n)  =  17-9,     17-(m  +  fi)^8; 

folglich  jedenfalls: 

17— (m  +  n)<  8i. 

Wenn  m-f  n<8  ist,  so  ist: 

17— (m  +  w)>17-8,    17-(m+n)>9; 
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folglich  jedenfalls : 

17  — (i?i+fi)>8i. 

Wenn  m-f  fi=8  ist,  so  ist: 

17— (m+n)  =  17—8,     17— .(m  +  n)  =  9; 
folglich  jedenfalls: 

17  — (m+n)  >8J. 
Wenn  also: 

m+ii>8,    wi+nTS 
ist,  80  ist  respective: 

17— (m+n)<8i,     17— (m  +  «)>8i. 

1d  der  oben  angegebenen  Maasseinheit  ausgedriickt  ist  offen- 
bar allgemein: 

Are  OAm  +  Are  OAn  =  (8i—  m)  +  (84—  ii)  =  17 — (m  +  n), 
und  nach  dem  Vor  hergebenden  ist  also,  wenn 

iii+n>8,    iii  +  fiT8 

ist,  respective: 

Are  OAm  \  Are  OAn  <  8i ,     Are  OAm  +  Are  OAn  >  H 

oder  respective: 

Are  OAm  +  Are  OAn  <  p,    Are  OAm  f  Are  OAn  >  p* 

Sei  nun: 

I.    m  +  n>8, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Are  OAm  +  Are  OAn  <p. 

Offenbar  Ist,  immer  mit  Bezug  auf  die  obige  Maasseinheit: 

p  —  Are  Oil»  +  Are  Oil„  =  84  -  (8i — m^  +  (8i  -  n)  =  8i  -  (n  —  m), 

p— ArcOil«,— ArcOi<«=84— (84— m)-(84-ii)=8i— tl7— (m+ii)|; 

also,  wie  sogleich  in  die  Augen  ßUlt: 

p—  Are  OAm  +  Are  OAn  =  Are  OAn~m , 

p  — Are O/Iw— Are  0/4fi  =  ArcOili7~(ii-|-fii); 
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folglich  oach  1)  und  2): 

Sei  ferner: 

II.    m  +  n'T8, 
und  folglich  nach  den»  Vorhergehenden: 

Are  OAm  +  Are  OAn  >  p* 
Offenbar  ist,  mit  Bezug  auf  die  obige  Maasseinheit: 
p  —  ArcO/4m  +  ArcOil.  =  84  -  (84  -  »i)  +  (84—  n)  =  84— (n-i 
ArcOJw+ArcOA-p=(84-m)  +  (84— n)  — 84=84— (ii+m); 
also,  wie  sogleich  in  die  Augen  föllt: 

p  — Are  OAm  +  Are  OAn  =  Are  OAn^mf 
Are  OAm  +  Are  OAn  — p  =  Are  OAn-^m ; 
folglieh  nach  3)  und  4): 

8) OAm.OAn=r.{OAn^m+OAn^ml 

§•4. 

Mittelst  der  Formel  5)  erhält  man  nun  sehr  leicht  aus  Taf. 
Fig. 5.  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

OAi .  AqAi  =  r .  AqA^  , 
(JA^'AqA^  =  r  m  A^A/^f 
OA^ .  AqA^  =s  t  .  AqA^^  f 
OA^.  AqA^  ^  r.  AqA^  , 
OA^ .  A^Af^  ^  r .  A^Af, 
OA^ .  iio^e  ^=  **  •  ^0^6  > 

O Aß ,  AqA^  z^  r .  A(^Ai  ); 

also  durch  Multiplication  auf  beiden  Seiten,    wenn  man  zugl 
aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

9)        OAi .  OA^ .  OA^ .  OA^ .  OAf^ .  O^« .  OAj .  OA^  =  r» 


*)  Man  hat  beide  in  5)   für  das   dortige    Product  angegebene 
drücke  in  Anwendung  zu  bringen« 


\  ■ 
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Aaf  dieselbe  Weise  ist : 

UA^  •  AqA^  ^  *• .  A(^Ai  ; 

also  durch  Multiplication ,    wenn  man  zugleich  aufhebt,    nas  sich 
aufheben   ISsst: 

OAi .  OA^ .  OA^.  OA^  =  r*; 

und  H-enn  man  nun  hiermit  in  9)  dividirt,  so  erhält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

^^.  ^  OAy .  OA^,  OA^.  OA^  =  r*, 

' loA^.OA^.OA^.OAr  =  r^\ 

welche  man  auch  auf  folgende  Art  schreiben  kann: 

i(OAt.OA^X(OA^.OA^)=r^, 
\(0A9.0A^)X(0A^.0Ar)=f^. 

Nach  7)  und  8)  ist  aber: 

OAi.OA^=iT.(OA^  +  OAt), 
OA^.  OA^  =  r .  {OA^  -  OAr) 
und: 

OA^ .  O ^5  =  r .  (d,  +  Oilg), 
Oiie.  OAr  =  r.{OAi  -  OA^)*); 

also  nach  II),  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

LM=OAj,  +  OA^,      N=OA^-OAt\ 


*)  Mitteist  meiner  Formeln  7)  und  8)  werden  alle  Verwandlungen 
Torstehender  Art,  wie  «ic  ira  Folgenden  noch  «ehr  oft  Torkommcn  wer- 
den, stet«  mit  der  /grünsten  Leichtigkeit  und  Bestimmtheit  aufgeführt, 
was  der  Dendichkeit  wegen  hier  an  den  obigen  Producten  noch  lienon- 
dem  erläntert  werden  mag. 

In  OA^.OA^  ist  1-f  4  =  5<8,  also  nach  8): 

OA^.OA^^r.[OA\-~i-\'OA^\Ji\  =r.(PA^-\ 

In  OAfOA^  ift  2-f  8  =  10>8,  also  nach  7): 

OA^   OA^  =r. (048-2—0/417- (8+2)1  =r.(OyJ«- 
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setzt : 

13) üf2V=r«,     PQ=zt^. 

Hiernach  sind  also  die  beiden  Producte  MIS  und  PQ  bekannt 

§.5. 

Nach   12)  uad  13)  ist: 

(OA,+  OAinOAo—OAr)  =  r», 
(Oiia  +  OA»)(OAi  -  OAi)  =  r«; 

also,  wenn  man  die  Moltiplicationen  auf  der  linken  Seite  ausführt: 

r«  =  OA, .  OAt  +  OAi .  OA,  —  DA, .  OAf—  OA^.  OAr, 
r«  =  OAi .  OAt  +  OAx .  OAg  -  OA^.  OA^—OA^ .  OA^; 

folglich  nach  7)  und  8): 

r  =      OAa  —  OAs 
+  OAi  -  OAt 

—  OA4,  +  OAr 

—  OA^  +  OAt 

\{OAs  +  OAi)-iOAt-OAj)\ 
- 1  (0^,+  OAg)  -(OAi  —  OAi)  '< 

=  (Ä-iV)-(P-Ö). 


=\ 


und: 


r  =^      OAi  +  OAs 
+  OAr  -  OA^ 

—  OA^  -  O^ö 

-  OA^  +  OA^ 

i^{(OA^+OAs)'-(OA,^OA^)\ 


In  OA^,OÄ^  ist  3-f  ö=H,  aUo  nach  8): 

In  OA^.OAj  hi  64-7  =  13>B,  also  nach  7): 

Auf  diese   Weise   f^elang^t   man  in   allen    Fällen   schnell   und   sich 
luin  Ziel. 
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Aas  beiden  Rechnangen  ergiebt  sich  demoacbl  die  Gleichung : 

14) (üf_2V)-:(P«.Q)=r, 

so  dass  also  die  Differenz  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens eine  bekannte  GrSsse  ist. 

§.  6. 
Nach  12)  ist: 

P— ö  =  OA^  +  OA^  -  OA^  +  OA^'y 

also«  wenn  man^multiplicirt: 

(Ä-.ZV)(P-Q) 

s=  OA^.  OA^-k^OA^.  OA^  —  OA^.  OA^-y^  OA^.  OAr 

+  Oila  •  OA^+  OA^ .  OA^  —  OA^^ .  OA^  +  OAf .  O^lg 

—  Oili .  OA^ -  Oili .  OA^  +  OA^.OA^  -  O^i .  Oily 

+  Oila-  02*4+  Oil4. Oilft—  OJ4.  Oil^  +  Oil4.  OAr, 

folglleh  nach  7)  und  8): 

+  0.<,  +  OA, 

—  OA^—OA, 

+  0^,-0^8 

+  OA,—  OAt, 

—  OAt  +  OA, 
+  OAi  —  OA^ 

—  OAt—OA^ 

—  OAt  —  OAt 
+  OA,+  OAr 

—  OAt  —  OAa 
+  OAt  +  OAt 
+  OAt  —  OA, 

—  OA^+OAr 
+  OA,—  OA, 

=     4 ( (O^, -f  OA,) -(OA,-  OAt) \ 
-41(0^.-1-  OA,)-(OAi  -  OA,)]. 
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also  offenbar: 

(^-^)(P-Q)=4rt(Af-^)-(l^-©)i, 

lind  daher  nach  14): 

15) (M-/V)(/>-Q)  =  4r«, 

80  dass  also  das   Product  auf  der  linken    Seite  des  Gleichheits- 
Zeichens  eine  bekannte  Grösse  ist. 

§.  7. 

Nach  7)  ist  endlich: 

OAf^.OAy  =  T.(OAi  —  0^4), 

also  nach  12): 

OA^.OAr  —  rQ, 

und  daher  hiernach  und  nach  12): 

16)  ...   .   OAf^  —  OAj  =  N,     OAfi.  OAf  =  tQ. 


Der  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Giei* 
chungen  bedient  man  sich  nun  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe 
auf  folgende  Art: 

I.  Mittelst  der  Gleichungen  14)  und  15),  nämlich  mittelst 
der  Gleichungen: 

(^_iV)-(/>-Q)  =  r,     (;!f-iV)(P-Q)  =  4r«, 

bestimmt  man  die  nach  den  Formeln  12)  offenbar  positiven  Grus* 
sen  M — N  und'  P — Q,  wodurch  sich 

ergeben  möge. 

IL  Mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der 
ersten  der  beiden  Gleichungen  13),  nämlich  mittelst  der  Gleichungen: 

bestimmt  man  die  nach  den  Formeln  12)  offenbar  positiven  Gros- 
sen M  und  iV. 

IIL     Mittelst  der  zweiten   der    beiden    Endgleichungen   in  I. 


\ 


die  Tkeiiung  der  Kreisperipherie  in  siebzehn  gleiche  Theiie.    371 

und  der  zweiten  der  beiden  Gleicbangen  13),  nämlich  mittelst  der 
beiden  Gleichungen: 

bestimmt  man  die  nach  den  Formeln  12)  offenbar  positiven  Grös- 
sen P  und  Q. 

IV.     Mittelst  der   beiden  Gleichungen    16),    nämlich  mittelst 
der  Gleichungen: 

OA^  -  OAr  =  N,      OA^ .  OAj  =  rQ, 

findet  man  OA^  und  OAf.  Trägt  man  diese  beiden  Linien  als 
Sehnen  in  den  Kreis  von  O  —  einem  beliebigen  Punkte  der 
Peripherie  —  aus  in  den  Kreis  ein^  so  ist  die  Differenz  der 
beiden  entsprechenden  Bogen  der  siebzehnte  Theil  der  Peripherie, 
und  dessen  Sehne  die  Seite  des  in  den  Kreis  zu  beschreibenden 
regulären  Siebzehnecks,  welche  gesucht  wurde. 


§.  9. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Construction  des  regulären  Sieb- 
zehnecks lediglich  zurückkommt  auf  eine  mehrfache  und  successive 
Anwendung  der  folgenden  einfachen  geometrischen 

Au^siibe» 

Wenn  a,  b,  c  beliebige  gerade  Linien  von  bestimm- 
ter Länge  bezeichnen:  unter  der  Voraussetzung,  dass 
:r  grosser  als  y  sei,  die  Linien  x  und  y  so  zu  bestim- 
meuy  dass  den  beiden  Gleichungen 

X — y  =  a,     xy^zbc 

geoOgt  wird. 

Auflosung. 
Wenn  6  =  c  ist  und  die  beiden  Gleichungen  daher 

X — y  =  a,      j?y  =  6^ 

sind  9  so  beschreibe  man,  wie  Taf.  VI.  Fig.  6.  zeigt,  über  AB  =  a 
als  Durchmesser  aus  C  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  errichte  auf 
den  Durchmesser  AB  in  B  ein  Perpendikel  BD^=i  6,  und  ziehe 
durch  C  und  D  eine  Gerade,  welche  den  Kreis  in  den  Punkten 
E  und  F  schneidet,  so  ist 

DE  =  x,      DF=zy. 


"  ■_» 
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Denn  nach  bekannten  Sätzen  ist: 

« 

DE—DF=:EF^AB=za,     DE.DF==  BJDß^t^; 

also : 

wie  verlangt  wurde. 

Wenn  nicht  6=:c  und  etwa  6>c  ist»  so  beschreibe  mao, 
wie  Taf.  VI.  Fig.  7.  zeigt,  über  AB=:b  als  Darchmesser  einco 
Halbkreis,  schneide  auf  AB  von  B  aus  BC  =  c  ab,  errichte  io 
C  auf  AB  ein  Perpendikel  CD  bis  zu  dem  Halbkreise,  und  ziehe 
BD.  Auf  BD  trage  man  BE  ==  a,  welches  grösser  oder  kleioer 
als  BD  sein  kann«  ab,  beschreibe  über  BE  als  Durchmesser  ans 
F  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  errichte  in  B  auf  BE  ein  Per- 
pendikel BG^^BD,  und  lege  durch  F  und  G  eine  Gerade« 
welche  den  über  BE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  Io  H 
und  J  schneidet ;  dann  ist 

-    GJH  =  x,      GJ  —  y. 

Denn  es  ist: 

GH-GJ  =  HJ=  BE^a. 
GH.  GJ  =  BG*  =  BD»  =  ilfi.ÄC=  6c; 

also: 

j;— y  =  a,      ary  =  6c; 
wie  verlangt  wurde. 

Nichts  weiter  als  eine  wiederholte  Anwendung  dieser  einfa- 
chen geometrischen  Aufgabe  erfordert,  wie  schon  erinnert,  oach 
§.  8.  die  Beschreibung  des  regulären  8iebzehnecks  in  den  Kreis, 
was  sich  auch  leicht  zu  einer  Gesammtconstruction  dieser  regu- 
lären Figur  zusammensetzen  lässt.  Darfiber  mich  weiter  zu  ver 
breiten,  halte  ich  aber  hier  für  unnothig  und  unnutz,  würde  jedoch 
dessenungeachtet  solche  möglichst  elegante  Constructionen,  weoo 
man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben  wollte*),  gern  in  das 
Archiv  aufnehmen. 


§.  10. 

Aus  der  Seite  des  Siebzehnecks  erhält  man  sogleich  die  Seite 
des  Vierunddreissigecks,  kann  dieselbe  aber  auch  unmittelbar  auf 
folgende  Art  finden. 


*)  Eine  Constniction  dieser  Art  «.  in.  ThLVI.  S.54.  ff.   Taf.  II.  Fig.  4. 
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Man  erbill  iV  and  P  auf  dieselbe  Art  wie  In  \.  B.,  und  kennt 
d»o  ztmXchsl  die  Samme 

b  7>  Ist  aber 

04|.  O^B  =  r.(0^,-O^)  =  rA. 

{(■Ibo  die  beiden  Gleichungen 

0^,  +  O^a  =  P.       OA^ .  0^8  =  ry 

hat,  miltblst  wekher  OA^  und  OJ«  gefunden  nerdoo  künnen,  in- 
dem man  bemerkt,  dsBS  OA^,  welcbea,  nie  sich  aus  Taf. Vf. 
Fig.  5.  sogleich  ergiebl,  die  Seite  des  Vieranddreisslgecks  lat. 
immer  die  kleinere  der  beiden  Grussen  OA^  und  OA^  ist. 

Sucht  man  znificfaen  dea  beiden  bekannten  Geraden  r  und  JV 
aof  bekannte  Weise  die  mittlere  Proportionallinie,  und  bezeichnet 
dieselbe  durch   S,  so  werden  die  beiden  obigen  Gleichungen: 


OA,  +  0A„  =  P.      OAf  OA^  = 
also    in    Taf.  VI.  Fig.  8.    die    Lir 


Ä. 


Zieht  man  also  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  die  Linie  AB=P.  be- 
schreibt über  derselben  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  macht 
AC=  AO^,  also  BC  =  OJ,,  and  errichtet  in  C  auf  AB  ein  Per- 
(teodikel  CD  bis  lom  Halbkreise,  so  ist 

CD*  =  AC.BC=  OAt.OAg  =  S«, 

also  CB  =  S,  woraus  sich  auch  unmittelbar  ergiebt,  dass  immer 
S<.iP  isl- 

Ueberhaupt  kommt  die  Bestimmung  von  OA^  und  OA^  auf 
die  Bestimmung  zweier  Linien  x,  y  aus  zwei  Gleichungen  von 
der  Form 


x^y  = 


xy 


=  A» 


inrfick.  Zu  dem  Ende  siehe  man  in  Taf.  VI.  Fig.  9.  die  Linie 
AB^a,  beschreibe  (iber  derselben  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis, errichte  etwa  in  B  auf  AB  ein  Perpendikel  BE  =  b,  und 
ttehe  durch  £  mit  AB  eine  Parallele,  »ekhe  den  Halbkreis  in 
D  und  />'  schneidet.  Füllt  man  dann  lon  Ü  uuf  AB  das  Per- 
pendikel CD,  so  ist 

AC^BC=  AB  =  a.      AC.BC=  CD*=BE*=b^ 

and  AC  und  BC  liefern  also  die  Werihe  der  beiden  unbekannten 
GrOMseDi  von  denen  BC  die  kleinere  ist.  deren  man  bei  der  Be- 
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Stimmung  der  Seite  des  Vieninddreissigecks  nach  dem  Obigen  be- 
darf. Dass  im  Allgemeinen  die  Bestiromang  der  Liatea  jr,  5 
mittelst  des  Obigen  nur  möglich  ist,  wenn  von  der  darcb  £  mit 
AB  gezogenen    Parallele  der   Halbkreis  wirklieb    getroffen  wird, 

d.  h.  wenn  b'^^a  ist,  versteht  sieb  von  selbst. 

La  Fr^moire  bat  sieb  a. a.  O.  S.  179  auch  mit  der  nomeii- 
seben  Berechnung  der  Seite  des  regulären  Viemnddreissigeeb 
beschäftigt;  er  giebt  dafür  den  folgenden  Ausdruck»  wenn  r  den 
Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet: 


9 


r_n.vl7  +  Va4— 2V17  > 

r— 2vri7  +  34/17+Vl70— 26V17— 4V34  +  24/17l> 


'^^-2V(17  +  3V17+Vi70— 26V17-4V34  +  2V17) 
oder,  noch  weiter  vereinfacht: 

Jrt— 1+V17+V^34-2V17— 2V(17  +  3V17-Vl70+38V17)|. 

Eine  sehr  vollständige  Berechnung  des  regulären  Siebzehn- 
ecks  hat  Paucker  angestellt  in  seinem  sehr  vieles  Gute  ent- 
haltenden Buche:  Die  ebene  Geometrie  der  geraden 
Linie  und  des  Kreises,  oder  die  Elemente.  Erstef 
Buch.  Königsberg.  1823.  S.  263 - S.  269/'  Er  findet  für 
die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks  den  folgenden  Ausdruck: 

irVt34-2Vl7--2V^34— 2Vl7-4V(17+3vl7-VlröT^Vl7)|. 

Dass  ich  itir  die  vollständige  Richtigkeit  aller  dieser  numeri- 
schen Ausdrücke  nicht  stehen  kann,  versteht  sich  von  selbst,  da 
ich  sie  nicht  auch,  selbst  entwickelt  habe. 

Anmerkung. 

Bekanntlich  hat  Gauss  den  folgenden  allgemeinen  Satz  be- 
wiesen : 

Wenn  n  eine  Primzahl  und  n^l  =  2o3i'5r....  ist,  so 
lässt  sich  die  Theilung  des  Kreises  in  n  gleiche  Tbeile 
zurückfuhren  auf  die  Lösung  von  o  Gleichungen  de0 
zweiten  Grades,  ß  Gleichungen  des  dritten  Grades, 
y  Gleichungen  des  fünften  Grades  u.  s.  w. 

Fur/3=p,  y  =  0,  u.  s.  w.  ist  n  — 1=2«,  n  =  2«  +  l,  und 
es  lässt  sich  also  sagen,  dass,  wenn  2^-f  1  eine  Primzahl  ist, 
die  Theilung  des  Kreises  in  2«-|-l  gleiche  Tbeile  immer  aasge- 
führt  werden    kann   durch    die    blosse   Auflösung    qnadratiacher 
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GleichaDgen,  also  bloss  doreli  die  Hfilfimiittel  der  elementaren 
Geooietrie,  bloss  mittelst  der  geraden  Linie  ond  des  Kreises  oder 
mittelst  des  Lineals  und  des  Zirkels.  Die  Zabl  17  ist  eine  Prim- 
xahl  and  es  ist  17  =  16-K 1  =  2«-f  L  Ancb  die  Zabl  257  ist  eine 
PHmzabI  und  257  =  256+1  =  2« -K  L  Natürlicb  gehuren  diese 
Bemerkungen  aber  eine  der  tiefsinnigsten  Tbeorieen  gar  nicbt 
iresentlicb  bierber  and  zor  Sacbe,  da  dieser  Aafsata  darcbaas 
und  nar  eine  elementare  Tendens  hat.  Ich  kann  gar  wünschen, 
dass  das  Obige  Aufnahme  in  die  LehrbOcher  der  ebenen  Geome> 
trie  Gnde,  wozu  es  mir  allerdings  geeignet  zu  sein  scheint,  indem 
eine  noch  einfachere  und  noch  mehr  elementare  Darstellung  des 
betreffenden  wichtigen  und  so  sehr  interessanten  Gegenstandes 
auch  wohl  schwerlich  niuglich  sein  dürfte.  Sollten,  ohne  die 
Strenge  und  Bestimmtheit  der  Darstellung  zu  beeintrSchtigen, 
noch  Vereinfachungen  gefunden  werden,  »o  wird  jedenfalls  deren 
Mittheilung  im  Archive,  um  die  ich  recht  sehr  bitte,  sehr  zu  wün- 
schen und  mit  besonderem  Danke  aufzunehmen  sein. 


Integration  der  Differential-Gleichung 
in  welcher  m,  n  und  ^  constante  Zahlen  sind. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

losserordentlirhem  Professor  der   höheren   tHaChematik  am  k.  k.  |ioly 

technischen  Institute  zu  Wien. 


Diese  Gleichung  ist  ihrer  Form  nach  äusserst  ähnlich  der- 
jenigen Differentialgleichung,  zu  der  wir  gelangt  sind,  indem  wir 
ein  partielles  Integral  in  der  Form 


(2) 


=  e'-rVm^ 
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voraussetzten;  das  Integral  der  Gleichung  (1)  aber  ist  der  Forn 
nach  wesentlich  verschieden  von  der  Form  (2). 

Setzt  man 

(3)  (n  +  a:y  =  A«(m+a?)2, 
80  lässt  sich  diese  Gleichung  leicht  integriren. 

Durch  Differenziren  der  Gleichung  (3)  erhftlt  man: 

(4)  (n+x)z'"+ 1"  =  A*(m+  x)z'  +  XH. 
Eliminirt  man  aus  (3)  und  (4)  das  z,  so  erhält  man: 

(m+x)(n+x)t'"+lm^n)z''  -  i«(m+ar)V  =  0. 
und  setzt  man  hierin 

80  erhält  man:  * 

(tn+x)in+x)y''  +  (m-«)y-A*(m  +a:)«y  =  0.         (I) 
Ist  demnach  das  Integral  der  Gleichung  (3) 

so  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 


')  Der  Anfvatz,   anf  welchen   oben   iui   Eingange  dieses  Auffaltet 
Bezog  genommen,  findet  sich  im  dritten  Hefte  dieses  TheiU  Nr.  XL. 
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Die   merkwürdigen   Geraden  der  dreiseitigen   körper- 
lichen Ecke  und  ihre  Entfernungen  von  einander. 

Vun 

dem    Ilernussreber. 


§  1. 

Die  merku-urdigen  Geraden  der  dreiseitigen  körperlichen  Ecke 
sind  als  merkwürdige  Punkte  des  sphärischen  Dreiecks  schon  öfters 
behandelt  worden ,  und  diese  Punkte  sind  allgemein  bekannt.  Alan 
hat  sich  aber,  so  viel  zu  meiner  Kenntnis«  gekommen  ist,  bisher 
nur  auf  die  ersten  und  einfachsten  Crundzflge  dieser  Theorie  be- 
schränkt, und  allgemeine  Lagenbestimmungen  der  merkwürdigen 
Geraden  der  dreiseitigen  körperlichen  Ecke,  so  wie  Formeln  fi!r 
die,  natQrlich  als  Winkel  oder  angulär  aufzufassenden, 
Entfernungen  derselben  von  einander,  sind  meines  Wissens  noch 
nicht  gegeben  worden,  wenigstens  noch  nicht  in  der  gehörigen  All- 
gemeinheit und  erforderlichen  Vollständigkeit.  Der  vorliegende 
Aufsatz  soll  daher  diesem  Gegenstande  gewidmet  sein. 


§.2. 

Wir  denken  uns  eine  dreiseitige  körperliche  Ecke,  welche  von 
den,  von  dem  Punkte  O  ausgehenden  Geraden  OA,  OB,  OC 
gebildet  wird.  Die  von  den  Ebenen  AGB,  AOC;  BOC,  BOA; 
COA,  COB  gebildeten,  an  den  Geraden  OA,  OB,  OC  nach 
dem  inneren  Räume  der  Ecke  hin  liegenden  Winkel  bezeichnen 
wir  respective  durch  A,  B,  C;  und  die  denselben  gegenüberlie- 
genden Seiten  BOC,  COA,  AOB  der  Ecke  respective  durch 
^»  fr»  c\  ganz  eben  so  wie  die  Winkel  und  Seiten  des  der  Ecke 
eptsprechenden  sphärischen  Dreiecks. 

Tk«U  XL.II.  26 
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Allen  unseren  folgenden  Betrachtungen  legen  wir  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  xyi  zu  Grunde,  dessen  Anfang 
der  Punkt  O  ist;  die  Gerade  OA  sei  der  positive  Theil  der  Aze 
der  Xi  die  Ebene  AOB  sei  die  Ebene  der  xy^  und  in  derselben 
iverde  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  so  angenommen,  dass 
er  mit  der  Geraden  OB  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  liegt; 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  z  nehme  man  aber  so  an,  dass 
er  mit  der  Geraden  OC  auf  derselben  Seite  der  EK>ene  der  jcff 
liegt.  Bezeichnen  wir  unter  diesen  Voraussetzungen  die  \W 
nicht  übersteigenden  Winkel,   welche  die  Geraden 

OA,    OB,    OC 

mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliessen,  durch: 

^0»  «i>  ö«;  ßoy  ßif  ßtf  yo.  n>  y«; 

so  ist  offenbar: 


«0  =  0, 

«1=90«, 

a^^W>; 

ßo  =  c. 

A  =  ±(90o-c), 

/Ja  =  90O; 

yo  =  ft» 

Yi  =yi* 

rt  =  Y^; 

wo  nun  noch  die  Winkel  fi  und  yt   einer   näheren    Bestimroung 
bedürfen,   die  wir  jetzt  geben  wollen. 

In  der  Geraden  OC  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  31  an, 
dessen  Entfernung  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  wir  durch 
r,  und  dessen  Coordinaten  in  dem  angenommenen  Coordinaten- 
Systeme  wir  durch  Xf  Pt  }  bezeichnen  wollen;  dann  ist  bekannt- 
lich in  völliger  Allgemeinheit : 

jr  =  rcosyo>    i?  =  rcosyj,    jzzzrcosyt* 

Denken  wir  uns  nun  von  dem  Punkte  M  auf  die  Axe  der  x  ein 
Perpendikel  p  geföllt,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger 
Allgemeinheit 

p  =  rsin6 

ist.  Wenn  wir  uns  aber  ferner  von  dem  Punkte  M  auf  die  Ebene 
der  xy  ein  Perpendikel  gefüllt  denken,  so  erhellet  eben  so  leicht, 
dass  in  völliger  Allgemeinheit: 

tfz^pcoaA,    ;=:psini^ 
ist.    Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

i;  =  rsin6cos/l,    j^^rsinbainA; 
und  folglich: 
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reoBji  =r8in6cos^,    rcoBya=:rftinAsm^; 
also: 

cosyi  =8io6co8  2l»    QOBy%^=sBmbBmA. 

Wir  haben  daher  jetzt  die  folgenden  Formeln: 

IC08«o=l9  CO8(Xi=0,  CO8O^=0; 

co8|3o^^^^^*    co8/3i=8inc,  co8j54=0; 

cosyo==co^^>    co8yi=siD6co8/ly    co8/2=8>nA8in  J; 
welche  die  HauptgrundLage  un8erer  ferneren  Untersuchungen  bilden. 

§.3. 

ZunSchet  wollen  wir  nun  Auflösungen  zweier  Aufgaben  Gber 
die  Ebene  in  solcher  Form  geben,  wie  wir  dieselben  im  Folgen- 
den gebrauchen  werden. 


I.    Wenn 


X 


2 


cos  0^       cos  1^0       cos  yo  * 


X 


2 


cos  ft|       cos  ßi       cos  Yi 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Anfang  der  Coordfnaten  gehen- 
den Geraden  sind,  und  die  Gleichung  der  durch  diese  beiden 
Geraden  bestimmten  Ebene  verlangt  wird,  so  sei 

Ax  +  By  ^  Cz^n 

diese  Gleichung.    Dann  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe: 

Acobuq  +  Bcos/Jo+  Ccos/o  =  0, 
^^costt]  +  BcoBßi  +  Ccos^i  =  0; 

and  man  kann  folglich: 

A  =  cos  /?o  cos  /i  —  cos  yo  cos  ßi , 
B  =  cos  yo  cos  cti  —  cos  Oo  cos  yi , 
C  =  cos  «0  cos  /3i  —  cos  ßo  cos  «1 

setzen ,  so  dass  also : 

(cos  ßo  cos  yi  —  cos  y^  cos  ßi)x  \ 
-|-(cosyoCOS(X|  — cosaocosyi)^  I  ^^^ 

-f(COSCIfoCOS/?i  — COS/3oCOS(X|)z    ' 

26* 


380      Grüner t:    Die  merkwürdigen  Geraden  der  drHteMgen 

die  Gleichung  der  durch  die  beiden  gegebenen  Geraden  bestlMh 
ten  Ebene  ist. 

II.    Durch  eine  gegebene  Gerade,  deren  Gleichungen 

X  y  t 


cosa       C08/3       coey 
sind,   soll  eine,  auf  der  durch  die  Gleichung 

gegebenen  Ebene  senkrecht  stehende  Ebene  gelegt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der  gesuchten  Ebene 
mit  der  gegebenen  seien: 

-^=:-^  =-2- • 
cos  6       cos  €9       cos  O  * 

so  ist: 

Acosß  +  Bcos a  -f-  Ccos c5  =  0. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ist  nach  I.: 

(cos  ß  cos  o  —  cos  f  cos  co)  X 
-f  (coBycoaß  — cos  a  cos 
-|-  (cosacosco  —  cos /3 cos 

und  da  nun  diese  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht 
stehen  soll,  so  hat  man  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Gleichung: 


a)x  \ 
5)y  >=0; 


A  (cos  /?  cos  o  —  cos  Y  cos  co) 
-i-  B(co8Y 
^  +  C(cos 


oder 


t/?coso  —  cosyrcosco)  \ 
ycosO  — cosacoso)  /=0 
tacosco  —  cos/3cosd)    9 

)C086     \ 
)COS(D     >=U. 

)coso   9 


(Bcosy—  Ccoaß)co8B 
+  (Ccosa — Acoay) 
+  (Acosß"  BcoBa 


Also  kann  man,  wefin  Cr  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 
wegen  der  beiden  vorher  zwischen  cobS,  cos  cd,  coscS  gefunde- 
nen Gleichungen: 

cosd  =  G\B(Acosß  —  Bcoaa)^C(Ccoaa^Acoay)\, 
cos  09=  G{C(Äcosy—  Cco8ß)^A(AcoBß—Bcoaa)), 
co8(5=sG{A(CcoBu  —  Acoay)-- B(BcoBy  —  Cco8ß)\; 
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oder: 

cosÖ  =  G|i4(Jco8a  +  Äcosj5+Cco8y)-(i4«+Ä*+C«)co8al, 
cos  01=  Cr  {Ä(24co8a  + ÄC08/3+ Ccosy)  -  (i4«  +  Ä*+ C«)cos/J|, 
co8c5  =  G(C(i4co8a+Äco8/J+Cco8y)-(24«+Ä«+C«)cosy} 

setzen,  woraus  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 


G=  + 


VM«  +  ä«+  C«)|  /4«+  ä«+  C«— (^cosa+Äcos/3+Ccosy)«l 
oder: 


W"  (.!•+««+ C«) 


XI  (i4  co8/J-JBcosa)*+(Bcosy-ricos/?)«+(Cco8a-24cosy)*| 

und  folglich: 

J(Jco8a.+  ^cos/?+Ccosy)  — (2l«4-^  +  C^)co8tt 
^^*    "■      V  (/4S-Ä«+C^M*+Ä«+C«-(.4co8a+Äco8/3+Ccosy)«r 
^(2lcos«+  gco8/34  Ccosy)  -  (i<»  +  gg+  C^)  cosjg 
V(.4HÄHC«)MHÄ*+C«-~(i4co8«+2?co8/5+Cco8y)«r 

__         C(ilco8ttH-^cos/3  +  Ccosy)  — (J^  +  ^+C*)cosy 
coso  - ±  y^( ja^^^c«) , ^«+Ä*+C«-(/lcosa+Äco8/HCco8y)«| ' 

oder: 

J(^co8o  +  Äcos/5  +  Ccosy)  — (^«  +  Ä*+C«)co8a 


COS(D=± 


cosd=:± 


a/  (^«+  Ä«  +  C«) 


0080=  J: 


Xl(iicos/?-Äco8a)H(Äcosy-Ccosj8)H(Oco8«-iicosy)*} 
Ä(.4co8a  +  Äcos|J+ Ccosy)— (/4«+ÄM-^co8^ 


aT  (^«  +  ä«+C«) 

^  Xt(iico6j8-i5rco8a)*+(i?co8y-Cco8j8)«+(Ccosa-i4co8y)«| 
«  C(^cos«+gco8/3+Ccosy)— (^^  +  ggH-C^)cosy 

KO^s  jj^  — »»  ■  —       — 


W"  (4«  +  Ä«+C«) 


•    COSU: 

"4/ 

X  t  (iicos/3— Äcosa)«+  (Äcosy—  Ccos  j3) + ( Ccosa-icosy)«  I 

ergiebt. 

Sollen   die   Winkel    d,  co,  o    der   Projection    des   durch    die 
Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theils  der  gegebenen  Geraden    auf 


»rf     T 
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der  gegebenen  Ebene  entsprechen,   so  rouss,  wie  sogleich  erhel- 
let, die  Grosse 

cosacosd  -f  coBßcoBm  -f  cosycosQ 

positiv  sein.    Diese  Grösse  ist  aber  nach  dem  Obigeo : 

oder: 

zr^fiAcoBß^Bcosa)*  4-  (^cosy — Ccos|g)*-KCcosc— /Icosy)* 

und  man  muss  also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  den 
obigen  Formeln  die  unteren  Zeichen  nehmen,  was  auch  fOr  das 
Folgende  gilt. 

Für  die  Gleichung  der  zu   bestimmenden  Ebene  erhält  man 
mittelst  des  Obigen  leicht: 

(Bcosy— Ccos/?)a:  +  (Ccosa — Aco8y)y -t-iA  cos  ß — Aco8a)>=0. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,^  welchen  die  durch  die  Winkel 
a,  ß,  y  und  6,  a,  iS  bestimmten  Theile  der  durch  die  Gleichungen 


07 


=  -^= und    — 7,^-^—  = = 


cosa     coaß     cosy  cos6"*coscd      cosq 

charakterisirten  Geraden  mit  einander  einschliessen,  durch  P ;  so  ist : 

cosP  =  cosacosd  -f  cos/? cos  cd  -f  cosy  cos o« 
also  nach  dem  Obigen: 

„     ^4r^*+  Ä«  +  C«  —  (i^cosa  +  Bcoaß  +  Ccosy)« 

cosp=tv w+mrc* 


=tV"^ 


coBß — gco8«K)*-f(J8co8)'— Cco8|3)*-f  (Ccostt— ^cosy)* 


=tV">-( 


A  cos  a  +  B  cos  ß  +  Ccos  y\  * 


)• 


und  folglich : 

.    ^       .  i4cosa  + ÄC0S/3+ Ccosy 
sin  P  =± . —  .  _ — —  f 

wo  die  Zeichen  zu  den  vorhergehenden  in  keiner  Beziehung  stehen 
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uod   das    obere   oder   untere  Zeichen    genommen    werden    muss, 
jenaehdem  die  GrOsse 

ilcosa-l-  Bcosß  -i-  Ccosy 

positiv  oder  negativ  ist,  indem  wir  hier  alle  Winkel  nicht  grösser 
als  180^  nehmen. 

III.    Wir  suchen  ferner  noch   die  Gleichungen   der  Geraden, 
welche  den,  von  zwei  durch  die  Gleichungen: 

s2— ^ 


cos  Uq       cos  ßQ       cos  yo  * 

X  V  2 


_  _s. 


cosoTi       cosj^i       cos  71 

charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen,  180^  nicht  überstei- 
genden Winkel  halbirt,  der  den  durch  die  Winkel  0|>,  j^o»  ^o  ^"^ 
^i>  ßi»  fi  bestimmten  Theilen  dieser  Geraden  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  seien 

X g_ t_ 

cosö       cosw       coso^ 

und 

^  Ax  +  By-t^  Cz^O 

sei  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  gegebenen  Geraden  be- 
stimmten Ebene,   wo  also  nach  I.: 

A  =  cos/SqCos/i  — cosyQCOßßi , 
B  =  cos  Yo  ^oa  ai  —  cos  Uq  cos  Yi  > 
C  =  cosoocosj^i  — cos|?ocosa| 

ist    Weil  in  dieser  Ebene  die  gesuchte  Gerade  liegen  muss,  so  ist: 

A  cos  6  4-  Bcos  m  +  Ccos  0  =  0. 

Von  O  aus  schneide  man  auf  den  durch  die  Winkel  o^,  ßo,  Yq 
and  «1 ,  ßi,  Yi  bestimmten  Theilen  der  beiden  gegebenen  Gera- 
den zwei  gleiche  Strecken  r  ab,   so  sind 

rcosO|>,  rcoaßo,  rcosyo»    rcosaj,  rcosjSi,  rcos^i 

die  Coordinaten  der  Endpunkte  dieser  beiden  gleichen  Strecken, 
mid  die  Gleichungen  der  durch  diese  beiden  Punkte  bestimmten 
Geraden  sind: 

X' — rcosop     _     y — rcosßo    _^     z  —  r  cos  yo 
cosoo — cosoi  ""cos/Jo — cosft       cosyo — cos/i' 
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Weil  auf  dieser  Geraden  die   zo  bestimmende  Gerade  eeokrecbt 
stehen  rouss,  so  ist: 

(cosoo — cosa|)cosd-|-(cos/3o— cos/?i)co8  «o-|-  (cos/o— eosyi)co8Q=0, 

und  zwischen  cosO,  cos  od  ,  coso  haben  wir  also  die  beiden  Glei- 
chungen : 

AcosB  +  ficosoo -|-  Ccoscd  =0, 
(cosoo — costtj )  cos  6  +  (cos/3o — cosßx )  cos  09  +  (cos/o — cosyi )  coso —0; 

aus  denen  sich,   wenn  G  einen  gewissen.  Factor  tieseichnet,  die 
folgenden  Ausdrflcke  ergeben: 

cosö  =Cr{Ä(cosyo  — cosyi)— C(cos/Jo — cos/Ji)}, 
cos  09  =  Gl  C(co8a(,  —  costfi) — ^(cosyo^  cosyi)! , 
cos  o  =  6r  t  /i  (cos/3o  *""  cos  j9|)  —  fi(co8ao  —  costti)  I ; 
also,  wenn  man  die  obigen  Ausdrucke  von  A,  B^  C  einfährt: 

cos  6  =(ir(cosao~l'C080j)t  I  —  (coso^cosai-hcosl^tiCos/Ji-fcosyQCos)^!)!, 
cos  09  =:  Cr  (cos  /Sq  "I"  C08  /^i )  1 1 — (coso^costfi  -|-cos|3qCos/?i  -fcos/o  cos^i) !, 
co6€5  =  Cr(cosyo  +cos)'i)|  i— (cosotocosaff  cosj?oCOs/?i-f  cos/ocosyi)). 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einander, 
so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

1  =  2G*tl  +(cosaoC06cr|4-cos/?oCos/?i  -f-cos^ocosyi)} 

XI 1  —  (cos  «0  cos  «1  +  cos  jSoCOß  ft  +  cosyo  cos  y^)  I* 

=  2Cr*|l  —  (coscrocosai^-cos/jocos/^i-f  cosj^qCOs/i)! 

X 1 1  —  (cos  a^  cos  a|  +  cos  ß^  cos  ft  +cos  yo  cos  y,  )*  j. 

Bezeichnen  wir  den,  von  den  beiden  durch  die  Winkel  <^, /^o> /o 
und  a|,  ßi,  Yi  bestimmten  Theilen  der  beiden  gegebenen  f>eraden 
Linien  eingeschlossenen ,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
Sl,  so  ist  bekanntlich: 

cos  Sl  =  cos  «0  ^os  a,  f  cos  ß^  cos/5|  +  cos  yo  cos  yi , 
also : 

l  =2G«(1— co«Ä)(l— cosÄ«) 
=  46asiniÄ*sinÄ«=l6G«8iniÄ*co8iÄ*, 
und  folglich  : 
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6'=± 


48ini<ß'cosii^' 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 


^ .    (cos tt^  -h  cos g| )  (1  —  cos  Sl)  _        C080^_+_C08ai 

cosfi^  — ±  4siniÄ«co8iÄ  ~*       2  cos  \Sl  ~ 

(cos/go  +  cosft)(l  — cos^)_  ,  cos/?o+  cosft 
cos(ö-±  4sln4Ä«cosiÄ  ""*       2co8ii2 

rnnM—  |    (^Q«  ro  H"  COS  y| )  (1— C0Si^)  _       COS  ^  -f  COS/i 

cosü~:±:  4siniÄ«cosiÄ  ""=*=       2cosiÄ    ~ 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  sind : 
x  u  z 


cos  «0  -f  cos  dl       cos  /?o  +  cos  j3|       cos  /o  H-  cos  /i ' 
Auch  ist: 

^^*^  -± iS^lÄ 

cos  Ol  — ± i-7^ 9 

cos^i^ 
und  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  sind: 

?^ y _. 

cosi(ao  +  ai)cosi(ao  — «,)      cosKj^o  +  ft)  cosiO?©— ftj 

z 

""  cosi(yo  +  yi)cos4(yo--yi)* 

Sollen  0,  09,  €5  dem  Thelle  der  zu  bestimmenden  Geraden 
entsprechen,  welcher  innerhalb  des  von  den  durch  die  Winkel 
^»  ßoy  yo  ^^^  ^\*  ßi»  Yi  bestimmten  Theilen  der  beiden  gege- 
benen Geraden  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kels liegt;   so  müssen  offenbar 

cosoocosd-f  cosj^ocos  09  -f  cosyo  coso, 
cos  Ol  cos  6  -i-  cos  ßi  cos  09  -|-  cos  fi  cos  o 

positive  Grossen  sein.    Der  gemeinschaftliche  Werth  dieser  Grös- 
sen ist  aber  nach  dem  Obigen: 

1  +  (costtpcosat  -f  cosgpcosjgt  -j- cosypcosy^  ^  ,  I-j-cobSI 

± 2^^Ä  *  2^^Ä-±''''***'"' 
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und  da  nur  das  obere  Zeichen  einen  positiven  Werth.  liefert,  so 
ist  klar,  dass  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

cosfl^nj^cosoi^ 

cos  u  = s T7\ » 

I 

CM^jfCOSft 
COS(0=  s To » 

C0S(i)=: ^ ,  A         i 


oder: 


2cÖ8i3r 


_cos|(ao-f  «t)cosKfl<o— tti) 

cos  ö  = r-fz $ 

COSfi« 

,«« ,,  -.  cos^fe  +  ft)cos|(/?o~ft) 
^^®**-  cosiÄ 

,.«fi  TT  _  cos  i(yo  -f  yi)  cosi(yo  —  yt) 


setzen  niuss. 


Die  Gleichungen  der  Geraden  OA^  OB,  OC  sind 


X 

:= 

COStti 

= 

2 

COBCtQ 

COSOji 

X 

= 

C08|?| 

= 

z 

C08/5o 

COSÄ' 

X 

y 

2 

cosyo       cosyi       cosy^ 

Also  sind  nach  §.  3. 1.  die  Gleichungen  der  Ebenen   der  U^inkel 
BOCy  COAy  AGB  oder  a,  6,  c  respective: 

(cos  ßi  cos  y2 — cos  yi  cos  /3|)  o; 

4-(cos/3flCosyo^cosyaCos/3o)y  ^=0, 
+  (cos  j8o  cos  yi  —  cos  yo  cos  ßi)i 

(cos  yi  cos  eejg  —  cos  a|  cos  y«)  x 
+  (cos yj cos o^  — cos «a cosyo) y  ^=0, 
+  (cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yj )  z 
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(coBCTiCos/^s — coaßiCOBa^)x  \ 
+  (coBa^coaßo--coBß^coB{io)y  |  =0; 

also  nach  1),  wie  man  leicht  findet: 

sinbBmcBinA.s  v 

~6in6cosc0inil.y  [  =0, 

2)  .    .   .     i — (coeftsinc— 8in6co8cco8  2i)2  ' 

sin  ii  .y — cos  il .  z  =:  0> 

2t=0. 

§.  5. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Gerade ^  welche  von  den  drei  Ge- 
raden OA,  OB,  OC  gleich  weit  entfernt  ist«  und  bezeichnen 
dieselbe  durch' OOq;  die  von  ihr  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel  durch  6^,  »q,  Qq»  *^^^  Entfernung  von  den  Geraden 
OA,  OB,  OC  durch  Rq.  Dann  haben  wir  die  drei  folgenden 
Gleichungen: 

cos  Oq  cos  6q  -|-  cos  tti  cos  o>o  -|-  cos  oji  cos  Oq  =  cosiZo  9 
cos  ßo  cos  ^0  -f  cos  ßi  cos  o>o  +  cos  ß^  cos  <Sq = cos  Rq  , 
cosyo  cos  ^0  4-  cos  yi  cos  ooo  -f  cos  y^  cos  o^  =:  cos  Rq  ; 
ans  denen  sich  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen  ergeben : 

cos  c^  (cos /9i  cos  y«  ~  cos /3a  cos  yi ) 
-f  cos  ßo  (cos  yi  cos  <%  —  cos  y^  cos  «i )    ^  cos  ^o 
+  cosyo(co8ai  cos/S^ — coBo^coBßi) 

[(COSiXi  cosß^  —  C0S0^C0S/3|)] 


Sl(COS(Xi  cospa  —  coso^cospi)]  *\ 
+  (cos  ßi  cos  y,  —  cos  ß^  cos  yi)l  > 
-    +  (cosyi  cos Og  —  cosya  cos «i)    ^ 


cos  A, 


o» 


cos  «1  (cos  ß%  cos  yo — cos  j^o  cos  y^ 
+  cosj8|  (cosyacosoo — cosyo  cos  cx^)  ^  c^®  **o 
+  cos  yi  (cos  02  cos  /Sq  —  cos  Oq  cos  ß^ 

C        (cos  o^  cos  ßo  —  cos  o^  cos  ^ 
=  %  +  (cosß«  cosyo  —  cos  ßQ  cos  yj  ^  cos  Äo, 
C  -f  (cos  yt  cos  o^  *<  cos  yo  cos  0^) 


*'^ "      -TO 
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COSO^CcOS/^COSyi  —  C08|?|C08yo)      i 

-|-  cos  ß^  (cos  fQ  cos  «1 — cos  fi  cos  o^    >  cos  So 
-f  cos  y^  (cos  «0  cos  j?|  -*•  cos  0|  cos  /9o)  3 

(COSOoCOSl?! — COSO|COS/}q)   ^ 

+  (cos/^ocosyi — cos/^icos/o)  ^cos/Zq* 
+  (cos  yo  cos  «I  —  cos  yi  cos  «?©)   ' 

Nun   fiberzeugt  man   sich    aber  leicht   von    der   Richtigkeit  der 
beiden  folgenden  allgemeinen  Relationen: 

(cos  Oq  cos  ßi  —  cos  »1  cos  /?o)  (cos  j^o  cos  yi  ~  cos  ßi  cos  /o) 

+  (costti  cos/^s— cos^s  cosjSi)  (cos/?|  cosy^  —COS/StCOSyi) 

-|-  (cos  (%  COS  1^0  ~~  COS  Oq  cos  /^  (cos  ß^  COS  yo  ~  cos  ßQ  cos  y^) 

=      (cos  Oq  cos  j^o  -f  cos  «1  cos  ßi  -f  cos  o^  cos  /^s) 

X  (cos  j^o  cos  yo  ~f  cos  ßi  cos  yi  -f  cos  ß^  cos  y«) 

—  (cos  yo  cos  Oq  -f  cos  yj  cos  a|  -|-  cos  y^  cos  c%) 
und 

(cos  o^  cos  /?!  —  cos  a|  cos  j^o)'  -|-  (cos  Ol  cos  ß^  —  cos  Oj  cos  J3,  )* 

+  (cos  02  cos  j^o — cos  oq  cos  j3j)* 
=r  ]  —  (cos  Oq  cos  j^o  +  cos  cti  cos  ßi  -f  cos  os  cos  ß^'^, 

Quadrirt  man  also  die  drei  obigen  Gleichungen    und   addirt  sie 
dann  zu  einander^   so  erhält  man,  wenn  man  nur  überlegt,   das» 

cos  a  =  cos  j?o  cos  yo  +  cos  jSj  cos  yi  +  cos  ß^  cos  y^ , 
cos 6  =  cosyocosoo  +  cosyi  cosag  -f  cosy«  coso^, 
cos  c  =  costto  cos  ß^  -f  cos  &!  cos  ßi  -f  cos  «2  cos  ß^ 

ist,  leicht  die  folgende  Gleichung: 

cos  ctQ  (cos  ft  cos  y« — cos  /^^  cos  yj ) 
+  cos  ßQ  (cos  yi  cos  of^  —  cos  y^  cos  a| ) 
+  cos  yo  (cos  «1  cos  ß^  —  cos  a^  cos  /3i ) 

sin  a*  +  sin  6*  +  sin  c* 

+  2  (cos  6  cos  c  —  cos  fl) 

•  ci  /  E\  (  cos  /?o* 

+  2(cos  c  cos  a  —  cos  b)  \  " 

l   +  2  (cos  a  cos  6  —  cos  c) 

sina«+8inA«  +  sinc«  ' 

—  2(co8a  —  cosÄcosc) 

—  2(cos6  —  cos c  cos a)  ' 

—  2  (cos  c  —  cos  a  cos  b) 
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oder  nach  eioer  allgemein  bekannten  Formel  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie : 

€080^1  (C08/?|  COBf^  —  COS /3^ COS /i) 

-|-  co8|3o(cosy|COsas— cos|^co8a|) 
+  co8yo(co8a|COS/3^ — cosi%cos/3|)  ! 

sina*-f-sin6*  +  sinc*  \ 

[  cosÄo* 
— 2sin68incco8i4— 2sincsinaco8^  — 28inasio6co8C) 

Weil  nun  aber  nach  1)  und  den  X<ehren  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie : 

cos  Oq  (cos  ßi  cos  Y^  —  cos  ß%  cos  Yi ) 
+  cosßoicoBYi  cos«^ — cosy^cosai) 
-f  cos  Yo  (cos  tti  cos  ß^ — cos  o^  cos  ßi ) 
=  sin  6sin  csin  A  =  sincsin  asin  B  ==  sin  asin  ftsin  C 

=  V^l  —  cos  a* —  cos  6* —  cos  c* + 2  cos  a  cos  b  cos  c  *) 
ist,    so  erhält  man  die  Formel: 

3) 

D  —  ■  ^      /       1 — cosg* — cos6* — co8c*-f  2cosacos6cosc 
cosÄo-±A    /    I   Vma«+siiiÄ*+«inc«  V 

W      \—  2sin6sinccosil— 2sincsinacosA-2sina  sin6cosCj 

wo  flir  cosii,  cobB,  cosC  auch  leicht  ihre  Ausdrücke  durch  die 
Seiten  a,  ö,  c  gesetzt  werden  konnten. 

Setzen  wir  der  Kflrze  wegen: 

4) 

^r~{       sin  a*  +  sin  6* + sin  c* 


^Ti       sin  a*  +  sin  6* + sin  c*  T 

f  — 2sin6sinccos^  —  2sincsinacos^ — 2sinasin6cosC  ( 


so  ist: 


*)  Die  siigeneio  bekannte  Zerlegung  dieser  GrÖMe  in  Factoren  und 
Einföhrang  derselben  in  die  Fornein  nberlaeeen  wir  in  dieser  Abband- 
long  der  Knne  wegen  neieleas  den  Leser. 
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5) 

cosÄo^J:-'^  VI— co8a* — cos  6* — cosc*-f2co8a€a86coac 
= J^  jfl^  sin  6  8in  c  8in  il 
==  ±  Jfl^  sio  esio  a  sio  jB 
=±  i^sinasioAsin  C. 

Entwickelt  man  sinßo*  mittelst  3)«   so   erbllt  man   ßir  dei 
Zähler  des  entsprechenden  Bruchs  leicht: 

2— 2(cosa  —  cosÄcosc) 
— 2  (cos  6 — cos  c  cos  a) 
—  2(cosc — cosacosö)  —  2cosacos6cosc 

tl  —  (cos  a -|- cos  6 -f  cos  c) 
-f  (cosaco8  6-|-cos6co8e-|-cosccosa)  > 
—  cosacosAcosc 

=  2(1— cosa)  (1 — cos6)(I  — cosc) 

=:  I6sinia*8in^*8in|c*, 

folglich : 

6) sinAo  =  ^•^o^ioi^^iDlAsin^» 

und  daher  nach  5)  und  6): 

7) 

4sio|a  siniAsin^c 

tang /Co  =s ±    r-  ^      ^ ' ^^ 

V  1  —  cosa*—  cos  6* — cos  c*  +  2cos  acosöcosc 

_     4  sin  ^g  sin  ^&  sin  ^c 
""        sin6sincsio^ 

4sio|asin^&sintc 

^        sinesinasin^ 

• 

_     46inj^asin|68inic 
*"    sin  a  sin  6  sin  C 

_  sin  \a  ^  sin^6 sin  \c 


cos  16  cos  je  sin  ^      ^  cos  ^  cos  ja  sin  ^  cos  ja  cos  ^6  sin  ( 

Nach   bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  isl 


la  =  V"" 


sinw  -  w  sin  B  sin  C 


,*- 
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cos 


^_  4^co8i(-  A  +  B+C)  coBiJA+B--  C) 


sin  Csin  A 


ic  =  ^~^^ 


^^g .-A+B+C)eosHA-B^C), 


ein  A  sin  B 
also: 

8) 

♦«noP    -Xt/  C08UA  +  B+C)  ^ 

lang fCo-  ±  Y  —  cosi(-^+fi+C)co8|(i4-fi+C)co8i(^+Ä-C)' 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Geraden  OOq  mit  den  positiven 
Tbeilen  der  Azen  der  x^  y^  i  eingeschlossenen ,  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel,  wie  oben,  durch  ^o»  <^o>  ^o>  ^^  >b^  nach  den 
oben  zwischen  cos^o»  cosoio>  cosQq  ^^^  cosAq  gefundenen  Glei- 
cbungen  und  den  Gleichungen  1): 

sin  6 sin  csin  A  cos  ^o  ^  ^^^  ^  sin  csin  A  cos  /^, 
sin  b  sin  c  sin  il  cos  m^  s=  sin  6  sin  ^  (1  —  cos  c)  cos  Uq 

=2sin6sin|c*sinilcosiZ!Q» 

8iD6sincsin/lcosQo=l'i'*^('^c®^^)'~~^>"^^^'^'^(^''^^®^)t^^*^o 
=  2sin  j^  sin  j^c  (sin  \fi  cos  ^ — cos  ^6  sin  ^  cos  A)  cos  R^ ; 

also : 

cos^o  =cosAo> 

cos  o>o  =  tang  \c  cos  ßo  > 


.  \ 
( 


_        8ini6cosle— cos^sioiccosil        ^^ 
•'~'»«  = 2cosl6cos^8inJ *^*'"*»- 


Es  ist  auch: 

sin  c  (I  —  cos  6)  —  sin  6  cos  /l  (I  —  cos  c) 

(1 — cos6)sinc*  ~  (I  —  cosc)(cosa  —  cos6cosc) 
~  '^      sine 

sioc*— (]  —  cosc)(cosa  +  co86) 

^  sloc 

.      ,,      cosi(a-h^)co8i(ft— ^), 


also: 


-      cos  \{a + 6)  cos  i(a  •—  6) 
cosic' 
10).    .    .co.5„  = Ste^SO *="'*«" 


/ 
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folglich  y  weil  nach  5): 

cos  Rq  .    TW     i 

sin  6  sin  ^      -a-   -u 
ist : 

-           ^    .     .,      co8  4(a  +  6)cos4(a — b) 
11)        cosöo  =  ±I2o8inc|l cos^c« " '' 


Auch  ist: 

cos  6 
cosc 

1  —  cosa — cosA  -f  cosc 


cos i(a -t- 6) cos i(a — 6)  _ , cosa  -f 

""  cosic*  "~  1+cc 


""  2  cos  4c« 

also: 

12)  cos  5o = 1  ^0  *a"g  4^(1  — cos  a  —  cos  6  +  cos  c) , 
oder: 

13)  cos  Qo  =  ±  2i7o  tang4c(sioia*  -|-  sin^* — sin  ic*). 
Weil 

^*"S*(^ +  ^-^;— cosi(i4  +  Ä)cosjC+ sini(/l  +  Ä)sin4C 
ist,   so  ist  nach  den  Gauss*schen  Gleichungen: 

♦       uA*R     r\-^  cosi(a— 6)  cosjC«— co8i(a  +  A)siniC« 
teng4(/l  +  iJ-c;  -  |cosi(a  +  6)  +  cos4(a-6)|sin4Cco6iC 

€08  i(g  —6)  —  I  cos  4(q — b)  +  cos4(a-t-6)  jsin  ^6 

""      tco84(a+  6)  +  cos4(a— 6)lsin4CcösiC 

cos  4(fl  —  6)  —  2  cos  ja  cos  ^  sin  \C^ 

""  cos  4a  cos  i6  sin  C 

Bekanntlich  ist  aber 

.    ,^,       cos(a — 6) — cosc 

sin  4t/*  =  -pr—» r— T f 

2sinasin6 

cos  \{a — 6)  —  2  cos  la  cos  46  sin  4C* 

48in4g8in46cos4(g — b)  —  cos(a — b)  +  cosc 

4sin4asin46 
__  4  sin  4^*  sin  \fi^  —  cos  a  cos  6  +  cos  c 

4  sin  4a  sin  46 

_  ( I  —  cos  a)  ( I  —  cos  6)  —  cos  a  cos  b  +  cos  c 
^  4  sin  4a  sin  46 

1  — cosa — cos  6  +  cosc 

46in4gsin46 


also: 
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und  folglich: 

t/ ^  .   «      ^>\       ^  —  cosa — cos 6 -f  cos c 
°*^  ^  }^in  asm  68111 C 

oder : 

1/^  .   »      i-'x 1  — cosg— CO86  +  COSC 

V  1  —  cos  n^  —  cos  ö^  —  COS  c*+  2  cosa  coso  cosc 

Daher  ist  nach  12)  auch: 

14)  .    .    .    .  cosl^Q^z^^nf^tangicthngHA-i-B — C) 

X  Vi  —  cojs  €1*''  —  cos  6* — cos  c'  +  2  CO8  a  cos  ö  cos  c , 
oder  nach  5) : 

15)  .    .    .    cos»o  =  tangic*angj(i4  -|-  B — C)cos  ßy« 

Die  Formeln  12)  und  13)  kann  man  nach  5)  auch  auf  folgende 
Art  ausdrucken . 

16) 

_  tangicO  —  cosa  —  cos  6  + cosc)  ^ 

cos  Oo  =     r  -  -j—  -  ^®*  *^o 

V  1  —  cosa*— cos  6* —cosc* +2  cosa  cos  6  cosc 

und : 

17) 

_  2  tang  Je  (si  n  Ja* + sin  46*  —  sin  Ic*)  „ 

cos  6)0=    ■/--  — ^-  -^  ^ —  —  COSftQ. 

VI  —  cos  a* — cos  0*— cos  c* + 2  cos  a  cos  6  cos  c 

Also  hat  man  jetzt  auch  die  folgenden  Systeme  von  Formeln: 


18) 

cos^o  =  cosAo» 

cos 

cosc5o 

19) 


Sq  ==  cosAo» 

(Oq  =  tang  Je  cos  Rq, 

(5q  =  tang  ic  tangKA  -f  & — C)  cos  /^ ; 

s=  tang  Je  cos  ßo  9 

tang  \c  (1  —  cos  a  —  cos  b  +  cos  c) 
V  1  —  cos  a*  —  cos  6*  —  cos  c*+2  cos  a  cos  6  cos  c 

20^ 


cos  60  =  cosßof 
coscoo  =  tang  Je  c 

«.  tang  4c  (1 — cosa  —  cos  6+ cosc)  „ 

V  1  — cosa*— cosö'      

20) 

cos  60  =  C08/?o> 

coscdq  =  tang  |c  cos /^» 

^^„- 2  tang  je  (sin  ja*  +  sin  jA*  —  sin  je*)  _  p 

CO«  Oq  =:     r  —  cos  mCq  ; 

V  I — cos  a* — cos  6* — cos  c* + 2  co«  a  cosÄ  cosc 

Theil  XLII.  2T 
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wo  för  cobRq  immer  die  oben  gefundenen  Aasdrflcke  s«  setset 
sind. 

Wenn  wir  die  Neigungswinkel  unserer  Geraden   OOq  gegen 

a         h         e 

die  Ebenen  BOC,  COA,  AOB  durch  c^o»  G>o»  c^o  bezeiehnen, 
so  ist  nach  den  dritten  Formeln  in  den  Systemen  18),  19),  20) 
offenbar : 

18*) 

a 

sin  Qq  =  ^fi'*  A^^*  tangla  tang|(—  il  -f-  A  -f  C)  cos  /7of 

sinOo  =  val.ab8.tangiÄtangi(i4  — Ä  +  OcosAq» 

sinöü  =  val.ab6.tangictang4(^+ß— C)cosKo; 

19*) 

±            ■    t             tangia(l  +  cos«  — cosÄ  — cosc)  „ 

sincoo  =  val>ab8>-yr--  .:  cosi^tn 

V  1 — cosa*— coso"— cosc*+2cosacoeOco8C. 

.   i  .    .  tanel6(l — cosa4-GOs6 — cosc)  „ 

sin oDo  =  val. abs.  ,^.  ^^     -  .0 s- ■.  ^* ^ 

V  1 — cosa* — cos6* — cosc"+2  cos  a  cos  6  cosc 

,   ^            ,    ,              tanelcfl — cosa— »cosA  +  cosc)  ^ 

sm  «o  =  val.  abs.  ^  '  — cos  Äo; 

V  l — cosa'— coso"— co8C*+2co8  a  coso  cosc 

20*) 

.    ^  ,    ^  2tangiö(— 8inia«+sin46«+sin4c*) 

sm  Oo  =  val.  abs.  4/,  T~     Ag_        a^o  a "  ^^  ^ 

V  1 — cosa* — coso'" — coec*+2  cosa  coso  cosc 

ft                             2  tang  i6  (sin  ^g«  —  sin  ^6*  +  sin  je*)  ., 

sin  ©o  =  val.  abs.    ^ _  cos  Äj, 

V  1— Ksosa-*— cosö* — cosc'-|-^cosacos6cosc 

.    £            ,    .             2tanglc(8inia«+sini6«— sinjc«) 
sin  üo  =  val. abs.  ^y ,  \,  — — }- =-r  ,  cos^. 

V  1 — cosa*— coso* — cosc*-|-2costtcos6  cosc 

Die  Gleichungen   der   Geraden,   von   welcher  OOo  ein  Theil 
ist,  sind: 


21) 


£ y     _ 


cos^Q        cos  (Do       COSQo 


Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  der  Geraden  ÖOq  auf 
der  Ebene  der  a:y  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  Xy  y,  t 
eingeschlossenen ,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  9>09  t|i^  Xo ; 
so  ist  nach  den  in  §.3.11.  entwickelten  Formeln,  in  denen  man 
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in  diesem  Falle  i4sO»  AsO^  C=l  eetseo  ond  die  onteren  Zei- 
chen nehmen  muss: 

22).    •  co«vo  =  ,-j^^.    co8,(;o  =  ^.    co85fc,  =  0. 

Jenachdem  OOq  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  mit  OC  auf  einer  Seite  oder  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  Ebene  AGB  des  Winkels  c  liegend  an- 
genommen wird  9  ist  offenbar  cos  Qq  positiv  oder  negativ.  In  Folge 
der  Formeln  12)^  13),  14)  mass  man  also,  wenn  OOq  mit  OC 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  AGB  liegend  angenommen  wird, 
in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  neh- 
men, jenachdem  die  Grössen 

l^cosa— cosA-l-cosc,    sinja*+sin  J^*— sinjc*,     tang{(^+Ä— C) 

positiv  oder  negativ  sind;  wenn  dagegen  GG^  mit  GC  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Ebene  AGB  liegend  angenommen  wird, 
so  muss  man  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grossen 

1— cosa—cosÄ  +  cosc,  sinia*+sinJ6*  — sinic*,  i9in^^A-{-B—C) 
negativ  oder  positiv  sind. 


§.  Ö. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gerade  00|  bestimmen,  welche  gegen 
die  Seiten  BGC^  COA,  AGB  der  Ecke  unter  gleichen  Winkeln 
geneigt  ist,  indem  wir  zugleich  annehmen,  dass  die  Gerade  00| 
innerhalb. der  Ecke  liegen  soll.  Die  von  der  Linie  OOi  mit  den 
positiven  Theilen  der  Azen  der  x,  y,  i  eingeschlossenen,  180^ 
nicht  Sbersteigenden  Winkel  bezeichnen  wir  darch  d|,  oi|,  0| 
und  ihren  gemeinschaftlichen  Neigungswinkel  gegen  die  drei  Sei- 
ten der  Ecke  durch  Rx, 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  Ebene  BGC  durch 

AaX  +  Bay  +  CaZ  =  0, 

so  ist  nach  2): 

ila=     sin  6  sin  c  sin  i4, 

^«=  —  sin  b  cos  c»\nAy 

Ca^=^  —  (cos  ^  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  A), 

2T* 
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Die  Coordioaten  eines  beliebigen  Panktes  der  Linie  OA  terW- 
ten  sich  zu  einander  wie 

cos Oq : cos ffi : coso^ , 

also  nach  1)  wie  1:0:0.  Setzt  man  diese  Werthe  f^r  x,  f , :, 
so  erhält  die  Gr5sse 

A^  +  ßa9  +  C^ 
den  Werth 

Aa  =  sin  6  sine  sin /l, 

welcher  positiv  ist.  Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  in  00| 
verhalten  sich  zu  einander  wie 

cos  $1 :  cos  0| :  cos  c5|. 

Setzt  man  diese  Werthe  für  x,  y,  z^   so  erhSit  die  Grosse 

Amo:  +  Bay  +  Cat 
den  Werth 

^aCOS^l  -|-  ^aCOSOOi  -|-  CaC0SC5|, 

welcher  also  nach  einem  bekannten  Satze,  weil  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  die  Geraden  OA  und  00|  offenbar  auf 
einer  Seite  der  durch  die  Gleichung 

AaX  +  Bay+CaZ  =  0 

charakterisirten  Ebene  BOC  liegen,  gleichfalls  positiv  sein  niiMS. 
Daher  ist  nach  §.  3.  II.  zu  setzen : 

.      ^  /IgCOSÖi  +  BgCO^Gii  +  CgCOSÖt 

sin  Kt  SS  '  f. . 

Nach  dem  Obigen  ist: 

-4a*  +  Ä*+Ca'=sin6«sin^«  +  (cos6sinc— sin6coscco8/<)* 

=  l^(cos6cosc-f  sin6sinccos^)*=:l-~coso*=;sina', 
also: 

VI^TBä^TCa^  =  sino, 
und  folglich: 

.      -,           Aa  cos  dl  +  Ba  cos  (0|  +  Ca  COS  Qt 
sin  Mti  =  — ; = =., 

sina 
Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  Ebene  COA  durch 

Akx  +  Bby  +  Ckz  =  0, 
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80  ist  nach  2): 

Ah  =  0,    A  =  aiD  A9    Cft  =  —  co%A, 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  OB  verbalten  sich 
za  einander  wie 

cos /?o :  cos /?! :  cos  l^s » 

also   nach  1)   wie   cosc:sinc:0.      Setzt  man    diese  Werthe    ffir 
x,  y^  1^   so  erhält  die  Grosse 

Akx  +  Bhy  +  Gz 
den  Werth 

^ftcose  -f  i?ftsinc  =  sin csXnAf 

welcher  positiv  ist.     Also  muss  unter   den    gemachten    Voraus- 
setzungen, ganz  eben  so  wie  vorher,  auch 

i^ftcos^i  -h  Bhcosfoi  -^  CftCosSi 
positiv  sein ,  und  man  muss  folglich  nach  §.  3.  II.  setzen : 

.     g.  ilftCOS^I  4-  ^ftCOSflOf  -f  CicoscSi 

sin  /it  =r  r » 

oder,   wie  aas  dem  Obigen  sieb  auf  der  Stelle  ergiebt: 
sinßi  =  AhCOBBx  -{-  Aftcosnoi  -|-  CftCos6|. 
Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  Ebene  AOB  durch 

Acx  +  Bcy  +  Cex  =  0, 

so  ist  nach  2): 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  OC  verhalten  sich 
zu  einander  wie 

cos  /o  •  cos  yi  :  cos  y^ , 
also  nach  1)  wie 

^  cos 6  :  sin  6  cos  ^  :  sin  6  sin  il. 

Setzt  man  diese  Werthe  fOr  ;r,  y,  z,  so  erhftit  die  Grosse 

Acx  +  Bcy  +  Ccz 
den  Werth 

Cesin6sini4  =  sin  6  sin /l, 

welcher    positiv  ist.     Also   muss   unter  den  gemachten   Voraus- 
setzungen,  ganz  eben  so  wie  vorher,  auch 
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positiv  seiiij  und  man  muBS  folglich  nach  §.  3.  II.  setzen: 
Sin  «1  =: .  /■     >     ,7;; — 7?s * 

oder,   wie  aus  dem  Obigen  sogleich  erhellet: 

sini2|  =  ^gCOs^i  -|-  ^cCOsidi  -f-  Co  cos  Q]. 

Hiernach  haben  wir  also  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

sin  a  sin  A|  =:  /lacos  Bi  -f  Bacoa  coi  -f  Ciicos  c3i , 
sin  Rf  z^AhCoaßi  +  Bh  cos  (0|  -f  CftCosQi , 

sini^lSi^eCOS^l  -f  i^oCOs"'»!  -f  CoCOSO|. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  sind: 

sin  Ä  cos  o)|  —  cosil  cos  c5|  =  sin  I2| , 

cosQ|  =:  sin/2| ; 
woraus  sich: 

sin  A  cos  dl  =  (1  -f  cos^)  sin  Ri , 
cos  Qi  =  sin  Ri 

ergiebt.    Die  erste  der  drei  obigen  Gleichungen  ist: 

sinAsincsin/lcosdi  — sinöcoscsin^coscoi  \ 

/       A  •  -   L  A\       -    [=sinasinÄ, , 

—  (cos 6 sine  —  sin 6 cos c cos ^) cos G)]  J 

also  wegen  des  Vorhergehenden: 

^   ,     sinAsincsinilcos^i 
=  sinasin/?|  -f  sinAcosc(]  -|- cos  ^4)  sin /?i 

-f  (cos  6  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  ^)  sin  Ri 
=  tsina-f  sfln(6-t-c)}sin/?,  ; 

so  dass  man  also  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen  hat: 

!8in6sincsinJcosdi  =tsina-fsin(6-fc))sinJ2|, 
sin  6  sin  c  sin  A  cos  g>i  =  sin6sinc(]  -f  coSi4)8in/?| , 
sin  6 sin  c sin  A  cos  c3|  =  sin  6  sin  c  sin  il  sin  Ri ; 

oder: 
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23*) 
2aini(a+6+c)cosi(-fl-f  6  +  c)   .    ., 

cos  01  ^ .    j,    . ; — -7 Sinlii 

'  611)6  sin  csiriil  ' 
2sini(fl  +  6  +  c)cosA(— fl  +  6  +  c)  .    _, 

a/*» n 75 ' .         -     '  -  Sin  Kr 

V  1— cosa'" — coso'— co8c*-|-2co6aco86cosc 

1/      lÄi   xt/  sin  i(a  +  6  -f  c)  .   „ 

=cos4(-a+o+c)\  -7— ,7 irr-^-r^r — a  ■    ;  -   1/    ■  jl — ;SinÄ,, 

f   sini(-a+6+c)sinJ(a-ö+c)sinJ(a+6-c)         " 

41  «    •    o        4  Tsin  i(a  +  Ä  +  c)  sin  4(—  ä  +"6"+  c)   .    ^ 

cos  CO,  =  cotiA  sin  Äi  =  V       .  \. a  ■  \  ■    1/    ■  a — ^  ««o  ßi» 

▼      sini(a — 6-f  <;)8ini(a-|-6  —  c)  *' 

cosc5|  =sin/?i. 

Qoadrirt  man  die  Gleichungen  23)  und  addirt  sie  dann  zu  ein- 
ander, so  erhält  man: 

sin 6^ sin c^ sin /l^  ,  .     .        v.-     ^ 

sin/T« =  ts«na+s>n(Ä  +  c)|«+2sin6«sinc«(l+cos^), 

woraus  sich,   wenn  man 

cosa — Gos6cosc 


cosAssi 


sin6sinc 


setzt,  nach  einigen  keiner  Schwierigkeit  unterliegenden  Reductio- 
nen,  die  Formel: 

24) sin  i?i  = 

sin  A sine  sin /l 


V*8ina*-|-sinA*-|-sinc*-f2cosa8inAsinc-f28inocos6sinc-|-2sinasin6cosc 
oder :  # 

26) sin  i?i  = 


1   sin< 


1  — cos  a* — cos  6*  —  cosc*  +  2cos  a  cos  b  cos  c 


sinaM-sinA'-fsin<^Hf*2cos«sin6sinc-|'2siniicos6sinc-f  2sinasin6cosc 

ergiebt. 

Ziehen  wir  den  Zähler  des  vorstehenden  Bruchs  von  dessen 
Nenner  ab,  so  erhalten  wir  mittelst  leichter  Rechnung  als  Diffe- 
renz  die  Grösse: 

2(1  —  cos a cos  (6  -f  c)  -f- sin  asin  (6  -|-  c)  j 
=  211  -cos(a  +  6  +  c)l  =  4sin  J(a  +  6  +  c)«. 


—      1 
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folglich : 

26) cos  l?|  = 

28m|(a-t-6  +  c) 

V~sina^^sin6^-f6inc^4-2co8asinA8inc-f2siiiaco86sinc-|-28ina6in6cosc 

also  nach  24)  und  26):* 

-^,  ^        „  sinAsincsin^ 

27) tang  «|  =  ^  .    .. — r-r-i — \ » 

'  "     '        2sini(a  4  o  +  c) 

oder  nach  25)  und  26): 

_^^  _.       V"l— cosa*— cosA*— co8c*-f2co8aco86co8c 

28)  taog R,  = äibiöT+H-"^) 

also  au/(^h: 

Oft,     ,       o       4/"sin^(~CT+&+c)8ini(a~6-fc)8ini(a-f6-g) 

29)  tang/?.=  V 8inl(a  +  6  +  c) ' 

Nach  den  Gauss 'sehen  Gleichungen  ist: 

sin  J(«  +  6  +  c)  =  sin  \{a  +  6)  cos  \c  +  cos  \{a  +  A)  sin  \c 

I  cos  i( J  —  B)-\-  cos  ^(i<  f  B)  i  sin  |c cos \c 
-  sinlC  "~ 

cos  i/4  cos  |ß  sine 
sin^C 

2cosi/4co8ißcos^Csinc 

sin  C 

folglich  nach  27): 

j?  —       sin  h  sin  /l  sin  C 
"    *  ""  4  cos  \A  cos  JA  cos  \C* 

Nach  anderen  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonome 
trie  ist  aber: 


«m  ..  -    w     -COSiM  +  ^-hC)COSi(^-^-hC) 

siuilsin  C 


in  J6  =  Y  ■ 


i/,  =  y^?««i 


eo«.^.-  --         l(-^  +  Ä  +  C)cosi(^  +  Ä-C). 


sin  il  sin  C 

also,   weil  nach  dem  Obigen: 

..        sin  \b  cos  \b  sin  A  sin  C 
^     *       2cosi^cosi^cosiC 

gesetzt  werden  kann : 
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30) tangÄi 

__  V  ^cos\(A-\-B-{'Oco^-A'\'B-\^OcoB\{A-B-\-C)cosi{A-\-B^ 

^cob\Acob\Bcos\C 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  Projection  der  Geraden  00|  auf  der  Ebene  der  xy  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z   einschriebt,    durch  tpi, 

oiN  COSÖi  cos  OD. 

31).       cos9,  =  -j^=.    c«8V;,=^j^.    co8x,=0. 

Bezeichnen  wir  die  angulSren  Entfernungen  der  Linie  00|  von 

a         b         c 

den  Geraden   OA,  OBy  OC  durch  J^,  Ji,  J^;    so  ist  offenbar 

a 

eo8^i=co8  6i,   also  nach  23): 

«        sinaH-6in(6-fc)  .    ..        28ini(«+6+c)cosi(— n+/>+c)  .    ^ 

COS^I  =    .     .     . : — ;4  8in#f]  = .     .    . r^— j Sin/?,, 

^       sin 6 sine  sin if  '  sinosincsin /l  ^ 

und  daher  überhaupt: 

32) 

«        28ini(fl  +  6  +  c)cost(-a-t-6-t-c)   .    _ 

cos  ^1  = : — T—i • — M Sin  Ht  9 

'  Hin6sincsin/I  ^ 

;        2sinKa+6-}-c)cos4(a-~6-fc)  .    ^ 

cos^J]  = -, ; -. — ^ sin  Kl , 

'  sincsmasin^  '' 

^        2sini(a  +  6  +  c)  cosl(a  +  6  —  c)  .    ^ 

coSiJi= i .    ,    .    ^ sin/c, ; 

'  sinasinosinC  ^ 

oder  nach  24): 

32*) 

a 
cos^i  == 

2sinJ(a  +  6  +  c)cos4(— a  +  6  +  c) 


V  sina^-f8in6*-f6inc^-f2cosci6in6sinci2sinaco86sinc-f2sina6in6cosc 

fr 
cos^i  = 

2sini(Q  -f  6-f  c)co8^a — (f  +  c) 

V^8infiM-sin6M-sincM-2co8asin6sinc-)'28inacos66inc-f2sinasin6cosc 

cos  Ai  = 

2sini(a+6  +  c)cos4(a+6— c) 


V^sinaM'sin6*-f8ine^2cosa8inAsinc-f2sinacos6sinc-t-28inci8in6cos<; 

Anmerkung. 
Dass   es  ausser  der  vorher   behandelten    noch    drei    andere 


■■->T.... 
■'•■■7f 
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Gerade  giebt,  welche  gegen  die  Ebenen  BOC,  COA^  AOB  mter 
gleichen  Winkeln  geneigt  sind,  ist  klar,  und  die  Methode,  nach 
welcher  dieselben  zu  behandeln  sind,  ist  von  der  vorher  ange- 
wandten nicht  wesentlich  verschieden ;  um  aber  dieser  Abhand- 
lung für  jetzt  keine  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben,  liehe  ich 
es  vor,  auf  die  vier,  gegen  die,  eine  dreiseitige  körperliche  Ecke 
bildenden  Ebenen  gleich  geneigten  Geraden  später  in  dner  be- 
sonderen Abhandlung  zurückzukommen. 


§.7. 

Durch  die  drei  Geraden  OA,  OB,  OC  denken  wir  uns  jetzt 
drei  Ebenen  gelegt,  welche  respective  auf  den  Ebenen  BOC, 
COA,  AOB  senkrecht  stehen.  Die  Gleichungen  dieser  drei 
senkrechten  Ebenen  sind,  wie  mittelst  $.3.11.  und  der  Formeln 
1),  2)  leicht  gefunden  wird: 

33) 

(sin 6 cos c cos il — cos6sin^)^-|-  sin6cosc8in^.z  =  0, 
s\nccosA,x  —  cosccos  J.^  —  coscsinil.z  =  0, 

sinöcosil.d?-— cos6.y  =  0. 

• 

Für  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der  zweiten  und  drit- 
ten Ebene  erhält  man  sehr  leicht: 

34) 

a:  y  coscsin^^.z 

cos 6  ""sin6co6i4       (cos 6 sine  —  sin6cosc  cos^)cosil* 


Also  ist: 


y    _ 


coscsini4.2 


sin  b       cos  6  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  Ä  * 

oder: 

(sin 6 cos c cos i4  —  cos6sinc)y  -|-  sin  Acoscsinil.z=:0, 

welches  die  Gleichung  der  ersten  der  drei  Ebenen  33)  ist,  woraus 
sich  ergiebt,  dass  die  drei  durch  OA,  OB,  OC  senkrecht  auf 
BOCy  COA,  AOB  gelegten  Ebenen  sich  in  einer  Gerades 
schneiden,  deren  einen  von  O  ausgehenden  Theil  wir  durch 
OO^f  und  die  von  demselben  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel  durch  6^,  m^,  o«  bezeichnen  wollen. 
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Wenn  G%  einen  gewissen  Factor  bezeichnet ,  so  ist  nach  34) : 

cos^  =  G^co^by 
Qg.      I    coso)s=  Gssin6coSil, 

^        ^  (cosA8inc^sin6co6ccosi4)cosi4 

C0SQ«=  Cra -, ^ . 

*         *  COS  c  sin  A 

Weil  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  , 

cosa  —  cos6cosc 

cos/l  = .   j,    . 

sinosmc 

ist,  so  ist 

.   .  .    ,  .  .   .  cosa — cos6cosc 

cososmc — sin  6  cos  c  cos /f^  cos  6  sine ; cosc 

sine 

cos  6  —  cosccosa  _, 

=  6inacosJ9> 


sine 


folglich : 


36) 


COS^S  =  C^C086, 

cos  o>s  =  G^  sin  b  cos  A , 
.        ^  sin  a  cot  A  cos  ß 


cosc 


Zu  dem  Gebrauch  im  Folgenden  schreiben  wir  die  Gleichungen 
35)  wie  nachstehend: 

I  cos  c  sin  A  cos  6^  =  Cr^cos  b  cos  csinA, 
coscsin  A  cosco^  =  Cr^sin  6  cos  csin  A  cos  A , 
cos  c  sin  A  cos  c^  =  {?« (cos6sinc — sin6cosccos/l)  cos  A, 

Wenn    man    diese   Gleichungen    quadrirt    und    dann   zu  einander 
addirt,  so  erb&lt  man  zuerst  mittelst  leichter  Rechnung: 

38) 

^,  ^ cosc  sin  ij| 

^         V  cos  &*cos  «•  sin  il* + (cos  6* + cos  c*— 2cosaco86cosc)cos-4*' 

also: 


■  '   ■*  ^ 
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39) 

cos  6  cos  c  sin  ^ 

cos^s  ^^^  db  f 

V  cos6*cosc*8ini4*+ (cos6*+cosc* — 2co^acos6cosc)co8il* 

sin  6  cos  c  sin  A  cos  A 

cos  ©2= J;  — ^       -  f 

V  cos6'co8c*siD^*+(cos6*+cosc*— 2cosaco86cosc)  cosil* 
_  (cos68inc  — sin6cosccos^)coSil 

C0SG)2=± 


V^cos6*  cosc*  sin  i4*+ (cos6'+cosc'— 2cos«cos6  cosc)cosil* 

Führt  man  aber  ferner  in  den    obigen  Ausdruck  von  G^  die 
bekannten  Ausdrücke: 

.       cos  a  —  cos  b  cos  c 
C08A  =:  — 


sin  A  = 


sin  6  sine 
V"l  —  cos  n*  —  cos  6* — cos  c*  -t-2cos  a  cos  6cos  c 


sin  6  sine 

ein,   so  erbSit  man  nacb  einigen ,   keiner  Schwierigkeit  anterlie« 
genden  Reductionen^  wenn  der  Kürze  wegen: 

40)  .   .    ilf=     cos  a*  cos  6*+ cos  6*  cos  e'+ €08  e*  cos  o* 

— 2  cos  a  cos  b  cos  e  (cos  a* + cos  A*  +  cos  e*) 
+  3  cos  a*  cos  6*  cos  e* 

gesetzt  wird  : 

^  sinösinecosesioil 

^*>  ^«  =  ± vi? 

oder: 

coseY  1— cosa*— cos6*--co8e*+2cosacos6cosc 
42)     Ga=± :^7jU • 

Also  ist  nach  36) : 

sin  6  cos  b  sin  e  cos  e  sin  A 


cosöt  =  db 


^)  '    •   ]  cos  Wj  =  J: 


Vi» 
sin 6  sin 6  sine  cos c  sin  A cos  A 

vis 


.  sin  a  sin  6  sine  cos  ^  cos  iS 

Wenn  wir  die  Neigungswinkel  unserer  Geraden  OOg   gegen 

a  6         c 

die  Ebenen    BOC,  COA,  GAB   durch   (o«,  o«,  ci)«  bezeichnen, 
80  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  43) : 
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43*) 

.   £            ,     .     sinasinftsinecos^cosC 
8in  CDs  =  ^^^-  Ä"®' "" TTSf » 

,    L            ,   '  .     sinasinösinccosCcoaA 
8in  (da  =  val.  abs. — nj= » 

.    £.                       sinasinftsinccos/lcos^ 
sino^  =  val.  abs. Ä/Iji ' 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  der  Geraden  OO^ 
anf  der  Ebene  der  xif  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
X,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
^9  ^'  X2>  ^^  '^^  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  frflher: 

.  .^  cos  0%  cos  CO«  ^ 

44).      008^«=^-;.      C08,f;,  =  ^-=-,     C08z,  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  angulären  Entfernungen  der  Geraden  00^ 

a        b         e 

▼OD  den  Geraden  OA,  OB,  OC  durch  J%,  J^»  ^i\  ^o  i^^' 

a 

COS  A^  =:  cos  a^  cos  d^  -|-  cos  a^  cos  cd«  -f-  cos  ce^  cos  ö« , 

cos  z/s  =  cos  /?o  cos  ^2  4-  cos  ßi  cos  CD2  +  COS  ß^  COS  O« , 

cos  //^  =  cos  yo  cos  ^  -f-  cos  71  cos  co«  -f-  cos  y%  cos  o«  9 
also  nach  1): 

cos^a  =  cos^a, 

b 
coaJ^  ==  co8ecos6ls-f  sine  cos  (Of, 

CO8//2  =  C08  6cosdt~l~8in6cos/lcosci)2-|-sin6stn^cosc32. 
Daher  ist  nach  36): 

cos  J%  . 

:=   GOSOy 

b 
COS  ^A 

— — =  cos  6 cos c  -f  8in6sinccos^  =r  cosa, 

o 
COS^A 

^      ==  cos  6*  +  sin  b*  cos  A* 

+ (cos  6  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  A)  cos  ^ 

cosc^ 

..     cos6^  ,         ^      co8acos6 

=  cos  6"  + (cos  a — cos  ocos  c)  =: ; 

■  cosc^  ^  coac 


l  • 
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folglich : 


45) 


also  nach  42): 


co8^2  ^==  G^cosh, 

h 
cos  d%  =  G%  cos  o, 

J  _       cosaco86. 

COS^A  =is  Cr« 9 

■  *       COS  C 


46) 


COS//«  =  db 


cos 6 cosc V  I — COS g* — COS 6*  —  COS c*  -f  2cosa cos6  cosc 


*           cosccosflV"!— cosa*— C086* — cos  c*-|-2cosacos6  cosc 
cos^a  =  ± ^^ 


«        .  cos  a  cos  6  V"  1 — cos  «•  —  cos  6*  —  cosc*  +  2cosa  co86  cosc 
cosz/f  =  ± 


V^ 


Jenachdem  OO^  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  xy^  nämlich  mit  OC  auf  einer  Seite  oder  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Ebene  AGB  des  Winkels  c  liegend  ange- 
nommen wird,  ist  offenbar  coso«  positiv  oder  negativ.  In  Folge 
der  dritten  der  Gleichungen  43)  muss  man  also,  wenn  OO^  mit 
OC  auf  derselben  Seite  der  Ebene  ÄOB  liegend  angenommen 
wird,  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem  die  Grosse 

cosilcosiB 

positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen  00%  mit  OC  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  Ebene  AOB  liegend  angenommen  vrird, 
so  muss  man  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grosse 


cos^cosiB 


negativ  oder  positiv  ist. 


§.8. 

Durch  die  Geraden  OA,  OB,  OC  und  respective  die  Geraden, 
von  denen  a,  6,  c  halbirt  werden,  legen  wir  drei  Ebenen,  deren 
Gleichungen  nach  $.  3.  I.  III. : 
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I  cos  Ol  (cos /3s  -|-  cosy^  ~  cosix^(cos/?i  -f-cosyi))  j; 
+  tcosas(cos/3o  +  cosyo)  —  cosao(cos/Sa  +  cosy2)|y  (  =  0, 
+  |cosa,(cos/?|  +  cosyi)  —  cos«!  (co8j3o'fcos/o)U 

|cos/?i  (cosya  +  c^sa,)  — cos/?«(cos/|  +  cosai))^: 
+  |cos/Jj|(cosyo  +  cosflfo)— c«8Po(cosyj  +  cosct^]y  \  =0, 
+  \  cos  /?o  (cos  yi  +  cos  «i )  —  cos  ft  (cos  y^  +  cos  Cq)  |  % 

tcosyi(coso2  +  cos/?a)  — cos/sCcosa^  -|-cos/?i))a? 
+  tcosy2(cosao  +  cos/?u) — cosyo(co8iX2  +  cos/3j|)|y  J  =  0; 
+ 1  cos  yo  (cos  «1  +  CO«  ft)  —  cos  yi  (cos  oq  +  cos  ß^  \  x 

also  nach  1),  wie  man  leicht  findet: 

47) 
sxnbsXnA.y  —  (sinc-t-sin6co8i4)z  =  0, 
sin6sincsin^.a?~sln6cosc6inil.y 


—  t(l-t-co8  6)8inc  — 8in6cosccoSi4}2 


!=». 


sinftsinesiti^.^— 8in6(1-f  cosc)sin2l.^  ^ ^ 

—  {cosÄsinc  — 8in6(l  -f  cosc)cos^)z  S 
sind. 

Die  erste  Gleicbaog  lässt  sich  unter  der  Form: 


sinc-f-sin^cosii       sin  6  sin  ^i 

scbreiben.     Bestimmen  nir  hieraus  y  und  führen  den  Werth   in 
die  zvreite  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rechnung  : 


X 


l-|-cos6-|-cosc       sin  6  sin  ii 
Also  sind: 

48X      £. - y -- ? 

''    '  I -t-co86-f  cosc      sinc-f  sinftcos/l       sin^sin^l 

die  Gleichungen  der  Durchschntttslinie  der  ersten    und  zweiten 
Ebene. 

Setaen  wir,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  was 
hiernach  verstattet  ist: 
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X  =  G(l  +  cos6  +  cos  c), 
y  =.G  (sin  c  -f  sin  6  cos  A), 
1  =  Gs\i\bB\fiA\ 

und  führen  diese  Ausdrücice  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung: 

sinc(l  +  cos6+cosc)— (1  -|-cosc)(sinc-|-stn6co8i4) 

— tcosösinc  — 6in6(I  -f  cos c) cos ^4 1  =0, 

welche  sich  auf  der  Stelle  als  erfüllt  oder  als  eine  identische 
Gleichung  erweist,  woraus  sich  ergiebt,  dass  unsere  drei  Ebenen 
sich  in  einer  Geraden  schneiden^  deren  Gleichungen  die  Glei- 
chungen 48)  sind. 

Den  einen  von  O  ausgehenden  Theil  dieser  Geraden  wollen 
wir  durch  OO^,  und  die  von  demselben  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  fiberstei- 
genden  Winkel  durch  6^,  093,  03  bezeichnen.  Ist  dann  63  ein 
gewisser  Factor,  so  haben  wir  nach  48)  die  Gleichungen: 

icosös  =:  63(1 +  cos6  +  cose), 
cos  G>3  =  GgCsin  c-i-Biub  cos  A)y 
C0SO3  =  G^siwbsxxiA. 

Quadriren  wir  diese  Gleichungen  und  addiren  sie  dann  zu 
einander,  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rechnung,  wobei  fiir  cos^ 
sein  bekannter  Ausdruck  durch  a,  b,  c  zu  setzen  ist : 

50)  ...    .    G3  =  ± 


also: 


V^3  +  2(cos  o  +  cos  b  +  cos  c) 

1  +  cos  b  +  cos  c 

cos  ö«  =  4-    , —  . 

"  V  3  +  2(cos  o  +  cos  6  +  cos  c) ' 


^_  ,  .  sinc-fsinöcosii 

51)     ...     ;   COSflOs   =  ±-F^=rr 


oder: 


V^3  +  2(cos  a  +  COS  b  +  cos  c)  * 

sin  6  sin  il 

V  o  +  2  (cos  a  +  COS  b  +  cos  c) 

^  .  l  +  COSÄ  +  COSC 

cos  ös  =  ± 


V"3  +  2  (cos  a  +  cos  b  -f  cos  c) ' 

\  -     1-f-cosa  —  (cos6-f  cosc)cosc 

52)    l  cos «3  =  ±  ": — IÄ0-.  0/ ^i~     i.  ,      — X 1 

'      ]  sincV  o  +  2(cosa  + cos6  + cosc) 


— ^  vi — cosa^ — co86^ —  cosc^-t-2cosacos6cose 

sin  c  V^3  +  2(cos  a  +  cos  6-}- cos  c) 


cos  (dg  =:  J: 
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Wenn  wir  die  Neigungswinkel   unserer  Geraden  OO3  gegen 

a  b        c 

die  Ebenen  BOC,  COA,   AGB  durch   O3,    »3,  Og    bezeichnen, 
so  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  52): 

63) 

.    £        VI — cos  fl*  — cos  6* — cos c^  -f  2  cos  a  cos  b  cos  c 
sin  (ds  = 


sin  a  V^3+2  (cos  a  +  cos  b  +  cos  c) 


.    JL        V^l  —  coso* — cos  6*  —  cosc^-f  ^"^cosacosöcosc 

8in  6 V  3 -|-2  (cos  a  -f-  cos  b  -|-cos  c) 

.    £         VI — cos«*  —  cosA*  —  cosc^-(-^cosacos6co8c. 

sin  61)3  = /- : —  5 

sin  c V  3+2(cos  a  +  cos  b  +  cos  c) 

also: 

.£.*..£     1     I    1      l     1.1 
sin  o« Ismo«: sin o«  =——: -7—1 1 -; —  ==  ——a  ■  «^ p  •  'i^  r*' 
'     ^     '   8ina  sin 6  sine   sin^  sin^  sin  C 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  der  Geraden  OO^ 
auf  der  Ebene  der  xy  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
X,  y,  2  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
73»  ^s>  7z'^  ^^  >^^  AU^  ^^"2  ähnliche  Art  wie  früher: 

-..  cos^  coscDa  n 

54)        cos  OP3  =  -^-=A  I        cos  iLr.  =  -r  7-~  »         ^'^^  Z8  =  ^-  • 

'  ^^      sinQg  ^'      sin  Cdg  '^  • 

Bezeichnen  wir  die  angulären  Entfernungen  der  Geraden  OO^ 

a         b         e 

von  den  Geraden  OA,  OB,  OC  durch  J^,  z/3,  J^;  so  ist: 

cos  z/s  =  cos  of(,  cos  da  -f  cos  0|  cos  o«  -f-  cos  ee^  cos  0)3 , 
cos  A^  =  cos  ßo  cos  63  +  cos  ßi  cos  0)3  +  cos  ß%  cos  O3  , 
cos  z/a  :=  cos^o  cos f),  f  cos yi  coe  (O3  +  cos y^eos  Ü3 ; 

al0«  nach  1): 

COS  z/g  =  cos  6^ , 

I 
cos^g  =  cos  e  COS  ^  -f  sine  cos  (O3, 

cos ^3  =  cos 6  cos  da  -f  8>n  6  cos  ^  cos  (03  -f  sin  6  sin  A  co  s  g)  ^ . 
Oaher  ist  nach  49).: 

'thtii  XLU.  *iH 


V:     . 
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^     =  I  +  cos  6  +  cos  c , 

b 
— ^^  =  cosc(l-|-co86-f  eo8c)-|-8ine(sinc-|'8in6co6i4)  =  l+cosc+cosa, 

c 

^   ^  =  co66(l+co86+co8c)+sin6coSi4(siiic+8in6co8/<)+8iD6Vniil' 
=  l  +  cosa  +  cosÄ; 

indem  man  immer  für  qosA  seinen  Ausdruck  durch  a,b,c  setzt. 
Also  ist  nach  50): 

o  1  +  C086+C0SC 

cos  ^8  =  i    r  ,  — » 

V  3+  2(co8 a  +  cos 6  +  cos  c) 

^^-  vi.  l+cosc  +  coso 

55)  .    .    .   <  co8^/3  =  ±    /-      _- ^ -_ , 

I  V  3  -|-  2(co8a  -h  cos  6 -f  cos c) 

«                         l  +  co8a  +  cos6 
cos^i^  =;i:    r    — —  * 

V  3  -^  2(co8  a  +  cos  b  +  cos  c) 

Jenachdero  OO3  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  mit  OC  auf  einer  Seite  oder  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  Ebene  AOB  des  Winkels  c  liegend  an- 
genommen wird,  ist  offenbar  cos 03  positiv  oder  negativ.  In 
Folge  der  dritten  der  Formeln  51)  oder  52)  muss  man  also,  je- 
nachdem  OO3  mit  OC  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Ebene  ^Oß  liegend  angenommen  wird,  in  allen 
obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen. 


Im  ebenen  Dreieck  liegen  bekanntlich  der  Mittelpunkt  des 
um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises,  der  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen,  und  der  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt  der  von  den  Spitzen  des  Dreiecks  nach  den 
Mittelpunkteil  der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden,  in  einer  ge- 
raden Linie.  Dies  veranlasst  uns  zu  der  Frage,  ob  vielleicht  bei 
der  dreiseitigen  körperlichen  Ecke  die  drei  Geraden  OOo*  OO^, 
00^  in  einer  Ebene  liegen?  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten 
wollen. 

Wenn  drei  durch  die  Gleichungen: 
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_iL_  _  _J_ *_ 

cos  Oq       cos  ß^       cos  y^o  ' 

cos  «1        cos  ßi       cos  yi ' 


X 


___y 


cos  «2     c^s  Aa     cos  y« 

charakterisirte  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

/la:  +  %  +  Cx  =  0 

sein  mag,  liegen  sollen;  so  muss 

Acosa^  +  Bco&ß^  +  Ccosy^  =  0, 
Acosai  +  ßcoaßi  +  Ccosyi  =  0, 
/<  cos  «2  +  /?  cos  j?2  +  Ccos  y^  =  0 

sein,  und  die  ßedingungsgleichiing ,  dass  die  drei  Geraden  in 
einer  Ebene  liegen,  wird  erhalten,  wenn  man  aus  diesen  drei 
Gleichungen  die  Grössen  A,  B,  C  eliminirt,  wodurch  man  die 
Gleichung: 

cos  yo  (cos  «1  cos  ß^  —  cosßi  cos  a^)  v 
+  cosyi  (cosa2cosj3o-'cosj32cosoo)  >  =s  0 

-|-cosy2(cosaoCosj3|  ~cos/?o<^os^i) 

erhält,  die  naturlich  auch  leicht  noch  unter  anderen  Formen  dar- 
gestellt werden  kann. 

Die  Gleichungen  der  drei  Geraden   OO^y,  OO^,  OO^  sind: 

——  =  — ^-  -  =       ^^   , 
cos  ß(f       cos  coq        cos  (Öq  ' 

— —  =    ^    =     ^,  , 

cos  ^2  cos  (02  COS  O^ 

_J^  =  — ^—  =  —-^ ; 

cos  ^3  cos  CDs  COS  (Ü>s 

und  die  Bedingungsglcichung,  dass  diese  drei  Geraden  in  einer 
Ebene  liegen,  ist  also: 


G08  (5q  (cos  ^2  cos  (D3  —  cos  0)2  COS  63)  . 
-f  cos  (52  (cos  ^3  cos  COq  —  cos  (»3  COS  ^o)  [  ==  0* 

-f  COS  Qs  (cos  6f^  COS  cog — COS  o>o  cos  ^2)  ' 


28* 


t 
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Nach  den  Gleichungen^   aus  welchen  die  Gleiehungeo  9)  ab« 
geleitet  worden  sind,  nach  35)  und  nach  49)  ist  non: 

cos^o  =:cosl2o, 
sin  c  cos  cdq  =  (1 — cos  c)  cos  Rq  , 
ainb  sincBioA  cosOq  =^  Uin  c(]  —  cos  6) — sin  b  cos  ^(1  — cosc) )  cos  R^; 

cosd«  =  Cr^COS^y 

cos  a^  ^^  ^2  ^1^  ^  co^  A  9 

_         ^^  (cos 6 sine — sin 6 cos c cos ^) cos ^i. 

cos  CDa  SS  Cr« ; 5 » 

cos  ^  =  63(1 4-  cos  6  4-  cos  c) , 
cos  CDs  =  €r8(8in  c  -f  sin  6  cos  ii), 
cosOs  =:  63  sin  6  sin /4. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

P=  co8  6sinc — sin  6  cos  c  cos  ^ , 
Q=:  COS  6  COS  c-h  sin  6  sine  cos  i4; 

so  ist,  mit  Weglassung   der   gemeinschaftlichen    Factoren  cos  Rf^, 
G%y  G^,  wie  man  leicht  Ondet: 

cos  $2  cos  G>3  —  cos  (öj  COS  Ö3  =  P —  sin  6  cos  A , 

^  .         cos  6  —  Q 

cos  ög  cos  Wo  —  cos  Wa  cos  Öa  = ; —  > 

"  sine 

^  ^  cos  b—^Q 

cos  öo  cos  09»  —  cos  Wo  cos  ö«  ^ ; ; 

^  sin  c 

und  daher  die  obige  ßedingungsgleichung: 

cos  öo  sin  c  (P—  sin  6  cos  -^)  +  (cos  ü^  —  cosöj)(coß6—  Q)  =  0. 
Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

n       .    M          A            (l+cosc)(cosa  —  cos 6) 
P — sin  6  cos  if  ==  —  - ^\ i , 

sine 
cos  b  —  Q  =  —  (cos  a  ~ cosÄ) ; 
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also  die  vorstehende  Bedingangsgleichung: 

(cos  a  —  cos  6)  t  (1  -f  cos  c)  cos  Qq  +  coscd« — cos  09 )  =  0. 

Feraer  findet  man  leicht,  immer  mit  Weglassung  der  gemein- 
scbaltlichen  Factoren: 


%\n  c*  —  (1  --  cos  c)  (cos  a  +  cos  6) 
sin  6  sin  c^  sin 

cos  c  —  cos  a  cos  b 


COSOn  = •    X — * — 9r~^     A 

"  sinosinc^sinif 


COS  O«  —  cos  (•)•=:  —         .     ,  .       *      » 

*  "  sin6co8C8in/l 

and  daher  obige  Bedingungsgleichung: 

. ,  4    (I+cosc)[sinc* — (1— cosc)(cos  a+cos6)]co8c  )      -. 
(cosa-cos6)<  "^  .X  .     •  <=*'' 

f— (cosc — cos  a  cos  6)  sine*  ? 

weiche  man  nun  weiter  leicht  auf  die  Form: 

(cos  a  —  cos  b)  (cos  b  —  cos  c)  (cos  c — cos  a)  =  0 

bringt  Diese  Gleichung  ist  aber  nur  erfällt,  wenn  eine  der  drei 
Gleichungen : 

cosa  =  cos6,     cos  6  =  cos  c,     cose  =  coso 
oder: 

ta^^.  b^      b  =  c,      c=a 

erfdilt  ist«  also  nur  dann,  wenn  awei  Seiten  der  dreiseitigen 
icSrperlicben  Ecke  einander  gleich  sind;  und  es  werden  folglich 
auch  nur  dann  die  drei  Geraden  OO^,  00%,  00^  in  einer 
Ebene  liegen. 

$.  10. 

Wir  wollen  jetat  die  angolären  Entfernungen  der  Geraden 

OOo,     00^,     00^,    OO9 
▼ou  einander,  nämlich  die  von  den  Geraden: 

OOo,    OOi;     OOo,  00^;     OOo,  OO^; 

oOi,  00^;   oOi,  oo^i    00^,  00^ 

eiogeschlossenen  Winkel,  welche  wir  der  Reihe  nach  durch 

*^0l  »       ^01»       A)«  •       ^11»      *^I8»       ^«S 

lieseicbnen  werden  9  bestimmen. 
L    Es  Ist: 
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COs/>oi  =  cos  00  cos  d|  -f  COSCD()COSO>|  -|~COSCdoCOs6|. 

Nach  deo  Gleichungen,   aus  welchen  die  Gleichungen  9)  abge 
tet  worden  sind,  und  nach  23)  ist: 

cos  ^0  ==  cos  R^ , 

sin  c  cos  coo  ==  (1  ~  cos  c)  cos  Rq  , 

sin^sincsin/lcostöo  =  tsinc(I — cos6) — sin6coSi4(l — cosc);co: 

und: 

sin  6  sin  c  sin  A  cos  6i  =  { sin  a  -f  s\u  (b+c)\  sin  Ri , 

sin  A  cos  a)|  =  (I  -f-  cos  A)s\n  Rj , 

cos  c3i  =  sin  Ri . 

Also  ist: 

sin  6  sin  csin  A  cos  ^qCos  d| 
=  (sin a-f-  sin (6-f  <^)|cos  Rq sin  Ri , 

sin  6  sin  c  sin  y|  cos  cdq  cos  a>| 
=s  sin  6  (l  —  cos  c)  (1  +  cos  A)  cos  l?o  »in  /?i , 

sin  6  sin  c  sin  A  cos  tö^  cos  Oi 
=  {sinc(]  — cos 6) — sin  6  cos  2^(1  —  cos  c) )  cos /?o  ^in  R^ ; 

und  mittelst  sehr  leichter  Rechnung  findet  man: 

sina  +  8in(6  +  c)  +sin6(l  —  co8c)(l  +  co8  24) 
+  8inc(l  —  cosÄ)  —  8inÄcos-^(l  —  cosc)  =  sin  a  + sin  6  -|-  sin< 

also : 

sin  6 sin  c sin  ^ (cos  ^0 cos  0i  -f  cosoocoscoi-f  co8G)oC06Ci>|) 
=  (sin  a  +  sin  b  +  sin  c)  cos  Rq  sin  Ri , 
folglich: 

Kßs  n     __s''"«-f  sin6  +  sinr         ,.     .    ,, 

56).    .   .    ^osD,,,^--r^-^-r^yj-co8RoSinR,, 

oder : 

57) 

-^  sina-f  sin  6 -f  siiic 

V  I  — COS  n* — COS  h^  —  cos  r*  -f-  2cos  «  cos  6  cos  c 

oder  nach  25): 
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58) 
sin  a  -h  äin  6  -|-  sin  c 


_^                                                 Olli  u  -|-  am  V  ^  oiu  v  .;v 

€08  £/oi  =  — f  ~  COS  ito> 

4  /  ^sin  a^-f  sin  6'-(-sin  c^-f  ^  cos  a  sin  6  sin  c^ 
^   ^  -f-^inacos6sinc-f  ^sinasinöcosc  5 


wo  man   nnn  auch   noch   alle  im   Obigen   gefundenen  Ausdrücke 
von  cos/?o  einföhren  kann. 

II.    Auf  gleiche  Weise  ist: 

cos  Dfj^  :=  cos  00  cos  6%  i-  cos  (Oq  cos  co%  -f-  cos  Qq  cos  cSg. 
Wie  vorher  und  nach  35)  ist: 

cos  0Q  :=  cos  Rq  , 
sine  cos  cDo  =  (I — cos  c)  cos /^o^ 
6in6sincsini4cosc3o  =  |sinc(l — cos  6)  ~siii6cos/l(l~cosc))cos/i^o 
und: 

cos^s  =  G^cosb, 
cos  (»2  =  G^sin  6  cos  A, 
cos  c  sin  A  cos  o^  =  G^(cos  6 sin  c — si n  6  cos  c  cos  A)  cos  A ; 

also: 

sin  6  sin  c  cos  c  sin  A^  cos  ^o  cos  ^2 
=  sin  6  cos 6  sin  c cos  c sin  A* ,  Gscos  /<*o« 

sin  6  sin  c  cos  c  sin  il^coscoocos  a»^ 
=  sin  6'cos  c  (1  — cos  c)  sin  2!^  cos  A .  Cri^os  ^0  > 

sin  6  sin  c  cos  c  sin  ^4*  cos  (ö^  cos  ö^ 

=  {sinc(l — cos  6)  — sin  6  cos /l(l  —  cosc)| 

X  (cos  6  sin  c — sin  b  cos  c  cos  A)  cos  A .  (?«  cos  /i^o  * 

Die  Summe 

sin  b  cos  b  sin  ccos  csin  A^  +  sin  6* cos  c  (I  —  cos  c)  sin  /4*  cos  A 
-t-\Binc(l — cos6)— sin6coSi4(l — cosc)l(cos6sinc — sin6cosccos^)cos-c4 

bringt  man  nun  zuerst  leicht  auf  die  folgende  Form: 

sin  6  cos  6  sin  ccosc 

+ 1  sin  6*  cos  c  +  cos  6  sin  c*  —  (sin  6*  cos  c*  +  cos  6^  sin  c^)  \  cos  A 

— sin  b  sin  c  (cos  b  +  cos  c  —  cos  b  cos  c)  cos  A^, 

also  auf  die  Form: 
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sin  6  cos  b  sin  c  cos  c 

t*in6*co8c  +  cosftsinc*— (sin6^cosc^+ co36*sinc*)|  (cosa— y86cotc) 
^  sin  6  sine 

(cos  6  +  C0SC — cos  6  cos  c)  (cos  a — cos  6  cos  c)* 

sin  6  sine 

Vereinigt  man  diese  drei  Grössen  mit  einander,  so  erhält  man  foi 
den  Zähler  des  betreffenden  Bruchs  den  Ausdruck: 

cos6cosc(l  —  cos  6 — cosc) 

+  t  (cos  b  +  cos  c)  (1  +  cos  b  cos  c)  —  (cos  6*  +  cos  c*)  |  cos  a 

—  (cos  b  +  cos  c  —  cos  b  cos  c)  cos  a* 

=  cos  a  cos  b  —  cos  a*  (cos  b  \-  cos  c) 
+  cos  b  cos  c  —  cos  6*  (cos  c  +  cos  ä) 
-f-  cos  c  cos  a  —  cos  c*  (cos  a  +  cos  6) 
-f  cos  a  cos  6  cos  c  (cos  a  -|-  cos  b  -^  cos  c) 

^  cosacos6(l  —  cosa — cos  6) 
-|-co86cosc(l — cos  6—  cosc) 
-fco8ccosa(l  —  cosc  —  cosa) 
-h  cos  a  cos  b  cos  c  (cos  a  -f  cos  b  -f  cos  c) 

=  cosacos6(l — cosa  —  cos  Ä+ cosc') 
+  cos  b  cos  c  (1  —  cos  b  —  cos  c  +  cos  a*) 
+  cos  c  cos  a  (1  —  cos  c  —  cos  a  f  cos  6*) 

:=  cosa  cos 6 1  (1  — cosa)  +  (1  —  cos  b)  —  (1  — cos  c*)  I 
-|-cos6cosc{(I  —  cos6)  +  (l  —cosc)—  (1  —  cosa*)| 
-f- cosc  cos  at(l — cosc)  +  (I  —cosa) — (1  — cos6*)l 

=  cos  o  cos  b  (2  sin  J  a*  +  2  sin  J  6* — sin  c*) 
+  co86cosc(2sini6*  +  28inJc*  — sina*) 
+  cosccosa(2sinic*+2sinia*  — sin6*) 

=  2cosacos6(sinia*+sin46*  — 2sinic*cos4c*) 
+  2cos6cosc(8in46*  +  6inic'  — 26lnia*co84a*) 
+  2cosccosa(sin4c'  +  sin4a'— 28in46'co8  46*) 

so  dass  also,  wenn  der  Kürze  wegen: 

59)  iV=  cosacos6(l  — cosa  — cosÄ-fcosc^) 
+  cos6co8C  (1  —  cos 6  —  cos c  + cosa*) 
-t-cosccosa(l — cosc—  cos  a -f  cos  6*) 
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:=  2cosaco8  6(siD4a*-f  sini6^ — ^sinic^cos^c^ 
-f  2  cos  6  cos  0(810^6^ -f- sin  ic* — Ssin^a^cos^a^ 
-f-2co8cco6a(sinic^  ^8in|a^— 2sin|6*cosi6*) 

gesetzt  M'irdy  die  obige  Nomine 

N 

sin  6  sine' 
also : 

sin  6  sine  cos  csiii  A^(co»  ^q  cos  ^^-f-  cos  coocos  na^  -f  cos  c3oCos  Q^) 


und  folglicli: 

'^      sin o' sine' 810/1«  cosc  " 

oder: 

60) 

"*       1  —  cosa« — coso'  — co8C*-f 2cosaco8  6cn8C   cosc  " 

ist,  vro  nach  42): 

6a    Vi  — cosfl* — cos 6*  —  cosc* -f- 2 cos a cos Ä cosc 


cosc  ""  ^  V^ 

ond  wegen  der  Zeichen  §.  7.  nachzusehen  ist. 

Wenn  ich  hier,  —  und  in  ähnlichen  Fällen   auch    Im  Folgen- 
den, —  EinfOhrungen  der  früher  entwickelten  Ausdrucke  von 

cos  Äq     und     — — 
"  cos  c 

in  die  Formel  60)  unterlasse,  so  geschieht  dies  theils  der  Kürze 
wegen,  theils  um  keine  Confusion  wegen  der  Vorzeichen  zu  ver- 
anlassen, über  welche  man  rücksichtlich  der  beiden  vorstehenden 
Grossen  nach  den  im  Obigen  gegebenen  Regeln  immer  sicher  zu 
nrtheilen  im  Stande  sein  wird,  und  die  völlig  entwickelten  Formeln 
ergeben  sich  dann  in  allen  Fällen  mit  grosster  Leichtigkeit,  deren 
Aufstellung  also  füglich  dem  Leser  überlassen  werden  kann,  wo- 
bei ich  wiederholt  bemerke,  dass  die  vorstehenden  Bemerkungen 
auch  rücksichtlich  der  nun  noch  folgenden  Entwickelungen  gelten. 

Der  obige  Ausdruck  von  — ^    ist   hier    nur    deshalb    besonders 
°  cosc 

angegeben  ond  hervorgehoben  worden,  um  ersichtlich  zu  machen,  dass 


1 
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die  Formel  00),  wie  es   erforderlich  ist,  in    der   That  eine  voffig 
symmetrische  Gestalt  hat 

III.  Es  ist: 

cos  Z>o9  =  cos  ^0  cos  da  "K  cos  coo  cos  CD3  -f  cos  Qq  cos  Qj. 
Wie  vorher  und  nach  49)  ist: 

cos^o  =  cosRq, 
sioecos  09o  =  (I  — cose)cos/^, 
sin6sinesin^cosc3o  =  |sinc(l  — cos6) — sin6cos-.4(l— cosc)|cosÄ<, 

und : 

CO8Ö8  =  G^(\  +  cosö  +  CO8C), 

cos  CDs  =  ^3  (^'^1'  c  -f  sin  6  cos  A) , 

cosOg  =  Crssin^sin^l; 
also : 

sin  c  cos  ^0  cos  B^  ==  sin  c  (1  -f-  cos  b  ■{-  cos  e) .  63  cos  Rq  , 

sin  c  cos  090  cos  098  ^==  (^  —  cos  c)  (sin  c  i-  sin  6  cos  2^) .  G^  cos  R^ , 

sin  ccosc^Q  costös = t  sine  (I— cos  6)  —  sin  6  0082^(1 — cosc)|.6r3C08lfo. 

Mittelst  der  leichtesten  Rechnung  findet  man  aber,  diiss 

sin  c  (I  +  cos  b  +  cos  c)  +  (1  —  cos  c)  (siii  c  +  sin  b  cos  A) 
-I-sinc(l — cos  6)  —  8in6cos/l(l — -cosc)  =  3  sine 

ist;  also  ist: 

cos  6q  cos  ^8  +  cos  09o  cos  098  -|-  COS  Üq  coS  q^  =  3  &3  cos  Rq  , 

olglich: 

61) cos  ^08  =  3(r8  cos  Rq, 

IV.  Es  ist: 

cos  />ia  =  cos  Öl  cos  6^  +  cos  a)|  cos  a>2  +  cos  ö|  cos  c3s . 
Nach  23)  und  35)  ist: 

sin  6  sine  sin /l  cos  di  =  |sinci-|-sin(6  -f  e)lsin/^, 
sin /l  cos  00,  =  (1 -f  coSi4)sin /^i, 
cos  Q|  ^  sin  Ri 
und : 


körperUcien  Ecke  und  ihre  Entfemungen  ton  etnander.       419 

cosSi  =:  G,cosö, 
cos  (Og  ^  G^a'ia  b  cos  A , 
co&c«ini4cosüa  =  G^icosbs'inc  —  Aiabcoaccoa  A)  coa  A; 
also: 

siD  6Bin  ccoacsiD  ^cos  6,  cosdj 

=  coa6co8c|Bina-f  sin(i-t-c)|CaBin£i, 

siiiftBinccoscsin^coaiaiCOStog 

:=sin6^sinccosccos^(l-|-G08i4)&'gain  A, , 

sio  ba'in  ccosc  sin  J  cos  üi  cos  O, 

=  Ein£8inccos^  (cos A sine — sinAcosecoa^)  Gs^i"  ^)> 

Mittelst  leichter  Rechnang  findet  man: 

cos  b  cos  c{  sin  a  -|-  sin  (fr  -f  <^) )  ~f  >'■■>  fr'sin  ccos  c  cos  ^  (I  -f-  cos  A) 
-|-8infr8inccos'4(cosA8inc — einfrcosGcoS'^) 
^  sinocosfrcosc-l-cosasinAcosc-t-cosaGosfreiiic. 
also: 

sin ftsin  ccos csin  A (coa 9,  cos  6^ -f  cos <oi  cos Of  -f  cos  ü|  cos üj} 
=  (sinacosfrcosc-f-cosasiDAcosc  +  GosaGOsAsIncjfirgSin  Ai, 
folglich : 

62) 


cos/>ii 


_8inacosfrco8c-fcosasin6Gosc-t-cos<icosA8inc     G^ 
V i— coa«*— cosfr* — coBc*-|-2ca8acosfrcosc  coac 


sin  A.  • 


V.     Es  ist: 

cos  0,3  =  COS  01  COS  0g -|- cos  mi  COS  (»1+ cos  Ol  COS  üg- 
Nacb  23)  ond  49)  ist: 

sinAsincain^coa^i  :=  {sina-f  8in(fr  -|-c)|8ioA|, 
8ini4coSfii|  :s  (l  +  cos^)8inA, . 
coa  ü|  =  sin  ß| 


COSI^  =  Gs(l+C0Sft  +  COBC), 

co8(9|  =  Gj(6inc  +  8in6co8  J) 

COBÜg  =   Gl 
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si  n  6  sin  c  sin  A  cos  ßi  cos  6^ 
=  (1  '|-cos6-|-cosc}tsina-|-sin(6-|-c)}G,8ioi?i» 

sin  6  sine  sin  ilcoira)i  cos  tö^ 
=  sin  6  sin  c  (1 4*  cos  A)  (sin  c  -f  sin  6  cos  A)  G^  sin  A| , 

sin6sincsinilcos6|  C0SO3 
=  sin  6^sin  c sin  A^.  G^  sin  R^ . 

Mitfeist  leichter  Rechnung  findet  man: 

(1  -f  cos6-|-cosc){sina-|-sin(6  -|-  c)) 
-f  sin  b  sin  c  ( 1  -f  cos  il)(sin  c  -|-  sin  6  cos  A)  -[■  sin  6^sin  c  sin  /l* 

=:      sin  o  (1  -f  cos  6  -|-  cos  c) 
-|- sin  6(1  -|-cosc-t-cosa) 
4-sinc(l  -|-cosa-f  cosA) 
=  (sin  a  -f  sin  6  -|-  sin  c)(i  -f  cosa  +  cos6-|-  cosc) 

—  sin  a  cos  a  —  sin  6  cos  6  — sin  c  cos  c 

=  (sina  -|-fi'io6-t-sinc)(i-fcosa-|-co8  6-|-cosc) 

— i(sin2a-|-sin26'f  sin2c), 

und  setzt  man  also: 

63) 

1^=  sina(l-f  cos6 -f  cosc) -|-sin6(l-t- cosc-f  cosa) -f  sinc(l-f  cosa-f  cos6) 
=  (sina-|-sin64-siuc)(i-|-cosa-|-cos6-|-cosc) — i(sin2a-fsin26-|-8in2c), 

so  ist: 

sin6siDcsinil  (cos^i  cosds'^  coso>|  coscos'f'CoscSi  Gosld^)^HG^  sin  R^, 

aJMo: 

64) 

H 

cosDi3  =  ^  -T 71 Ggsin  Ä,. 

V  1 — cos«* — cos  6' — cosc'+  2cosacos6cosc 

VI.    Es  ist: 

cos/^sa  ^^  ^^^  ^ft  ^^^  ^8  'I'  cos  (»2  cos  C03  -f  cos  c5j|  cos  C^s  , 
und  nach  <fö)  und  49): 

cos^s  =  62  cos  6, 
cos  02  =  G^  sin  b  cos  A , 
coscsinilcosOft  =  Cr«  (cos  6  sin  c~  sin  6  cos  c  cos  il)  cos  i4 
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and: 

cosi^s  =  GsCl-fcos^  +  cosc), 

cos  a>3  =  Crg  (sin  c+ sin  6  cos  A) , 

cosOg  =  63  sin  6  sin  il; 
also: 

cosecos^  cos  6^  =  cos^co8c(l  -f  cos  b  +  cosc) .  GfC, , 

cos  c  cos  a^  cos  (03  =  sin  6  cos  c  cos  ^(sin  c  -{-  sin  6  cos  A) .  Cr^Gs  ^ 

cos  c  cos  09  cos  Og  =  sin6cos^  (cos  6  sine  —  sin  6  cosc  cos  ^).  G^G^, 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

cos6  cos  c  (1 -|- cos  6 -|- cos  c) 
-f  sin  6  cosc  cos  il  (sin  c  -f-sin^cos  A) 
-|- 61  n  6  cos  il  (cos  6  sine — sin  6  cosc  cos  il) 
=  cosacos6  -|-cos6cosc-|-cosccosa; 

also  ist: 

cos c (cos B^coa  6^  -f  cos  co^ cos  013 -|- cos o^^o^ ^s) 
=  (cos  a  cos  b  -f  cos  b  cos  c  -f  cos  c  cos  a)  G%  G^ , 

folglich : 

65)  cos  i}mm  =  (cos  a  cos  b  -\r  cos  b  cos  c  4-  cos  c  cos  n) .  — ^  G%. 

X         cosc 


§.  11. 

Wir  wollen  9  um  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  ent- 
wickelten Formeln  übersichtlich  und  In  ihrer  einfachsten  Form 
darzustellen,  jetzt  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen: 


^  =  V"l  —  cosa*— cos6* — cosc*  +  2cosacos6cosc, 


sin  a*  +  sin  6* + sin  c*  —  2(cos  a — cos  b  cos  c) 
A  =  1  ^  /  —  2(cos6  —  cosccosa) 

—  2(cos  c — cos  fl  cos  6) 


sin  6* -f  sine* — 2  sin  6  sine  cos  2I 

—  2sincsinacosB 
~  2sin  asin  6  cos  C, 
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B  = 


C  = 


siD  a^  -f  sin  &*  -f-  sin  c*  -f  ^  cos  a  sio  6  sin  c 

-f-äsinacos^sinc 
-f- 2  sin  a  sin  6  cos  c 


cos  a*  cos  6*  +  cos  6*  cos  c*  +  cos  c*  cos  o* 
— 2  cos  a  cos  6  cos  c  (cos  a*  +  cos  6*  +  cosc*) 
+  3  cos  o*  cos  6*  cos  c* , 


D  =  db  V3  +  2(co8 a  +  cos Ä  + cosc), 

E  =  sina  +  sinft +  8inc, 

F=  cosacosÄ(l  —  cosa — cosÄ  +  cosc*) 
+  cos6co8c(l  — -cos  Ä— cosc  +  cosa*) 
+  cosccosa(l  —cosc — cos  a -|- cos  6*) 


2  cos  a  cos  b  (sin  Ja* + sin  i6* 
+  2co8  6cosc(sin46'+sinlc*- 
+  2cosccosa(sinic*  +  sinia*' 


•2sinic*co8ic') 
•2sinia*co8ia*) 
■2sini6*cosic*), 


G  =  sin  a  cos  A  cos  c  +  cos  a  sin  6  cos  c-|- cosa  cos  6  sine» 

H=      sina(l+cos6  +  cosc) 
+  sin  6  (1  +  cos  c+ cos  a) 
+  sin  c(]  +  cos  a+ cos  b) 
=     (sin  a+  sin  6  +  sin  c)  (1  +  cos  a  +  cos  ö  +  cos  c) 
—  i(sin  2a + sin  26  -|-  sin  2c), 

J  =  cos  a  cos  ö  +  cos  b  cos  c  +  cos  c  cos  a ; 

wo  in  den  Ausdrucken  von  A,  €,  D  die  Zeichen  nach  den  respec- 
tive  in  §.  5.,  §.  7.,  §.  8:  gegebenen  Regehi  zu  bestimmen  sind,  und 
nach  der  früheren  Bezeichnung: 


ist. 


C  =  ±VM,     F  =  ±^,    H  =  H 


Hiernach  ist  nun  nach  den  früher  gefundenen  Formeln: 


cos  Ifo  =  -7- ,     8in  li  1  =  o  >     — ^-- 
"       A  *        B        cosc 
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nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

cosOo,  =^- A'  b' 

CO8Ü03  =  <>'|)-  y^  ' 

co8l>i«  =  ^*C'  B 


;lich: 


•  ■T'  ' 


H   1    4 

1    ^    i 


F 

cos  Do»  =  ^ ' 

cos  D«8  =  XD  ' 

66) \  Gä 

cos  />!•  —  HC ' 

C0SZ>18  —  ßU« 

JA 
cos  Dn  =  (3p  • 
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XliTII. 

Uober  einige  auf  elementarem  Wege  aasiuhrbare 

Quadraturen. 

Von 

Herrn  Heinrich  Gretsehel^ 

Lehrer  der  Mathematik  nn  d<?r  HandeUlehranstaU  in  Leipzig. 


Das  von  Viviani  gestellte  sogenannte  Florentiner  Problem 
hat  Veranlassung  gegeben  zur  Auffindung  einer  grösseren  Anzahl 
von  riächen,  die  im  Sinne  der  Alten  quadrirbar  sind.  Dass  sich 
die  betreffenden  Resultate  auch  ohne  Antvendung  der  Symbole 
der  Integralrechnung  auf  rein  geometrischem  Wege  ableiten  lassen, 
kann  nicht  überraschen;  vielleicht  aber  ist  es  nicht  ohne  Interesse 
zu  wissen,  dass  einige  dieser  Sätze  sich  gewinnen  lassen  durch 
Betrachtungen,  wie  sie  in  der  elementaren  Stereometrie  bei  der 
Entwickelung  der  Formel  fär  die  Kugelfläche  und  in  der  elemen- 
taren Mechanik  bei  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  üblich  sind. 
Diese  Bemerkung  mag  die  IVlittheilung  des  Nachstehenden  ent< 
schuldigen. 

Wir  machen  später  hauptsächlich  von  folgenden  zwei  bekaon- 
ten  Sätzen  Gebrauch: 

1)  Das  zwischen  zwei  Meridianen  gelegene  Stück  einer  Kagel- 
zone  ist  gleich  dem  Aequatorbogen ,  welcher  zwischen  denselben 
Meridianen  liegt,  multiplicirt  mit  der  Höhe  der   Zone. 

2)  Das  Moment  eines  beliebigen  Kreisbogens  in  Bezog  aaf 
einqn  Durchmesser  ist  demnach  gleich  der  Projection  des  Bogens 
multiplicirt  mit  dem  Halbmesser. 


1. 

Auf  einer  Kugelfläche  bewege   sich    vom  Punkte  A 
des  Aeqnators  aus  ein  Punkt  P  so,    dass  seine  Länge 
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ivf0«t«ts  da«  Afacli«  Kßirier  Breite  P/Jisl  (Taf.X  I.Fig.lO.). 
Der  Punlil  P  lieschreilil  eine  f>[)h.^ri^.^be  f'iirve  uitil  rällt  fiir  einen 
(>eni«:seu  Meriiliau  BV  mit  ileiii  Pole  C  iit^amiiieTi.  Wir  (rollen 
'(ltca*ii  iMeriHian  buri  den  letzten  Meridian  nennen. 

{  »)  Derjenige  Theil  der  K  ugeiriiielie,  >v  elcfi  er  zwt- 
sfihen  der  s))ltärtschen  Curve.  dem  Aequator  und  dem 
lotste»  Meridiane  liogl,  ist  das  /Tachc  tum  Ijuadrale 
de«  Kugeirialbmesscrij   OA. 

Es  «eien  P  und  Q  ein  Panr  Punkte  der  Curve,  deren  Gnl- 
reniun}!:  i-erschivmdend  kkin  ist,  CD  und  CE  aeien  ihre  Meridiane, 
PR  sei  dna  ztviachen  beiden  gelegene  ttlüclc  des  durch  P  gehen- 
den ParallelkreiseB.  ^  ^ei  der  Halbini iigspunkt  vun  RQ.  NM  das 
von  y  aus  auf  die  Elienc  des  Aefiuatnrs  gefüllte  Pcrpendiliel. 
Dann  ist  tiEQP  ein  Klemenl  der  fraglii^licn  Fläche.  Wir  denken 
uns  dnssellie  i\s  eine  Zone  von  der  HShe  .VA'  und  küniien  es 
dann  (nach  dem  ersten  der  Eingangs  citlrlen  SSIze)  duri;h  das 
Produkt  OE.MiS  ausdrücken.  !Nun  ist  aher  narfa  der  Voraus- 
seixang ; 

AE  =  k.QE.    AD  =  k.Pt). 
folglich; 

AE-AD=  ÜE  =  k{QE~PD)  =  lt.QH. 

Hitbin  ist  unser  Fläclienelemenl  =/(.QK.Jttn  und  die  ganze 
FtSche  ist  die  ^faehe  Summe  aller  Produkte  QR.JUIV.  Denkt 
man  sich  nun  itlle  iVleridJane  auf  den  ersten  Meridian  rfC  xurQik- 
gcdreiit,  so  bddcn  die  sJimintlichen  Bngenelemenle  QR  zusammen 
den  Mwidianquadranlen  .^Cund  die  Summe  der  Produkte  Qß.vV/V 
int  das  Moment  dieses  Quadranten  in  Ileing  auf  den  Halbmesser 
OA,  4.  h.  nach  dem  siToilen  Uill'ssalze  =  OA'';     .Sonavb  ist 

Fläche^/'fß  =  A.0.4*. 

Uass  e»  atalltial't  ixl.  statt  des  Elementes  DEQP  das  Pro- 
dukt DE.JUy  ta  setxen,  erkennt  man  daraus,  dass  jedenfalls, 
wenn  QS  ein  Parallclkreishogen  ist, 

SQED  >  DE.  MN  >  PREO 


Der  Unterschied 
<l»r  Unterschied  zwis 


£SQEO->-£DE.lHN'>  £ PRED. 


l40  FUcbe.  kann  aber. 


ie  auch 
die    Punkte   /-*  und   Q  immer 


en   äusseren    Si 
r  j'edi 
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dichter  an  einander  rOcken  lässt,  beliebig  klein  gemacht  werdea; 
mithin  giebt  die  mittlere  Summe  die  gesuchte  Fläche  richtig  an. 

4)  Ist  ins  Besondere  die  Länge  gleich  der  Breite, 
so  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Die  Projektion  der  sphärischen  Corve  auf  die 
Ebene  des  Aequators  ist  ein  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer OA, 

Denn  ist  CPaf.  VI.  Fig.  U.)  P  ein  Curvenpunkt,  M  seine  Pro- 
jektion auf  die  Aequatorebene,  und  zieht  man  noch  den  Halb- 
messer OP^ sowie  die  Linien  OM  und  MA,  so  ist  ^AOJÜss^POM 
(d.  i.  Länge  =  Breite),  OA  =  OP  und  OJU  ==  OIU,  mithin 
iiAOM^^POM,  folglich  ^Oill^=^O^P=9aO,  ilf  beschreibt 
also  einen  Kreis  mit  dem  Durchmesser  OA. 

b)  Die  Mantelfläche  des  Cylinders,  welcher  die 
sphärische  Curve  auf  den  Aequatorquadranten 
projicirt,  ist  dem  Quadrate  des  Kugelhalbmessers 
gleich. 

Denn  sind  (Taf.VI.  Fig.  10.)  P  und  Q  Nachbarpunkte  der 
sphärischen  Curve,  K  und  L  ihre  Projektionen,  so  ist  das  Elemeot 
der  Cylindeffläche  =  KL.MN,  es  ist  aber  KL=^  DE,  weil  KL 
in  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  OA  ein  Bogen  über  dem 
Peripheriewinkel  DOE,  DE  dagegen  in  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  OA  ein  Bogen  über  dem  Centriwinkel  DOE  ist;  fer- 
ner ist  auch  DE=i  QR,  mithin  das  Flächenelement  =:QR,3IK- 
Die  Fläche  ist  sonach  gleich  2QR.  MN,  diese  Summe  ist  aber 
nach  den  Entwickelungen  unter  3)  =  0A\ 

c)  Die  Projektion  der  sphärischen  Curve  auf  die 
Ebene  des  ersten  Meridians  ist  eine  Parabel  mit 
dem  Scheitel  A,  deren  Parameter  gleich  OA  ist. 

Denn  ist  in  Taf.VI.  Fig.  II.  Q  die  Projektion  von  P,  sind  if^* 
und  QS  rechtwinklig  zu  OA,  so  ist  AM^  =  AS.AO\  aber  da 
wegen  A  OMA  ^  ^  OMP  auch  AiU  =  />/P  =  SQ  ist,  so  ist  auch 

SQ^=zAS.AO, 

womit  die  Richtigkeit  der  Behauptung  bewiesen   ist. 

d)  Die  Projektion  der  sphärischen  Curve  auf  die 
Ebene  des  Meridians  von  90<>  Länge  ist  der  Qua- 
drant einer  Schleifenlinie,  deren  Knoten  der 
Mittelpunkt    O  ist    und    deren  Punkte  durch  fol- 


ausfiiltrOart  Ovoiirahirru, 
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Igeuile  Construktion  i:«riiDilei)  »«ril 
FiK.  II.  unil  Pitt- 12).  Auf  Her  Achs« 
niaii  einen  ivillh  flrlicbv  ii  Punkt  N  an  und  erritiile 
ii>  demselhon  oin  Perp  i-ii.!  >k  cl  ouT  OC.  »elclies 
bis  zum  Uurchscluiitlc  F  m\t  >l#iu  Kreise  verUn- 
KcM  M  iril.  der  um  O  mit  ilnni  llalbmesiter  OC  ite- 
«chUgvn  Ul.  Mnn  t  prliliidc  fUnn  O  mit  F,  liebe 
A'CaenkrtM-bt  »uf  OF  nuA  mache  iVß  ^  A'6';  dann 
iel  /f  eii>  Funkt  der  Schi  eifenUnle  *). 
Km  «ei  iV  m  Tat'.  VI.  Fig.  II.  der  P.inkl  v««  OC,  m  welchem 
d»  von  V  au»  tipaille  Per|jeiid'.kel  Q!S  nuflrifft.  Um  die  Rlch- 
lij^beit  iler  beschrirtietien  Caiislrukltiin  darzulhon,  hnl  nmii  dann 
uarh»»nvcison.  das»  MS  -  i>Q  =  KG  ist.  Nun  ist  ^OJUP 
^  ^PyO,  denn  hei'li;  kIikI  ri-chtninklig,  un<)  es'ist  OP=  OF, 
JVP=  NO;  mithin  Ist  OJtl  =  FDl  und  ^iaOP=  jCOFJS.  Weil 
nun  ^<UOP=^SOItl  tltrfiile^l.St.ge).  so  1^1  auch  ^SOM 
=x^OF!>i'.  Die  bellten  Dteicckc  SO M  »nA  OFIS  sind  demnach 
nurh  cnngrnenl;  denn  bpido  sind  rechluinklii;,  die  IIv|>oteniisen 
0«ünü  f'iVsind  gleich  und  ausserdem  i»t\^S0V\=^OFN 
odrr  =  ^GFA.  Snnarbslnd  nnch  ilie  (iegcnkutbelen  dieser  Win- 
kel Bleich,  d.h.  MS=I>ia.  .V.  R.  I..  «■. 

Aus  dem  Vorkomiopo  dieser  Curie  als  Projektion  der  spbS- 
rischcn  Linie  erkennt  m.in.^tfanH  drr  grüssle  Wrrtb,  den  A'ß  ha- 
ben kann,  =  10Ji«l;  liunti  ist  uKmIich  in  TatVI.  FIi;.  II.  .Sdor  Hal- 
Mrvngn[tiink(  von  OA  und  S.V  ein  Halbmcaser  de»  Kreinef  OAtA. 
Weil  In  diesem  Kall«  O«  =  iOA.Vi  ist,  so  ist  auih  JHP  und 
mithin  OiV  =  i(tA.\-2:  die  l.finK«  de«  Punktes  P  ist  dann  45". 
»X  hie  KlSche  des  aber  OC    slrhendc»  Qnadrnntcn 

■'difspr  Nchleifcnliuie  beliAgl  i  lum  (juadrate 
k'de»  Halbmessers  OA. 
P»  die  Flüche  der  im  ersten  Meridian  lie;;en<ltn  Parabel 
04*  ist,  s'i  haben  air,  um  unsere  BehauplunK  tu  recblfer- 
ligcn,  nur  darzuthun,  diias  die  FUclien  der  P.trabcl  und  dtr  Schlei- 
ranllnie  zusammen  gleich  dem  Quadrate  des  Halbmessers  OA  sind. 
Um  die«es  nai!h;cui>pi»cn,  llifilen  wir  den  Aequatnrquadraitlen 
.>IA  in  unilibltg  fiele  Rioich  lange  Theile.  »und  £  (Tnf  VI.Fig.l3.) 
■nien  ein  Paar  Theil)»uiikla.  vrelcbe  so  liefen,  dans  AD  =  BE  isl; 
»Ind  P  und  Q  di<>  auf  den  Moridiniion  CO  und  CK  |;clct>enen 
Punkte  der  ■■phhriscbnii  ("urrc,  so  icl  ancb  HP  =:  CQ.  Traf;en 
wir  nun  nuT  CD  den  Punkt  P  sn  ab,  dass  PP  ([leicb  einem  der 
Theila  aaf  dem  Aequslorqua'IrtinIcn  ABi»t.  sn  ist  ÜP'  die  breite 

V»»ll'^n    drr    ll.<rl».Ul.ii  H 
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desjenigen  Curveii|>unl(te8,  der  aui'  ileiii  Mdridiane  liegt.  wekh< 
durch  den  zunächst  uuf  t)  in  der  Kichtiing  mich  B  bin  fol^eodl 
Thetitmnkt  gehl.  U\  ivt-iter  iV  der  Halhirung8]>üi]kt  von  PP 
KM  senkrecht  auf  der  Aetiitatorehene,  HIS  seiikrethl  auf  ih 
Ebene  des  ersten  Meridian«,  P'L  \i»tMA  ISM.  PL  (iarallel  Üi 
80  ist  I eich I  einxuseben,  dnoa  P'L.  NN'  oder /*/..  jWS  die  1>K>« 
eine^  zu  OB  purullelen.  in  der  Kigur  si'hraritrien  Fläcbeaslteifei 
f(  der  Schleifenlinic  in  dem  Quadranten  BOi.'  ist.  Snnadi  i 
SP'L.MS  die  ganze  Flfirh«^  di^r  Scbleirenlime,  ho  das  ZtAt\n 
£  bedeiitel,  dass  man  auT  allen  Meridianen,  die  dunh  die  n 
Bchiedenen  Theilpnnkte  v»n  AB  zu  legen  sind,  die  angeg«beiM 
Operationen  zu  volUieheii  und  die  Resultate  au  uddiren  bat 

Tragen  »ir  weiter  auf  dem  Meridiane  C£  das  8lück  QQ'=Pl 
ab,  ist  R  der  Halbirung^punkt  von  QQ'.  RV  senkrecht  auf  dl 
Aequatorehene,  VT  senkrecht  auf  OB.  QK  [larallel  KV.  (?! 
parallel  EO,  so  ist  QK.  VT  ein  der  Achse  OA  paralleler,  in  da 
Figur  gleti'bfalls  srhraTlirter  Flaihenxtreilcn  v  d«r  Parabel  i 
COA,  und  die  ganze  ParahelflSchi^Sist  SQK.VT.  Es  ist  «l« 
jetst  die  Gleichung  zu  bcn eisen: 

Z{P'L.  MS  +  QK.Vr)  =  OAK 
Nun  ist  xunSchsl  ^  P'LPcsd  ^OiVN  co  ^OSAl.  fulgllol 
P'L;PL=OS:ias.  Tolglich  P'L. /US  =  PL. OS.  —  Feroerii 
A Q'KQ  ^  ^P'LP,  »eil  beide  dieselben  Winkel  und  auch  gleiek 
HypoleDusen  haben,  mithin  ist  QK  =  PL;  endlich  ist  norb,  t 
man  RJ  senkrecht  auf  OC  zieht,  ^OttJ^  ^ONM. 
RJ=JUN.  mithin  auch  OU  =  MN.  Wäre  nun  IS  ein  I 
der  sphärischen  Curve,  also  1\J  lin  Punkt  der  unter  b)  betrachl« 
tea,  fiber  dem  Uurihmesser  construirlen  Kreislinie,  so  ivOrde  (itl 
anler  c)  bewiesen  ist)  AM  =  MN,  also  auch  AM  =^  OC  seil 
Da  nun  ausserdem  dann  ^SMA  =  Z.DOA  =  .^JOÜ  ist, 
würde  i\TOV^i\ SMA,  also  TV  =  SA  sein.  Man  kann  » 
jedenfalls  setzen  TV  =  S.i\^,  wo  ^  eine  Grösse  ist,  die  dort 
immer  grüssere  Annühcrung  v.in  P  und  P',  Q  und  Q"  klein 
gemacht  werden  kann,  aU  jede  angebhare  Zahl.  Uemnacb  il 
unsere  zu  untersuchende  ISunimc  in  der  Form  darstellbar: 

S[PL.OS\PL(SA\J)]=ZPLOA\SPL.J=OA2:PL\£PL. 

Es    ist    aber  EPL  z=  OA;    ist   Turner  A'  das   griisste   A,    s«  I 
jedenfalls   SPL.  A<.A'S1*L.   d.i.  <.rf'.O.rf.     Da  aber  jedM 
kleiner  als  jede  ungelibare  Griissc  gemacht  werden  kann,  s»  i» 
man  das  Glied  XPL.^  ganz  weglassen  und  es  ist  also: 
2:{PL.MS\QK.VT)  =  OA*. 


"tfUirbaif  OHHttfatum. 


P 


Vom  Pu 
mkl  fde 
:r  Breite  i 


ikle 
nrl  a 


J  iJt^s  Ae«|iiatorH  yua  liei 
r  einrr  K  »KcKläch  e,  di 
der  Xte  TIi«il  vun  Beim 


A 

»iler  in  Taf.  VI.  I-ig.  II.   /»«^J.^Ü 

Pol«  CftKlunßl,  HO  8ri  die  Lfinge  =  ^BOA 


#g»  aicliein 
98  d«r  S 

LällRC 


I  /'  nach  dem 
der  Meridian  BC 
tielMl  der  IcUle  Meridian,  der  Aequatufbogen  AB  ist  das  Afacfae 
■Ictt  Kuf>elliaIbiue«8crH. 


KiigcllMic 


5)   Derjenige    Tb 
echen    dieser    nph arischen    Curve,    deiu    .\equa 
alera  lelitenMcridtttiie  lieg  l.ial  dem  liracbsnQnailrnle 
Aea  KugelhulbmesserK  gleich. 

Denn  Ibeilen  nir  den  Aequalorbugcn  AB  in  unzählig  viele 
gleich  KTnsHfl  Tbeile,  deren  einer  OE  ist,  isl  P  der  nuf  dem 
Meridiane  <'D,  Q  der  auf  dem  Meridiane  CE  gelegene  Curvenpunkl. 
Kind  P/a  und  QN  die  von  /'  und  Q  nnf  die  Aequalorcbetie  ge- 
fklKen  i>er|>endlkel.  so  i^'l  DE. Q.Xy  PQEß^DE.PiVi  btztlch- 
nel  man  daher  die  gesuehle  Fläche  tull  F.  so  iKl: 


I 


l  , 


Jim  iat  aber  QN=^tAE,  PM=jAI»,  inilhin  gehl  unaerc  Un- 
mng  in  die  folgende  äber:_ 


-.£DE.AE>E>  tSDE.AD. 


Ztiehnet  man  ein  recht»inkliges  Dreieck,  dessen  Katbelen 
dt«  LSnge  AB  haben,  trügt  aii(  der  einen  AD  und  DE  ab,  ei- 
neblet  In  O  und  E  Por()eudikel,  welche  die  HyfKitonuae  in  D' 
und  £'  schneiden,  ao  ist.  »egen  AD^^  DD'.  AE  =  EE'. 
DE.AE'>DEED>DE.AD  und  die  geineinsame  Ur«n>e.  der 
sich  die  Summen 

£DE.AE    und    IDE. AD 

■ibfttn.  ist  die  FlScbe  des  Uroivcke»  =  iAB*.    Mithin  Ut  ansere 
gaaucble  Fliehe 

d.i.  »«ro  .1ß  =  i.OA: 

F  =  ik.UA'. 
K.  ».  b.  «. 
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111. 

Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  bewege  sieb  Toro 
Punktet  des  Aequatorsaus  ein  Punkt  Pderart^dass  der 
Sinus  seiner  Breite  das  ^facbe  vom  Sinus  der  LSnge 
ist.  Wir  nennen  wieder  denjenigen  Meridian,  in  welchem  die 
Breite  ihren  höchsten  Werth  erreicht,  den  letzten  Meridian.  Ist 
^<1,  so  ist  dieses  der  Meridian  von  90^,  für  diesen  ist  der  Sioos 
der  Länge  =  1,    der  der  Breite  also  =  A:;    ist  aber  A:>1»  so  ist 

der  letzte  Meridian  derjenige,  dessen  Länge  den    Sinus  =  t  bat, 
und  in  welchem  der  Punkt  P  die  Breite  90^  erreicht. 

6)  Der  Theil  der  Kugelfläche,  welcher  zwischen 
der  angegebenen  sphärischen  Curve,  deniAequator  and 
dem  letzten  Meridiane  liegt,  ist  das  ^ fache  vom  Qua- 
drate des  Kugelhalbmessers,   wenn  A:<i  ist«    dagegen 

das     (A  — VA*— I)  fache     desselben     Quadrates,      wenn 
k'>\  ist. 

Wir  denken  uns  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  DE  halbirt,  föllen  von  dem 
Halbirungspunkte  auf  OA  ein  Perpendikel  p,  legen  durch  den 
Halbirungspunkt  den  Meridian,  weicher  die  sphfirische  Curve  in 
einem  zwischen  P  und  Q  liegenden  Punkte  X  (in  der  Figur  nicht 
angegeben)  schneidet,  und  fallen  von  X  auf  die  Aequatorebene 
das  Perpendikel  p',  dann  kann  man  das  Flächenelement  DEQP 
=■  DE,p'  setzen.  Es  ist  aber  p*  =z  k.p,  mithin  das  Flächen- 
element :=:  k  .DE.p  und  die  ganze  Fläche 

F  =  k2DE.p. 

DE.p  ist  aber  das  Moment  des  Bogenelements  DE  in  Bezug 
auf  OAy  mithin  ist  ZDE.p  gleich  dem  Halbmesser  OA  roultipli- 
cirt  mit  der  Projektion  des  Bogens  von  A  bis  zum  letzten  Meri- 
diane auf  OA, 

Wenn  A:<]  ist,  so  hat  der  letzte  Meridian  die  Länge  W 
und  die  Projektion  des  Aequatorbogens  ist  OA^  mitbin  ist  io  die- 
sem Falle 

F=zk.OA\ 

Ist  aber  A>  I ,    so  ist  för  den  letzten  Meridian  der  Sinus  der 

1 

Länge  =T>  mithin    die    Projektion  des    Aequatorbogens 
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UDci  also: 

womit  niiAere  Behauptungen  gerechtfertigt  sind. 


XliTIII. 

lieber    die  Behandlung    des   irreducibeln   Falles   der 
cabiscben  Gleichungen   bei'm  mathematischen  Unter- 
richte. 

Von 

Herrn  Heinrich  Greischely 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  HandeUlehranstalt  in  fjeipsig. 


Um  die  drei  reellen  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

Ä»— par  +  9  =  0 (I) 

für  den  Fall,  dass 

4  ^27 

ist,  zu  finden,  geht  man  gewöhnlich  entweder  von  der  goniome- 
triscben  Formel 

sin '9 — jsin^-fvfiinSq)  =  0 

aus  und  kümmert  sich  nicht  um  die  Cardanische  Formel,  oder 
man  nimmt  letztere  zum  Ausgangspunkte,  bringt  die  GrSssen 
anter  der  Cubikwurzel  auf  die  kanonische  Form  complexer  Grössen, 

r(cos9)db*sin9)),  * 


^'"  .  .^ 


432    Cretschttl:  Leber  die  BehatuUung  des  irreduciMm  Faik9 

und  zieht  dann  mit  Uilt'e  des  Moivre'scben  Satzes  die  Cobik- 
Wurzel  aus.  Der  Mo i vre' sehe  Satz  wird  indessen  nicht  immer 
in  den  Elementen  der  Arithmetik  behandelt  Dm  auch  in  sol« 
chem  Falle  von  der  Cardanischen  Formel  ausgehend  zu  den 
bekannten  Lösungen  des  casus  Irreducibilis  zu  gelangen,  kann 
man  folgenden  Weg  einschlagen. 

Die  Cardanische   Formel  giebt   für   die  Wurzeln   der  ctibi- 
sehen  Gleichung  (1)  die  drei  Werthe 

(2)  x^=u  +  v,     ara  =  — i(M  +  »)  +  iiV3(tt  — ü). 

0:3=  -4(tt  +  r)-4iV3(tt-r), 

wobei  u  und  v  die  Werthe  haben  : 

(3) 


Versucht  man  nun  zwei  reelle  Grössen  a  und  6  so  zu  bestimmen, 
dass 

a^^bi=u (4) 

ist,  so  ergeben  sich  durch  Erhebung  der  beiden  Seiten  dieser 
hypothetischen  Gleichung  auf  die  dritte  Potenz  die  zwei  neuen 
Gleichungen: 


«8-3a6«=-|,     3a«6-6«  =  Y  2!-.^.  .    .    . 


(Ö). 


Da  man  zu  denselben  zwei  Gleichungen  auch  gelangt,  wenn  man 
die  Gleichung 

a"bi  =  v (4)* 

derselben  Behandlung  unterwirft,  so  erkennt  man,  dass  wenn  es 
zwei  reelle  Grössen  a  und  b  giebt,  welche  einer  der  beiden  Glei* 
chungen  (4)  und  (4)*  genügen,  dieselben  Grössen  auch  die  andere 
Gleichung  befriedigen.  Die  wirkliche  Ermittelung  von  ein  Paar 
solchen  Werthen  a  und  b  gelingt  aber  auf  folgende  Art. 

Die  Multiplikation  der  Gleichungen  (4)  und  (4)*   ergiebt  das 
einfache  Resultat 

Diese    Gleichung    legt  den    Gedanken   nahe,  dem  a   und    6    die 
Werthe  beizulegen: 


der  cubischen  GieUhungen  beVm  mathematischen  Vnterrtckte,    4S3 


=  ^  ^.8iD9,    6  =  Y  ^.cos9. 


(6) 


Dareh   Einschaltung  derselben    in   die  erste  der  Gleichungen   (5) 
geht  diese  fiber  in 


osin9cos'9  —  sin^y^W    j^> 


die  linke  Seite  ist  aber,  wie  man  aus  der  Goniometrie  weiss, 
8in3<p.  Es  wird  also  q>  und  damit  a  und  b  bestimmt  durch  die 
Gleichung: 


»•"'39  =  V   4^- (7) 

Andrerseits  erhfilt  man  durch  Einsetzung  der  Werthe  (4)  und 
(4)*  für  u  und  v  in  die  Gleichungen  (2)  die  einfacheren  Formeln: 

ari=2a,    0?,  =  — a  +  6V3,    a-j  =  —  (a  +  6 V3) ; 

setzt  man  jetzt  in  diese  Formeln   statt  a  und  b  ihre  Werthe  (6), 
80  entstehen  die  Gleichungen: 

Xi  =  2  V   s.sinqp,      ara  =  2Y  ^f -^r- cosy  —  isinqpji 

art=  — 2 Y  gf-^-cosy  +  isin^J, 

welche  wegen 

^  =  8in60o,     l  =  co860<^ 

identisch  sind  mit 

(8) 

ar,  =2\  |.«iD9.,    j:,=  2y  ^.8io(60»-g.),    ara=— 2^  ^.8iD(60»+9>) 
Die  Gleicbnngen  (7)  nnd  (8)  CDthalten  die  gewfinscbte  Lusnng. 
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Unter  welchen  Verhältnissen  ist  es  für  die  Staatskasse 
Tortheilhaft,    ein   deprimirtes   Papiergeld  oder  Bank- 
noten gegen  Verzinsung  einzuziehen. 

Von 

Herrn  Grafen  L.  v.  Pfeil 

auf  Haiiadorf  liei  Neu  rode  in  Schlesien. 


Es  ist  ein  durch  die  National  -  Oekonomie  festgestellter  StU, 
dass  der  Preis  des  cirkulirenden  Mediums,  des  Geldes  (nicht  des 
Kapitals),  und  des  Papiergeldes  insbesondere,  von  dem  Verbält- 
niss  abhängt,  in  welchem  dasselbe  zu  dem  Bedurfniss  der  Cirkü- 
lation  steht.  Steigt  die  Masse  des  cirkulirenden  Mediums  auf  das 
Zweifache,  das  Zehnfache,  so  sinkt  sein  Preis  entsprechend  auf 
die  Hälfte^  auf  ein  Zehntheil.  Die  WerthverSnderung  lässt  sich 
an  einer  verhältnissmässigen  Preissteigerung  aller  Waaren,  bei 
längeren  Perioden  besonders  deutlich  an  einer  Preissteigeruog 
des  Getreides  und  der  Arbeitslohne  erkennen. 

Dieses  8achverhältniss,  welches  bei  den  edlen  Metallen  nnr 
in  der  Weltcirkulation  seinen  Ausdruck  erhält,  findet  ihn  beim 
Papiergeld  eines  einzelnen  Staates  in  derjenigen  Summe,  die  er 
ohne  Depression  in  der  Cirkulation  ertragen  kann,  so  wie  in  der 
Depression  des  Papiergeldes^  wenn  diese  naturliche  Grenze  über- 
schritten wird.  Betrüge  z.  B.  das  Cirkulationsbedurfniss  eines 
Staates  100  Millionen,  so  wird  derselbe  50  Millionen  Metall-  und 
50  Millionen  Papiergeld,  oder  10  Millionen  Metall-  und  90  Mil- 
lionen Papiergeld,  oder  endlich  100  Millionen  Papiergeld  allein 
ohne  Depression  ertragen.  Dagegen  werden  133}  Millionen  Papier- 
geld nur  75%  ■")  Werth  gegen  Silber  stehen,  200  Millionen  Papier- 
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^geld  nnr  50%.     Ui«  Summe  olao  des  ausgegebenen  PapiKgeldcs 
<Tlrd   in   rfem  einen    nie   in  dem  anderen  Falle   nur  100  Klillionen 
I    Silber  werlh  «ein  *). 

\  Eine  solche  Depression   trifft  da.s   ^anxe  8taalseinkoni- 

\     inen,    in  so  »eil  dieses  tu  Papiergeld  gezahlt   werden   darf,   und 

I     sein    Nachlheil    Susserl    sich    theits   in   finer   verhültnissniSesigen 

I     Steigerung  tler  Preise  aller  Anschaffungen,  welche  TQr  das  Slaats- 

bediirfniss    nülhig   sind,   Iheils   in   den   vermehrten    Aufwendungen 

für  die  Verzinsung  der  Staatsschuld,  so  wie  dem  erblihten  PreiHe 

aller  Stuatcanleihen ,  endlich  in  einer  völlig  ungerechtfertigten  Ilt- 

uiedrigung  aller  Gehalte. 

Griisser  vielleicht  als  diese  Nachtheile  sind  noch  die  gelShr- 
Erschiilterungen  im  Gewerhehelriebe  und  in  den  Besitzver- 
sen,  so  wie  im  Kredit  aller  Landesbe»'ohner. 


eiche  der  Staat 


liehen 
bällnü 

Wie  gross  dürfen  dieOpfer 
ohne  ENachlheil  für  seine  Finanzen  bringen  darf,  um 
den  Werth  des  ci  rkulirend  en  Papiergeldes  zu  erhöhen 
und  seinen  Cuuri«  auf  Pari  zu  erhalten? 

Die  Frage  soll  nur  allein  in  Beziehung  auf  das  ßiskalische 
Inleresse  mit  gänzlichem  Aussctiluss  der  weit  wichtigeren  Privat- 
Interessen  lieantwortet  «erden. 


^^H|iDie  Summe  des  uirkalirenden  Papiergeldes  in  einem  Staate  se 

^^^'Oer  Betrag  desnelben  überschreite  den  Bedarf  in  dem  Ver- 

hUtniss  wie  9  zu  100,  so  wird  der  Cours  f  und  der  Werfh  geget 


nämlich  100  Fl.  in  Silber 
man  eine  grlissere 


in  Waaren  £u  kaufen 

in  Papier  aufwenden  müssen.    Endlich 

geld   im    Staate    einem   Silherwerthe 

-  j     ■        c  '00 

wird  sein:    Ä  =  eX — ■ 


deren  Werth 
Summe,  7  (iulden 
slinimlliche  Papier- 
entsprecher 


und    dieser 


Soll   das  Papiergeld   \ 
darf  in    der  Cirkulatinn    n 


uf  den  Paricoars  gebracht   werden,   so 
r    verbleiben:    cX  —  ^  S.      Es   muss 


•)  N«.beoii.H.  „Deröffrntlirhe  t 
5$,  9  D.  in,  —  Auf  Währung  liereclinet, 
r«*p.  eOO  Fl.  Papier  lioiiteD. 


t."  2.  AuH.  Tbl.  I.  Cap.S. 
I  UKI  Fl.  Silber  tS3t  Ft., 
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vn 

also  aus   dem   Verkehr   gezogen    werden :    c  —  Srs  c^eX  — 
=  cX(\ -). 

Es  betrage  das  Einkommen  desselben  Staates»  in  so  weit  es 

in  Papiergeld  bezahlt  werden  darf,  eine  Summe,  m,  so  wird  diese 

Summe  durch  die   Depression  der  Valuta  herabgedrfickt  werdet 

100 
auf  mX — >  und  der  jährliche  Verlust  für  die  Staatskasse  wird 

^         100             „      100, 
sein:    m — mX  —  =mX(l ). 

9  9 

Zieht  jedoch   der  Staat,   um  den  Cours  wieder  auf  Pari  xa 

100 
heben,  die  obige  Summe  cX  (1 )  aus  dem  Verkehr  und  ver- 
zinst sie  mit /;  Procent ,  so  ist  dafiir  die  jährliche  Ausgabe  gleich  den 

irwi 
Betrage  der  Interessen  fdr  diese  Summe,  mithin  =cX(l ^^^' 

Endlich  ist  der  Gewinn  für   die  Staatskasse  gleich   dem    Untere 

schied  des  Verlustes,  den  sie  durch  die  Depression   der  Valota 

erlitt,  und  der  Ausgabe,  die  sie  för  die  Verzinsung  des  eingexo* 

100 
genen  Papiergeldes  aufwenden  muss.  Der  Erstere  war  fiiX(l )f 

der  Letztere  ^XiSft^O )•    Mithin  ist  der  Gewinn  filr  die 

Staatskasse  (m — cX  mp  X  (1 ).   Es  bleibt  also  ein  GewinD 

ftir  die  Staatskasse,  so  lange  m  grösser  ist  als  ^Xj^* 

Das   Ergebniss  dieser  Erörterung  ist  in  Worten  Folgendes: 

Die  Staatskasse  wird  Gewinn  haben,  wenn  sie 
Papiergeld  gegen  Verzinsung  einzieht,  so  lange 
der  Betrag  einer  Verzinsung  des  ganzen  vor- 
handenen Papiergeldes  kleiner  bleiben  wOrde 
als  die  ganze  Staatseinnahme. 

Zahlen  bei  spiel.  Das  Einkommen  eines  Staates,  so  weit 
es  in  Papiergeld  gezahlt  werden  darf,  betrage  200  Millionen,  das 
Cirkulationsbcdiirfniss  desselben  Staates  sei  250  Millionen  Silber. 
Das  cirkulirende  Papiergeld  betrage  aber  500  Millionen,  so  wird 
letzteres  zu  200  im  Course  gegen  Silber  stehen.  Die  Staatskasse 
verliert  also  durch  die  Depression  des  Cours  es  jährlich  die  HälRe 
ihres  Einkommens  mit  100  Millionen  Silber.  Zuge  der  Staat  da- 
gegen 250  Millionen  Papiergeld  ein,  und  verzinste  dieselben  mit 
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'V<*4.  so  tTtirde  er  jlihrlich  20  Millionen  zu  diesem  Zwecke  auf- 
wntden  niGttseri.  Ge;;en  liiere  AnrueoHirii^  iviitde  siph  abor  sein 
Eltiltommen  um  100  IVlilli'inen  Silber  vermehre»,  bezüglich  auf 
SOO  Millioneij  erhalten,  Der  Staat  »(inle  also  durch  die  Opern- 
ttoo  80  Alillifineii  -Silber  jährlieh   gewinnen. 

Die  Kichligkeil  des  obigen  Salzes  gilt  sueh  bei  einer  nur 
itnvnllsl.'indigen  F.iriziehung  von  Pupiergeld,  nie  folgende  Erürte- 
foiig  seigt. 

Angenoninieti.    es   Miirde  nirlif,    » ie   es  zur  Herstellung  des 

100 
Parirourses  nolhwendig  ist.  der  Betrag  tx:(l )  Regrii  Ver- 

...  ''      100, 

sinsung  eingezogen,  eniiilern  ein  geringerer,  <?X('— j^)»   **<>  " 

einen  ächten  Hröcli  bedeutet, 
100 


^1 
5<(1  — -T-)  <<;X(1  - —)  ist.   so  wurde    im   Verkehr  bleiben 


„       100,  "«)      ri-  n   .  j  ... 

r  — cX(1~  7—)  =  "^X  j^""     l*'«'«^''    »etrag    »urde,    «le    oben 

dargelhan  »rorden  ist.  den  Silbernerlh  des  ganzen  CirculnlinnK- 
bedCrrflisses,    also  den  Wcrih  von   -S  haben. 

Der  Betrag  den  .Slaalseinkonimens  war  m.  Es  Qurde  das- 
selbe   vor     der   Einziehung    von    Pa|iiergeld    auf  den   Sillierwerth 

100 
in  >;  - —    de(irimirl,    wie    gezeigt   worden.     Nach  der  Einziehung 

eines  Theils  des  Pa|iiergeldes  wird  die  Valuta  in  geringerem 
Maasse  deprimirt  werden   und  das  Slaalseinkomnien  Nitb  nur  ver 

100 
riftfr«rn  auf  mX-j-.      Der  jährliche    Verlust   Tör   die   Sraalsliasse 

...  >  ■    .'  100  .      '00 

wird  also  nur  bleiben    m  — mx-^  =  hiX(I  —  t-). 

Auch  in  diesem  F.<lle  Htrd  die  Staatskasse  Vorlheü  haben, 
«venu  sie  den  eingezogenen  Betrag  des  Papiergeldes  mit  p  Pro- 
cent verzinst,  also  f(ir  diese  Verzinsung  tfX(I — rf") -^  inö  ""'^ 
WMdet,  solange  (■x(l  - -7-)Xi^  Weiner  bleibt  als  inX(l  -7-) 

oder  eo  lange  '''^Tnö^'"'  ^^^  heisst,  so  lange  der  Beirag 
der  Verziiisnng  des  ganzen  ausgegebenen  Papiergeldes  kleiner 
bleiben  würde  als  das  ganze  Staalseinkonimen.  Der  (iewinn  für 
die  Staatskasse,  auf  Banknoten  berechnet,  ist  elienfalls 
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c  =  mX(l-*^)-cX(l-*^)Xi^  =  («-cXi^)X{l-^. 

Also  auch  für  unvollständige  Einziehung  von  Pa* 
pier{;eld  gegen  Verzinsung  gilt  der  obige  gesperrte 
Satz  in  seiner  ganzen   Ausdehnung  als  richtig. 

Zahlenbeispiel.  Das  Einkommen  eines  Staates  sei,  vrte 
in  dem  früheren  Beispiele^  so  weit  es  in  Papiergeld  gezahlt  wer- 
den darf,  200  Millionen.  Das  CirkulationsbedGrfniss  desselben 
Staates  sei  250  Millionen.  Das  cirkultrende  Papiergeld  betrage 
aber  500  Millionen,  so  wird  letzteres  zu  200  im  Course  gegen 
Silber  stehen.  Die  Staatskasse  verlor  also  durch  die  Depression 
des  Courses  jährlich  die  Hälfte  ihres  Einkommens  mit  100  Mil- 
lionen Silber.  Züge  der  Staat ,  um  den  Cours  zu  heben,  zwar 
nicht  250  Millionen,  sondern  nur  50  Millionen  ein,  und  verzinste 
dieselben  mit  8%,  so  uärde  er  jährlich  4  Millionen  Banknoten 
zu  diesem  Zweck  aufwenden  müssen.  Dieser  Verwendung  gegen- 
über würde  sich  aber  sein  Einkommen,  welches  von  200  Millionen 
auf  100  Millionen  Silber  gesunken  Y\ar,  wieder  auf  111^  Millionen 
Silber  heben,  der  Staat  würde  also  durch  die  Aufwendung  von 
4  Millionen  Banknoten  llj  Millionen  Silber  gewonnen  haben,  oder 
zum  Course  von  180  auf  Banknoten  gerechnet  llj  Millionen  malL 
also  20  Millionen  Banknoten. 


§.  3. 

Oesterreich  beGndet  sich  in  der  Lage,  dass  sein  Papiergeld, 
oder  was  praktisch  dasselbe  ist,  das  der  Hank,  den  Paricours 
nicht  erreicht.  Nach  der  vorstehenden  Darstellung  wird  er  jedes 
Opfer  bringen  müssen,  um  den  Paricours  herzustellen.  Diese 
Herstellung  kann  nur  allein  durch  eine  verhaltnissmässige 
Einziehung  von  Banknoten  bewirkt  werden,  keineswegs 
durch  Deponirungen  von  Silber  in  der  Bank,  oder  durch  Anleihen 
gewöhnlicher  Art,  oder  auf  irgend  eine  andere  Weise.  Theorie 
und  Erfahrung  beweisen  gleichzeitig  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung. 

Nachfolgendos  X'erfahren  dürfte  geeignet  sein,  der  Staats- 
kasse das  zuviel  ausgegebene  Papiergeld  zuzuführen,  ohne  des- 
halb übergrosse  Opfer  nöthig  zu  machen,  wiewohl  auch  die 
grussten  zur  Erreichung  des  Zweckes  nicht  leicht  zu  gross  er- 
scheinen könnten. 

Die  Staatskasse  nehme  beliebige  Suromen  von 
einigem  Belang  in  Banknoten  von  jedem  Einsen- 


der  des  In-  i 

spreche 
mehr)     v  li  e  o 
ftuch  auf  Vei 
rtickzuzahlei 


nd  Auslandes  ii 
iolche  mit  mon 
aus    in    Bankno 


üeposituin    um 
ich     i  7«     (Olle 


«olort  ! 


I  " 

■  V^.  1^  diirfle  kaum  /u  tezweirehi  sein,  Hass  ein  solches  \er- 
fahren  dei  .Staalbkasee  sehr  ßrusse  Suiiiinen  in  Papiergeld  zuTüh- 
ren  wflrde,  insbesondere  fast  den  ganzen  Betrag  derjenigen 
Summe,  welche  über  das  Cirkulatinnsliediirrniss  liinaua  gegeben 
worden  iüt.  Denn  jeder  Deponirende  verliert  nicht  einen  Augen- 
blick die  Verfiigung  Über  sein  Geld,  ttfiiircnd  er  gleichwohl  einen 
erheblichen  Zinsengenuxs  davon  gewinnt ;  er  wird  sich  darum 
jeder  äuDinie  xu  entäusisern  suchen,  welche  ihm  l'ür  das  BedfiTf- 
niss  seiner  lanTenden  Ausgaben  irgend  entbehrlich  ist.  Dabei  kann 
in  die  Zahlungsfähigkeit  der  Staatskasse  tmler  den  liekaniil  ge- 
niBcfalen  Bedinsungeii  niemaU  der  mindesteZweirel  gesetzt  werden. 

Selbst  ausländische  Banquiers  dürften  »ich  bei  einer  derarti- 
gen Stanlsanleihe  (denn  et>vnü  anderes  ist  es  nicht)  stark  he- 
(heiligen.  Einmal  ivilrde  schon  die  Betianntniacliung  der  vorge- 
schlagenen Maassregel  ein  erhebliches  Steigen  der  Banknoten  in 
Aussicht  stellen  uud  damit  dem  Aufkäurer  von  Banknoten  einen 
sicheren  (iewinn  eröffnen,  (ianz  abgegeben  davon  würden  aus- 
ländische HSuser  auch  Veranlassung  haben,  ihre  Bestünde,  ihre 
BaarbestSnde  Eumal,  in  zur  tieponirung  angekatiflen  Banknoten  zu 
belegen,  so  Innge  sie  nicht  ein  pl titzlicbes  starkes  Fallen  dersel- 
ben befürchten  müssen.  Denn,  selbst  wenn  die  Banknoten  znischen 
der  Anschaffung  und  der  Verausgabung  fallen  solllen,  so  würde 
der  Deponirende  noch  keinen  Schaden  haben,  so  lange  die  Dif- 
ferenz im  Anschaffungs-  und  Verk.iufsp reise  den  inz»ischen  zu 
gewinnenden  Zinsenlietrag  nicht  überschreitet. 

Der  vorgeschlagene  Ztnsfuss  von  j  %  monatlich  dtlrfle  dem 
Beilfirfniss  vielleicht  genügi-n,  da  er  eigentlich  nur  dem  Diskonto, 
nicht  aber  der  Verzinsung  nnkündbarer  Staatsdarlehen  gcitahrl 
werden  darf,  auf  welche  letztere  da«  starke  Angebot  nnil  »uhl 
such  ein   Mangel  an  Vertrauen  nachlheilig  einwirkt. 

Nach  dem  Course  der  MelalMques  mit  67  in  Banknoten  oder 
mit  47j  in  Silber  berechnet,  und  die  liileressenzahlungen  in  Sil 
her  vorausgesetzt,  würde  der  Zinsluss  für  gewübnlicbe  Slaalsdar- 
leben  allerdings  über  10%  sein-  Sollte  indess,  wider  Erwarten, 
ein  Zinssatz  von  6%,  >vie  er  vorgeschlagen  wurde,  nicht  genü- 
gen, um  der  Staatskasse  die  Banknoten  in  hinreichender  Menge 
«muführen,  so  wfirde  selb»!  ein  solcher  von  T%,  8%  und  mehr 
noch  einen  grossen  Gewinn   für   die  Staatskasse  übrig  las- 


"^ 
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seil,   gegenfiber  dem  enormen ,   darch  die  Depression  der  Valuta 
herbeigeführten  Verlust. 

Ein  übermässig  hochgegriffener  Zinsfuss  dOrfte  Veranlassung 
werden,  einen  grosseren  Betrag  an  Banknoten,  als'  zur  Herstel- 
lung des  Paricourses  nothwendig  ist,  ja  alle  Banknoten  aus  dem 
Verkehr  zu  ziehen.  \Venn  dieses  auch  an  sich  nicht  nachtheilig 
erscheint,  indem  sich  der  Abfluss  an  Banknoten  durch  Silber  vom 
Auslande  her  sofort  ersetzen  wurde,  so  mochte  doch  der  gegCD- 
wärtige  Zeitpunkt  weniger  geeignet  sein,  die  Staatsausgaben  zq 
diesem  Zweck  über  das  nothwendige  Maass  hinaas  zu  steigern. 

Es  ist  nicht  meine  Aufgabe,  das  Rechtsverhältniss  der  Staats- 
'  kasse  gegenüber  der  Bank  zu  beleuchten.  Dieses  kann  berück- 
sichtigt werden«  auch  wenn  der  Staat  sich  zu  dem  Noth wendigen 
eotschliesst.  Eine  Vermehrung  der  Ansprüche  des  Staats  an  den 
Kredit  der  Bank  würde  jedoch  aus  der  vorgeschlagenen  Maass- 
regel nicht  erwachsen,  die  eingehenden  Banknoten  vielmehr  die 
Staatskasse  in  den  Stand  setzen,  einen  Theil  ihrer  Verbindlich- 
keiten gegen  die  Bank  abzutragen,  welche  letztere  dann  die  ihr 
übergebenen  Banknoten  vernichten  könnte. 

/" 
Es  lässt  sich  mit  einiger  Sicherheit  vorher  bestimmen,  wie 
gross  die  Summe  sein  kann,  welche  ein  Staat  im  Verkehr  ertrSgt, 
und  ebeni<o  die  Summe,  welche  ein  Staat  zuviel  an  Papiergeld 
ausgegeben  hat  und  welche  daher  eingezogen  werden  muss,  am 
die  Valuta  auf  Pari  zu  bringen. 

In  §.  2.  war  die  Summe  des  cirkulirenden  Papiergeldes  eines 
Staates  gleich  c  gesetzt,  sein  Cours  gegen  Silber  wie  q  zu  100, 
und  es  ergab  sich  der  Silberwerth  des  sämmtlichen  ausgegebenen 

Papiergeldes:   i5  =  cX — • 

Es  stellt  iS  zugleich  diejenige  Summe  dar,  welche  der  Ver- 
kehr an  Papiergeld  ertragen  wird,  ohne  dass  dieses  der  Depres- 
8ion  unterliegt. 

Ist  mithin  die  Summe  des  ausgegebenen  Papiergeldes,  sowie 
dessen  Cours  bekannt,  so  lässt  sich  daraus  diejenige  Summe, 
welche  eingezogen  werden  muss,  um  den  Cours  auf  Pari  zu  brin- 
gen, durch  eine  leichte  Rechnung  finden. 

Zahlenbeispiel.  Am30.Juni  1861  betrug  die  Summe,  welche 
der  Kaiserstaat  Toder  die  Bank,  was  in  vorliegendem  Falle  das- 
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!«lbe  Ul)  «II  Pagiiergeld  iiuseegeben  balle*} 

Der  Cours   betrug   zu  eben   der  Zeit  .... 
ist   tnilhin   in  runder    Summe  zu    ^etKcii    c^ 

=  140.21. 
Uod  esergiebt  sichdie^umme,  welche  der  Stnal 

all  Pnpgld.  erlrngen  kann  S=473,U4,4O0x  jTq^I 


473,I44..1(1;  !■ 
IJ0,21. 
473,144.400  , 


Cnd  endlich  Hie 
kehr  xu  eieben  ist. 


imime,  «eiche  aus  dem  Ver 
II  den  Paricours  berzuslellei 


I35,(J'J0,300  Fl. 


Um  diese  Summe  einzuziehen  h  ürde  zu  6  "/o  ein  Aurwnnd  von 
iährlich  8,141,418  Kl.  erforderlich  geneHeu  sein:  «in«  Summen 
•  gar  nicht  in  Vergleich  zu  stellen  mit  dem  Ausfall,  den  die  Staats- 
kasse dnrcfa  die  Depression  des  Cniirses  erleidet,  und  noch  iveai- 
Kcr  zu  vergleichen  mit  dem  Schaden,  den  die  Depression  dem 
Österreichischen  Staats    und  Pri?atcredit  zufügt. 

Der  Betrag  des  Uankschatzes  scheint  nach  diesen 
Erörterungen  auf  den  Cours  des  Papiergeldes  nur  einen 
sehr  geringen  oder  gar  keinen  Einfluas  zu  üben.  WSre 
von  den  am  30.  Juni  1861  vorhandenen  8<J.778,352  Fl.  in  Gold  und 
Silber  ein  grösserer  Tbeil  zur  Einziehung  von  ttO  Millionen  Gulden 
Banknoten  verivendel  norden,  so  nürden  diese  zu  jeuer  Zeil  nicht 
140.21,    sondern  104^  gestanden  haben. 

§.  s. 

Du  über  die  Wirbsamkeil  der  im  §.  3.  vorgeschlagenen  Maass- 
Ngel  gar  keine  Erfahrungen  vorliegen,  so  ist  es  nur  mugtich, 
diese  Wirksamkeit  aus  der  ßnpirten  Uebertreibung,  nümlicb 
dadurch  zu  beurtheilen ,  dass  man  sich  die  Maassregcl  bis  an 
ihr«  Busserslen  miiglichen  Grenzen  ausgedehnt  denkt. 

Eine  dieser  Grenzen  würde  die  sein,  M-eiin  die  Verzinsung 
<)ea  deponirten  Papiergeldes  eben  so  viel  oder  mehr  betrüge,  als 
das  ganze  Staatscinkommeu.  Trifte  diese  Grenze  ein.  so  vrürde, 
gemSss  der  Enlnickelung  im  §.2.,  die  »eitere  Ausdehnung  der 
Maassregel  der  Staatskasse  Nachtheil  bringen.  Diese  Grenze  setzt 
jedoch  eine  so  ungeheure  Papiergeld- Emission  voraus,  dass  sie 
OUT  etwa  in  den  franzüsischen  Assignaten  eine  Analogie  findet. 

Wenn    eine    zn    niedrig    gegriffene    Verzinsung    den  Kapital- 
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besitzern   keinen  Anreiz  büte,   ihre  Bestände  in   der  Staattfkasse 
zu  deponiren,    so  wurde  die  Maassregel  wirkungslos  bleiben. 

Alle  Privatleute,  und  insbesondere  alle  Banquiers  und  Kauf- 
leute,  würden  trachten,  ihren  nothwendigen  Bestand  an  BanknoteD 
durch  Deponirung  derselben  so  viel  als  rauglich  zu  beschränken, 
und  zwar  wurden  und  konnten  sie  dieses  thun,  wie  gezeigt  wurde, 
ohne  Rücksicht  auf  ein  muthmaassliches  Steigen  oder  Fallen  der- 
selben. Es  lässt  sich  jedoch  eine  Grenze  denken,  wo  das  cir-  * 
kulirende  Papiergeld,  ohnerachtet  seiner  mehr  als  zulässigen 
Vermehrung,  zur  Bestreitung  des  Cirkulationsbedurfnisses  nicht 
mehr  ausreichte,  indem  die  Privatleute  mehr  Papiergeld  deponir- 
ten,  als  zur  Herstellung  des  Paricourses  nothwendig  wäre,  und 
ihr  Cirkulationsbedürfniss  durch  Anschaffungen  haaren  Geldes  be*  • 
friedigten.  In  diesem  Falle  würde  schliesslich  alles  oder  fast  alles 
Papiergeld  aus  dem  Verkehr  entschwinden.  Wollte  man  dieses 
vermeiden,  so  würde  es  nöthig  sein,  den  Zinsfuss  für  das  einza* 
ziehende  Papiergeld  herabzusetzen.  In  §.  3.  wurde  bereits  des 
Falles  gedacht. 

Wenn  diese  Grenze  erreicht  werden  mochte,  lässt  sich  schwer 
beurtheilen,  weil  sie  ganz  davon  abhängt,  in  wie  weit  Kapital- 
besitzer des  In-  und  Auslandes  geneigt  sein  mochten,  von  einer 
Deponirung  von  Papiergeld  Nutzen  zu  ziehen. 

Aus  allen  diesen  Erörterungen  dürfte  hervorgehen,  auf  der 
einen  Seite,  dass  die  vorgeschlagene  Maassregel,  selbst  wenn  sie 
wider  Erwarten  den  Cours  der  Banknoten  nicht  vollständig  aof 
den  Silberwerth  bringen  sollte,  gleichwohl  für  die  Staatskasse 
ungemein  vortheilhaft  sein  müsste,  auf  der  anderen,  dass  sie  in 
keiner  Weise  geeignet  sein  soll,  einer  in's  Unbestimmte  ausge- 
dehnten Vermehrung  von  Papiergeld  die  Wage  zu  halten. 
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Ueber  die  Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  aus 
den    gleichzeitigen   Angaben    eines    Quecksilber-    und 

eines  Aneroid- Barometers. 

Von 

^  Herrn  Franz   Vnferdinger 

Professor  der  Mathematik   an   der  Obcrrealschule  am  Bauernmärkte   in 

Wien. 


Da  die  Erde  von  der  Kugelgestalt  abweicht^  der  Art«  dass 
sie  an  ihren  beiden  Polen  abgeplattet  ist,  and  da  die  Erde  am 
eine  durch  diese  Pole  gehende  Aze  rotirt,  so  entsteht .  dadurch 
bekanntlich  eine  zweifache  Zunahme  der  Schwerkraft  vom  Aequa- 
tor  gegen  die  Pole  zu  und  zwar  erstens  wegen  der  allmäligen 
Annäherung  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erdgestalt  und  zweitens 
wegen  der  Abnahme  der  Fliehkraft.  In  der  That,  ist  ff  das  Maass 
der  Intensität  der  Schwere  am  Aequator  und  a  der  Halbmesser 
des  Aequators,  so  ist  in  der  Breite  g>,  zu  welcher  der  Radius- 
vector  Q  gehört,    das  Maass  der  Intensität  der   Schwere  gleich 

g(-j  •  Ist  ferner  f  ^ie  Fliehkrallt  am  Aequator  und  f  jene  in 
der  Breite  q>,  in  der  Richtung  der  Schwere  gemessen,  so  ist  be- 
kanntlich f=^jQ9   /' =/'Cos*<p>   folglich  die  Abnahme  der  Flieh- 

kraft  /"—/"'=/ Sin  ^^sr^r-^öy-*      Um   diesen    Betrag    hat    also 

die  Schwerkraft  zugenommen  und  es  ist  daher  ihr  Gesammtbetrag 
g'  in  der  Breite  q>  durch  die  Gleichung  gegeben : 


30' 
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M'enn  a^l  gesetzt  wird,  d.  h.  wenn  man  voraussetzt,  dam  e  lo 
Theilen  des  Radius  am  Aequalor  ausgedrackt  ist. 

Ist  diese  Zunahme  der  Schwcrbraft  durch  Beobactiluiigen  atn 
statirl    und   ihr   Betrag  gemessen,    so  gestaltet   dieselbe    eioei 
Rücitschluss  auf  die  Gestalt,    rcspective   aul   die  Abplattung  der 
Erde.     Die  Grösse   dieser  letzteren  wurde   hisljer  abgeleitet 
Gradmessungen,  aus  Pendelschwingungen   und    (wiewohl  mit  ge- 
ringerer Genauigheit)  aus   gewissen   MAiidstOrungen.     Wir  habeai 
es    hier    mit   einer   neuen,    von   Herrn   Commodor    Wül] 
entdeckten    und   vorgeschlagenen    Methode    zu    thuii,     »eiche  iiv 
fragliche  Grosse  aus  den  gleichzeitigen  Angaben  eines  QueckaJI- 
ber-  and  eines  Aneroid- Barometers  xu  ermitlelti  strebt    Mein« 
Erachfens  könnte  man  auch  die  gleichseitigen  Angaben  einer  gleich- 
armigen und  einer  Feder-Wage   für  das   Geivicht  eines  nnJ  des» 
selben  KOrpers  zu  diesem  Zwecke  verwenden ;    wir  werden  bleraof 
am    geeigneten    Orte    in    einer    Anmerkung    zurQckknm 
AuTgabe,  nelche  wir  uns  zur  Auflösung  in  diesen  Zeilen  gestallt 
haben,    besteht  kurz  darin,    die  Grösse  der  Abplattung  der  Erde 

('ÜiÖ/  ^'^  bekannt  vorausgesetzt,  den  Einlluss  zu  berechnen) 
welchen  dieselbe  auf  die  Angaben  eines  Quecksilber  -  Barometera 
in  verschiedenen  Breitengraden  ausübt.  Das  Resultat  tvird  >!■- 
daun  ein  bestimmter  Anhaltspunkt  sein,  um  zu  entscheid«)),  ob; 
man  durch  die  bezeichnete  Methode  hoffen  kann,  die  Erd&bplati 
tung  zu  finden  oder  ob  der  bezeichnete  Einlluss  auf  die  AngäbeB 
eines  Quecksilber-Barometers  so  klein  ist  und  von  sliirenden  Dl 
ständen  derart  modilicirt  ivird,  dass  man  auf  einen  praclischio 
Erfolg  verzichten  niuss. 

Unter  dem  spcciGschen  Gewicht  eines  KSrpers  versiebt  r 
in  der  Physik  eine  Zahl,  welche  angibt,  um  wieviel  schwerer  di« 
ser  Kürper  als  ein  gleiches  Volumen  Wasser  ist,  so  dass  ■ 
das  specifische  Gewicht  des  Wassers  gleich  Eins  ist.  Die  sp« 
cifischen  Gewichte  alter  übrigen  Körper  werden  nach  die:  ~' 
heil  gemessen-  Dieser  Begriff  des  specifischen  Gewichtes  «tf 
insolange  ausreichend  sein,  als  jene  Einheit,  mit  der  man  n 
unveränderlich  ist,  d.  h.  so  lange  das  absolute  Gewicht  4 
bestimmten  Volumens  Wasser,  z,  B.  der  Volumsetnbeil,  dasseJb 
bleibt.  Da  aber  das  absolute  Gewicht  eines  Körpers  alibfingt  v« 
der  IntensitSI  der  Schwere,  so  sieht  man,  dass  auch  das  absolut 
Gewicht  der  Volumseinheit  Wasser  mit  dieser  Intensität  i 
derlicb  ist.  Wenn  die  Erde  an  den  Polen  abgeplattet  ist  and  t 
eine  durch  diese  Pole  gehende  Axe  roltrt,  so  wird  daf 
Gewicht  der  Volumseinheit  Wasser  vom  Aequator  gegen  die  I 
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^^^^■b5  dra  glt. 

^^B  tintnerrort  zunehmen  und  am  Pol  »elbsl  das  Maximam  eeines 
(jerictiles  aurneisen.  Um  daher  die  üegriffe  zu  Dkiren,  ist  nolh- 
iv«ndi<j,  die  geogTa|iIiiBche  Breite  Tt^slzuselzen,  in  »elcher  sich 
jene  Volomseinheit  Wasser  be6ndet-  Nehmen  tvlr  als  Einheit  der 
■pedÜBchen  Gewichte  das  alisolut«  Geiricht  der  Vulumseinheit 
Wasser  am  Ae<|na(or,  und    bezeichnen  s  und  s'   die  speciflschen 

I      Gewichte  eines  und  de^seltien  Kiirpers  am  Aequalor  und  in  der 

I      Breite  7,    so  besteht  die  Profiortinn; 

m '■■''  =  r-9' 

Dater  diesem  Gesichtsjuinkte  wird  das  specifische  Gewicht  eines 
und  desselben  Kürpers  eine  mit  der  geographischen  Breite  ver> 
änderlicbe  Gnlsse,  und  ein  Quecksilber-Barometer,  welches  am 
Aequator  An  Stand  B  zeigte,  wird  in  der  Breite  <p  bei  unverän- 
dertem Luftdruck  eioeD  kleineren  Stand  b  zeigen,  da  sich  unter 
sonst  gleichen  Umständen  die  Barometerslaiitle  umgekehrt  wie 
di«  speclfischen  Gewichte  der  liarnmelriscben  Flüssigkeiten  ver- 
halten ; 

(3) ß:6  =  ä':j. 

Durch  Vereinigung  der  beiden  ProportioHeii  (2)  und  (3)  erhalt  man : 

(4) B:h  =  g':g. 

d.h.  bei  anverSnderlem  Luftdruck  ond  unter  sonst  glei- 
chen Umständen  verhalten  eich  die  BarometerslSiide  amAequator 
und  in  der  Breite  <p  umgekehrl  »ie  die  Intensitäten  der  Schwere. 

Das  Aneroid -Barometer,  welches  den  Druck  der  Luft  durch 
die  Elaslicität  eines  Kürpers  misst,  wird  von  der  in  verschiede- 
oeu  Bieilen  herrschenden  Verschiedenheit  der  Intensität  der 
Schwerkraft  nicht  afGcirt  und  wird  daher,  wenn  es  am  Aequalor 
bei  dem  Stande  B  mit  dem  Quecksilber-Barometer  übereinstimmt, 
auch  in  der  Breite  f  bei  unverändertem  Luftdruck  und  onter 
»onst  gleichen  Umständen  den  Stand  B  zeigen.  Die  Pro- 
portioo  (4)  bleibt  also  auch  dann  noch  in  Kraft,  ivenn  man  unter 
B  und  b  die  gleichzeitigen  Angaben  eines  Aneroid-  und  eines 
Qaecksilber- Barometers  verätehl,  welche  am  Aequator  in  ihren 
Angaben  übereinstimmen,  welche  Bedeutung  der  beiden  Buch- 
staben B  und  b  auch  in  der  Folge  beibehalten  werden  soll.  Er- 
setzt man  in  der  Proportion  (-i)  9'  durch  seinen  Werth  aus  (1) 
uad  bestimmt  daraus  p,    so  erhüll  man: 


(B     SinVV'      \f''n 


6  SinV. 
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oder  entwickelt: 

(5) 

oder  mit  hioreicbeoder  Annäbernng: 


(«) •=VbC+^> 


Mittelst  dieser  Forinel  kano  man  also  den  Radiasvector  g  aas  den 
in  der  bekannten  Breite  ip  beobachteten  gleichzeitigen  Barometer- 
ständen B  und  6  berechnen. 

Um  eine  Vorstellang  zu  bekommen,  am  wie  viel  aie  beiden 
Stände  B  and  6  von  einander  verschieden  sein  können,  setzte  ich 

die  Erdabplattungl  (ötü^)»  respective  die  entsprechenden  Wertbe 

von  Q  als  bekannt  voraus,  und  rechnete  ^  fiir  die  Breiten  von  10 
zu  10  Graden,  wie  untenstehend. 


9". 

b 

B 

336(1 -^ 

0 

^ciiin^ 

+  0*-00 

10 

0-99976 

»08 

20 

882 

0-40 

30 

748 

0-85 

40 

584 

1-40 

50 

407 

1-99 

60 

244 

2-54 

70 

108 

3-00 

80 

.  018 

3-30 

90 

0-98991 

3-39 

Die  dritte  Spalte  gibt  den  Werth  von  B — b  in  W.Linien,  wenn 
man  für  B  den  Werth  336'"'  adoptirt.  Will  man  diese  Zahlen  för 
einen  anderen  Barometerstand  B  haben,   so  braucht  man  diesel- 

ben  nur  mit   ;^   zu  multipÜciren. 

Also  das  Maximum  der  Abweichung  B  —  6,  so  weit  dieselbe 
von  der  Abplattung  der  Erde  herrührt,  beträgt  am  Pol  3"'*4*). 

Der  Umstand,  dass  beim  Aneroid-Barometer  durch  Vergrusse- 
rung  des  Apparats  auch  die  Entfernung  zweier  Zoiltheilstriche  ver- 
grüssert  werden  kann,  bleibt  auf  die  vorhergehenden  Rechnungen 
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ohne  Einflass  und  kann  nur  zur  grösseren  Genauigkeit  im  Able- 
sen des  Aneroid- Barometers  dienlich  sein.  Das  obige  Maximum 
von  3'^*4  bezeichnet  alsdann  3*4  allerdings  vergrusserte  Linien  des 
Aneroid- Barometers.  —  Da  man  a  priori  nicht  annehmen  kann, 
dass  Temperatur  und  Feuchtigkeit  in  gleichem  Maasse  und  in 
gleichem  Sinne  auf  das  Aneroid-,  wie  auf  das  Quecksilber -Baro- 
meter wirken,  in  welchem  Falle  wegen  iIq=z—-^ eine  Ver- 
änderung dieser  Grössen  auf  die  Werthe  von  g  ohne  Wirkung 
wSre,  so  ist  durchaus  noth wendig,  die  Angaben  beider  Barome- 
ter auf  dieselbe  Temperatur  ....  (auf  einen  gewissen  Normalzustand 
der  Atmosphäre)  zu  reduciren.  Es  sind  also  zur  Herstellung  von 
Reductionstafeln  filr  das  Aneroid-Barometer  vorher  noch 
einige  physikalische  Untersuchungen  nothwendig  über  die  Ver- 
änderungen, welche  der  Elasticitätsmodul  des  vom  Luftdruck  affi- 
cirten  Körpers  bei  verschiedenem  Temperatur-  und  Feuchtigkeits- 
zustand der  Atmosphäre  erleidet. 

Wir  gehen  nun  ober  zu  der  Formel,  welche  aus  den  Wer- 
then  von  q  die  Grösse  der  Abplattung  linden  lehrt,  find  zur  Be- 
trachtung des  Einflusses ,  welchen  ein  Fehler  in  B  und  h  auf  jene 
Abplattung  ausübt. 

Die  Formel,  welche  a  aus  q  und  g)  direct  gibt,  ist  die  folgende : 

(7)  «=l-$|V^H2ctg<pV(I-^^+V^-2ctg9V^(l-^«)l»); 

um  logaritbmisch  rechnen  zu  können  verfährt  man  indirect  nach 
folgenden  zwei  Gleichungen : 

(8) Smar= -^ , 

(9) er  =  1  —  g  Cos  Ja; , 

indem  man  vorher  den  Hilfswinkel  .r  rechnet,  mittelst  welches 
die  zweite  Gleichung  die  Abplattung  a  liefert. 

Bezeichnet  dg  einen  Fehler  in  g  und  da  den  entsprechenden 
Fehler  in  a,  so  gibt  die  Gleichung  (7)  durch  Diflferenziation  : 

1—«     1  — (!-«)*    ,   ^, 
(10).    .    .    .    da  =  ^g  y:z^\j  ( I  _  ^)2~-^  ^Q  *)- 

Mit  dieser  Formel  wurde  die  folgende  kleine  Tafel  gerechnet: 
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g>0 

lia 

0 

—  <xd(f 

=       <x>(dß-db) 

0*-00 

10 

-33-66  „ 

7-268, 

99 

007 

20 

8-47  „ 

1-830 

99 

0-26 

30 

404  „ 

0-872 

» 

0-66 

40 

243  „ 

0-524 

» 

002 

50 

1-72  „ 

0-372 

*> 

1-29 

60 

1-34  „ 

0-289 

>» 

I06 

70 

1 14  ,. 

0-246 

W 

1-95 

80 

1-03  „ 

0-222 

99 

216 

90 

-1-00  „ 

0.216 

99 

2-22 

Ein  und  derselbe  Fehler  in  q  hat  also  in  der  Nähe  des  Ae<)ua- 
tors  einen  34mal  grösseren  Einfluss,  als  in  der  Nähe  der  Pole. 
Selbst  in  der  Nähe  des  Pols  geht  noch  der  ganse  Fehler  in  q 
in  a  über.  Wenn  also  durch  derartige  Beobachtungen  die  Ab- 
plattung überhaupt  gefunden  werden  kann,  so  sind  Beobachtuogs- 
Stationen  in  hohen  Breiten  die  günstigsten. 

Durch* Differenziation  der  Gleichung  (6)  ergibt  sich  strenge: 

(11)  a^=vY    ol"A g-)  oder  annähernd"  ap= — ^w 

Dieser  Werth,  statt  dg  in  die  zweite  Spalte  der  oben  stehenden 

Tafel  gesetzt,  gibt  för  6  =  336^  die  dritte  Spalte,   wenn  dß  —  db 

in  Linien  ausgedruckt  wird.     Dieselbe  dient  zur  Beurtheiinng  des 

directen  Einflusses  eines  Fehlers  dB  —  db  auf  die  Abplattung«. 

Will  man   die  Zahlwerthe  dieser  Spalte  -  ßir  einen  anderen  Luft- 

336 
druck  6  als  336^'  kennen,   so  braucht  man  jene  nur  mit  -r-  zu 

multipliciren. 

Wenn  die  Grusse  des  Fehlers  dB — db  den  Zahlen  der  drit- 
ten Spalte   gleich   wird,  so  ist  der  daraus  entspringende  Fehler 

da  der  Abplattung  a  {=^öj^  dieser  Abplattung  selbst  gleich, 

d.  h.  beträgt  z.  B.  in  TO»  Breite  der  Fehler  dB-db  (die  alge- 
braische Differenz  der  einzelnen  Fehler  der  Barometerstände 
By  b)  1*95  Linien,    so  ist  der  dadurch  in  a  entstehende  Fehler 

gleich  ^QQ,   man  findet  also  die  Abplattung  entweder  gleich  Null 

oder  gleich    ttq,  oder  mit  anderen  Worten,  man  kann  1  gegen  1 

wetten,  dass  das,  was  man  findet,  die  Abplattung  ist  und  dass 
sie  es   nicht  ist.  —  Auch  diese  letzte  ^Spalte  gilt  fiir  6  =  336^; 
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will  iDBii  dieselben  für  einen  anderen  Barometerstand  A  haben,  so 
moKiplicire  man  jene  mit  ^-  Eine  in  der  Natur  zulSsaige  Ab- 
änderung des  Standes  b  würde  die  angesetzten  Zahlen  nicht 
tväseutllcb  ändern. 

^     Triest.    Jänner  1860. 


^^  Anmerkungen. 

>)  bezeichnen  B  und  b  die  gleichzeitigen  Angaben  einer  Fe- 
denrage  ond  einer  gleicharmigen  Wage  fQr  das  Gewicht  eines 
und  desselben  Kürpers,  so  gilt  die  Gleichung  (9),  folglich  auch 
jene  (ß)  ebenralls. 

■)  Die  Differenz  der  LSngen  des  Secundenpendels  am  Aequa- 
lor  und  am  Pol  beträgt  2*3  p.  L.,  allein  die  Erdabplattong  wird 
nicht  hieraus  abgeleitet,  snndern  aus  der  VerspStung  der  Uhr 
{3»  43*  in  24»). 

')  Da  die  Ableitung  dieser  Formel  der  reinen  Mathematik  an- 
gehi'irl,  80  hflbeii  wir  sie  im  Text  übergangen.  Sie  ist  die  Auf- 
lüsungder  Aufgabe:  Wenn  die  grosse  Halbaxe  des  Crdsphäroids, 
die  geographische  Breite  fp  eines  Ortes,    nebsl   dem  zugefaGrigen 

Radiasvector  ^  gegeben  ist,  die  Abplattung  a=l —  zu  linden. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  Brde  in  der  Ebene  eines 
Meridianschnitfes  ein  rechtwiDküges  Coordinateosystem  der  xy, 
die  :r-Axe  durch  die  Breite  0^,  also  die  y-Axe  durch  die  Breite 
90",  so  gelten  folgende  drei  Gleichungen: 


,  — ,  .*)  P*  =  ar*+y'.      b)  ctggi 


I  xor  BeatinirauDg  von  a  nor  des  VerhSItoisaes  -  bedarf, 

f  "Mfzeo  wir  tur  Einfachheit  und  in  UebereinstiminaDg  mit  dem 

Torbergehendeii   a  ^  I ,   so  dass  a  =  \  —  b  wird.    Weil  nach  a) 

y*=e*  — x',    80    erhält   man   durch  Substitution  ine)   und    Auf- 


=  1-6«    ' 
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-«=7«'i «">    und    hiermit   nach  b)  ctff®€p=6*^ «. 

In  dieser  Gleichung  ist  nur  mehr  die  Grösse  6  unbekannt,  sie 
dient  also  zur  Bestimmung  derselben.  Geordnet  wird  6^  —  qH^ 
+  ctg*gj(l  —  ^*)  =  0 ;   setzt    man  «^  =  1  —  ^*,    so  wird  : 

b^  =  i{Q^±  ^^*  — 4ctg«g)««|, 

und  weil  für  9  =  90^  6  =  p  sein  muss,  so  gilt  im  vorliegenden 
Falle  von  den  beiden  Zeichen  das  obere.     Man  hat  nun : 

^2=  :^  V"^^  +  V[?*-(2cotg9>£)«], 
oder  durch  Transformation  mittelst  des  Sourd'schen  Binoms: 

6  =  itV"^«  +  2ctg9pf  +  V*^«— 2ctg9>«K 
und   weil  a  =  1  —  6   ist : 

(7)     a=l-itV'^H2ctg9V(l-^*)+V*P»-2ctg9V/(l-e»)l. 

Zum  logarithmischen  Rechnen  fiihrt  man  einen  ^ilfswinkel  üt 
mittelst  der  Gleichung  ein: 

(8) Sln.  =  ^ctg5^'; 

hierdurch  verwandelt  sieh  (7)  in 

a  =  1  -  1 1  V^H-Sioa:  +  Vl-Sinar|. 

71»  TU 

Wird  nun  x  immer  zwischen  —  ^r  und  n-  gewählt,  so  ist  oacb  den 
Lehren  der  Goniometrie: 

it  V^r+Sin'^  +  V^l-Sina:)  =  Cosio:, 
und  man  hat  zur  Berechnung  von  a  die  einfache  Formel : 
(9) a  =  l-^Cosiar. 

^)  Zur  Herstellung   der  Differenzialgleichung  (10)   gehen  wir 
von  der  endlichen  Gleichung  (7)  aus  und  setzen  für  einen  Augenblick: 

A  =  ctg9,    R  =  VQ^  +  2hV(l-Q^),    R'  =  Vg^-2hv(l-Q^): 
dann   wird : 
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dR_      QdQ       Vl-^a-A 
dg  ""  Vi  — ^«'  Ä  ^' 

mitbin 

c/fi^  grfg      Vl-g^  +  A 

und 

dg  ^  dg  '^  Vr^'  Ä^' 

oder,   weil   iB  + Ä' =  2(1 -«),    Ä«^Ä'«  =  4Ä  VT^"^,    folglich 

1  — « 

dfi  <//z^  _   QdQ    2(1--  «)*  vr=^ + 2A«  ^r:^^ 

-dp  +  dg'  ""  Vr^i*  ^^'  (i  -  «) 

nnn   ist: 

(i2+/2')«  =  4(l— «)«  =  2p«+2Vp*— 4Ä«(1-"^),    Ä«+Ä'«  =  2p2 

mithin : 

i2/2'  =  Vp«-4Ä«(l-p«)  =  2(1— «)«— p», 


sonach : 


,._(l-«)ng'-"(i-«)^]^ 

1— p« 


und  es  wird  durch  Sabstitation  der  gefundenen  Werthe   für  RR' 
und  A*: 

dp  +  dp-'*^*   *      (i-«)[2(i-«)«-p«]       ^rr=^*' 

1_-«     l_p«_(l_«)»  +  p2 


,  /rfÄ  .  dR'\         1  — 


p«      2(1— «)»— e« 

also  scfaliessiicb : 

1—«    1  — (1  — «)' 

(10) «^=-?T:::^*2(i-a)»-p»"*' 
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Da  ich  die  für  den  Zweclc  dieser  Zeilen  nothwendigen  For- 
meln (7),  (8),  (9)  und  (10)  in  den  mir  zugfingtichen  geodätischen 
Handbüchern  nicht  finden  konnte,  so  wird  man  die  hier  gegebene 
selbstständige  Ableitung  derselben  entschuldigen. 


Stimmen  die  beiden  Barometer  am  Aeqaator  nicht  fiber- 
ein, wie  oben  vorausgesetzt  wurde ,  sondern  ist  dort  c  die  Cor- 
rection  des  Quecksilber- Barometers  in  Bezug  auf  das  Aneroid- 
Barometer,  so  sind  in  den  Breiten  10^,  20^,  30^,  ....90^  die 
Correctionen  c-|-0*08,  c-f0'40,  c-f  0*85,  ....c-l-S'dO,  so  dass  also 
die  beobachteten  Gesammt- Correctionen  sich  mit  der  geographi- 
schen Breite  verändern.  Diejenigen  Grossen,  welche  in  die  Ab- 
plattungsrechnung fibergehen,  sind  dann  die  Unterschiede  der 
beobachteten  GesammtrCorrectionen  In  den  betreffenden  Breiten 
und  der  beobachteteii  Correction  am  Aequator.  —  Hierin  ist  der 
Fall,  dass  beide  Barometer  in  irgend  einer  Breite,  z.  B.  von  50^ 
(Breite  des  Fabrikörtes  des  Aneroid- Barometers)  fibereinstimmeo, 
auch  schon  eingeschlossen,    dann  Ist    c  =  -*l'99. 

Polsson  bringt  Im  2.  Bande  seiner  Mechanik  (S.  475. 
der  deutschen  Uebersetzung  von  Stern.  1836.)  diefihnlicbe 
Idee  in  Vorschlag,  das  Quecksilber  -  Manometer  zur  Bestimmung 
der  verschiedenen  Intensität  der  Schwere  In  verschiedenen  Breiten 
au  verwenden,  macht  aber  am  Schlüsse  die  Bemerkung,  dass  die- 
ses Verfahren  immer  nur  einer  geringeren  Genauigkeit  föhig  ist, 
als  das,    welches   sich  auf  9ie  Pendelversuche  gründet. 
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lil. 

Das  sphärische  Dreieck,  dargestellt  in  seinen  Bezie 

hangen  zum  Kreise. 

(Fortsetiung  der  Abhandlung;  in  Thl.  XXIX.  S.  479.  und 

Thl.  XXXIII.  S.  14.) 

Von 
Herrn  Franz    Unferdinger, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Oberrealschole 
am  Banernniarkto  in  Wien. 


§.  76. 

Nach  den  ersten  Gleichungen  in  den  §§.  60.  und  65.  ist  mit 
Rücksicht  auf  jene  (v)  und  (d')  die  von  uns  eingeführte  HilfsgrSsse 

.    ^     SinK6+ci:a)Co84(6+cTa)+2Sin46SinicSini(6+c) 
M  respect.  *i= Smi(b  +  c±a) * 

Das  erste  Glied  im  Zähler  ist  gleich  itSin(6  +  c)dbSina),  folg- 
lich ist  der  ganze  Zähler: 

it2Sinl(6+<?)Cosi(6  — c)i:Sipa|=ri(Sln6  +  Sinc±Sina); 

wir  können  also  für  M,  Mi,  üf«,  Jü^  statt  ^^^  Ausdrücke  (151) 
die  folgenden  einfacheren  siibstituiren : 

-- Sin  a  -f  Sin  6  -f  Sin  c 

^  ""    2Sini(a  +  6-f  c)    * 

-- Sin  6  -f  Sin  c  —  Sin  g 

(166)  /  2Sini(6 +c-^a)    ' 

Sing  +  Sine— Sin  6 

^«—    2Sini(g  +  c-6)    ' 


Sing  +  Sin6  — Sine. 
^»—    2Sini(o  +  6-e)    ' 


■■   rr« 
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und  die  Formein  (150)  bestimmen  die  Entferaungen  d,  di,  d%,  i^ 
der  Mittelpunkte  der  vier  Berfibrnngskreise  eines  spb&rtscheD 
Dreieckes  vom  Mittelpunkte  des  demselben  umschriebenen  Krei- 
ses durch   die  drei  Seiten. 

Um  diese  Distanzen  durch  die  drei  Winkel  zu  ermitteln ^  haben 
wir  die  Formeln  (154)  gegeben  und  die  entsprechenden  Formen 
für  die  ßi  gehen  aus  jenen  (166)  hervor«  wenn  man  bedenkt,  dass 
für  jedes  sphärische  Dreieck  gilt : 

Sina  Sini/4 


(167) 


Sin  i(a  +  6  +  c)  ""  Cos  JÄCos  iC ' 

Sin  6 SinjB 

Smi(a  +  6  +  c)  ""Cosi/iCosIC' 

Sine  _^        Sin^C 

•Sini(a  +  6  +  c)  ""  CoslACoaiB ' 

Sina  Sm^A 


(168) 


Sini(6  +  c-.a)""  Sin  JA  Sin  ^C 

Sin  6       . Sinj^ 

Sini(a  +  c— 6)  ""  Sin  iA  Sin  JC* 

Sine SinjC 

Sin  i(a  +  6  -  c)  ""  Sin  ^A  Sin  ^B  * 

wodurch  man  erhält: 

M  -  Sjn^  +  Sing+SinC 
~"4Co8i^CosiÄCosiC' 
Sing  +  SinC-Sin^l 
(1^9)  ;  ^'""4CosiJSiniiBSiniC' 

Sin^+SinC-Sing 
^«""  4CoslßSini^SiniC* 

Ji§  _  SiiK4  + Sin  ^-SinC 
^  ~~  4CosiCSini.4Sin4Ä' 

§.  77. 

Lehrsatz.  Sind  die  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
eckes je  kleiner  als  180^,  so  ist  immer  die  Summe  der 
Sinus  zweier  Seiten  grösser  als  der  Sinus  der  dritten, 
oder  CS  findet  immer  die  Relation  statt: 

(170) Sin«  +  Sin 6  >  Sine. 

Soll  dieses  der  Fall  sein,  so  müssen   die  drei  Längen  Sinei, 
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8in6,  Sine  immer  ein  geradliniges  Dreieck  forroiren,  folglich  auch 
jene  2 Sinn,  '2 Sin 6«  2 Sine.  Diese  sind  aber  die  Sehnen  der 
Bogen  2a,  26,  2e,  welche  immer  ein  Dreieck  forroiren,  da  ihre 
Hälften  a,  ö,  c  die  Seiten  des  betrachteten  Dreieckes  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Differenzen 

Sin  6  +  Sine  —  Sino, 
Sina  +  Sine  —  Sin  6, 
Sina  +  Sin  6  —  Sine 

immer  positiv  sind,  folglich  auch  M,  Mi,  M^,,  ^g,  von  welcher 
Eigenschaft  wir  in  der  Folge  Gebrauch  machen  werden. 

Zusatz.  Wendet  man  die  Relation  (170)  auf  das  Polardrei- 
eck an  und  kehrt  mittelst  der  bekannten  Relationen  §.  16.  von  den 
Seiten  desselben  zu  den  Winkeln  des  Hauptdreieckes  zaräck,  so 
zeigt  sich: 

Sin^  +  SinA>SinC, 

und  es  gilt  daher  auch  folgender 

Lehrsatz,  Sind  die  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
eckes je  kleiner  als  180^»  so  ist  immer  die  Summe  der 
Sinus  zweier  Winkel  grösser  als  der. Sinus  des  dritten. 

Dieser  letztere  SatzMst  insofern  merkwQrdig,  als  für  die  drei 
Winkel  die  Relation  A  -{■  B"^  C  keineswegs  allgemein  besteht. 


5.  78. 

Die  drei  Entfernungen  d| ,  d^»  d,  des  Mittelpunktes  des  ein- 
geschriebenen Kreises  von  den  Mittelpunkten  der  den  Nebendrei- 
ecken nmschriebenen  Kreise  haben  wir  in  $.  70.  gegeben  und 
die  HilfsgrSssen  M|,  M^«  Ms  gehen  aus  jenen  iV|,  M^  M^  hervor, 
wenn  wir  der  Reihe  nach  61,  e|  statt  6,  e;  Oi,  Ci  statt  a,  e;  cfi,  6| 
statt  a,  b  setzen,  wobei  ai,  61,  e^  die  Supplemente  von  a,  b,  c  be 
zeichnen.    Hierdurch  geben  die  (166): 

__        Sin6-(-Sine — Sina 
Mi  = 


(171)  ....       <  M.= 


28ini(a  +  6-f  e) 
Sin  a  -f  Sin  e  —  Sin  b 


'«—    2Sm4(a-f6  +  r) 

_Slna  +  Sm6---Sine. 
*'»""    2Sin4(a  +  "6  +  c)    ' 

woraus  man  in  Verbindung  mit  (166)  unmittelbar  erkennt,    dass 
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(161) ilf  =  Ml  +  Ml,  +  M„ 

">  -  Sini(a  +  6  +  c)*»-tgp,  *» ' 

(172).   .    <    M,=  g,„^^^^^^jilf,=j— ilf„ 

SiDi(a  +  6-c)„  _  tg« 
**•  -  Sini(a  +  A  +  c)^»  "  X^  "* 

Werden  die  Gleichungen  (172)  addirt^  so  erhält  man  nach  Be- 
rücksichtigung der  (161)  die  merkwürdige  Relation: 

^'     ^ tg(?~tg(>j     "''tg^'^tg^* 

Da  fSr  das  ebene  Dreieck  die  Sinus  und  Tangenten  den  Bogen 
gleich  werden ,  so  dass  die  (166)  geben :  ill  =  JV^  =  M^  =  ^,  =  ], 
so  erhält  man  hierfilr  die  bekannte  Gleichung: 

(174) 1  =  1  +  1+1. 

Diese  hier  angedeutete  Analogie  wird  später,  wenn  wir  Fon 
der  geometrischen  Bedeutung  der  M  handeln,  noch  schär- 
fer hervortreten. 


§.79. 

Sind  /ii,  h^i  A3  die  drei  Höhen  des  sphärischen  Dreieckes, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  derselben  aus  den  drei  Seiten  nach 
unserer  Bezeichnung: 

(175)    SlnÄ.=^.     S'»*.  =  li^'     S'»^  =  l^' 
mittelst  dieser  und  der  folgenden  aus  §.  IQ.: 

(12)       ♦g^  =  shii(a  +  6  +  c)'      *»^«=Srni(6+c-.a) 

findet  man  sogleich: 

Sing        tgp  Sin 6         tgp  Sine         tgg  , 

2Sin4(a+6+7)""Sfi;Äi'  2Sin4(a+6+c)""SiHÄi'  2Siiii(^+6+F)""Sin  V 

Sing        _tggi  Sin 6        _ tg p| Sine        tgpi  . 

2Sinl(6+e-a)""SfiS^'  2Sinl(6+c-a)"'SliÄi'  2Sini(6+e-a)""Si5Ä,' 


(176) 


•    •     • 
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durch  deren  Vereiuigang  im  Sinne  der  Gleichungen  (166)  folgende 
merkwfirdige  AosdrOcke  für  die  M  entstehen  : 

^  =*»^  (siO^  +  SiiTÄ^  +  Si^)' 

welche  für  das  ebene  Dreieck  nach  der  oben  bereits  gemachten 
Bemerkung,  dass  alsdann  aus  (166)  folgt:  M=zMi=M^^M^=:\, 
in  die  folgenden  Relationen  übergehen: 


(J77) 


9l  A9  A3  Al  ' 

92      hl      A3       A2 
Qz      hl      h^      h^ 


§.  80. 

Die  bei  unseren  Untersuchungen  vorkommende  symmetrische 
Funktion  Hi  wird  nach  §.  10.  durch  die  Gleichung  definirt: 

(IJ) 
^fi*  =  Sin4(a+6+c)  Sini(6 +  c~a) Sin i(a+c— 6)  Sin4(a.+6— c). 

Vergleicht  man   diesen  Ausdruck  mit  der  ersten  der  gonlometri- 
scben  Verwandlungsformeln  (e)  in  §.  42. ,  so  sieht  man,  dass  auch 

4Äi*  =  l--Cos«a  — Cos^Ä— Cos*c  +  2CosaCos6Cosc, 

oder 

(178) 

4^1«=  (Sin«a  +  Sin«6  +  Sin«c)— 2(l-CosaCos6Cosc). 
Wir  wollen  nun  zur  Vereinfachung  der  Transformation 

Th€U  XLII.  31 


"1 
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Sinic  =  r,    CosJc  =  / 
setzen,   ao  dass 

und  man  hat,  indem  statt  a,  6,  c  die  halben  Selten  eingeführt 
werden : 

,      Cos  a  Cos  6  Cos  c  =  (I  -  2a«)  (1  —2/5«)  (l  -  2y«) 

=  (I  —2a«)  (1  —2/3'«)  (1  —2/«) 

=  (l— 2a'«) (1-2/3«)  (1—2/«) 

=  (1  -2a'«) (1-2/3'«)  (1  -2y«) 
oder : 

CosaCosACosc = 1  —  2a«  —  2/3« — 2y«+4a«/3« + 4a«y»+  4/3«y*  —  8a«/5«y* 

= l-2a«-2/3'«~2y^+4a«/3'«  +  4a«y'«+4/3V*-8« W 
=  l-2a'«-2/3«-2y'«+4a'«/3«+4a^y'«+4/3«y'«-8a^/3«y^ 

=  1  -2a'«-2/3«--2y«+4a'«/3'«+4a  V+^/^V-So^/J  V- 

Werden  diese  vier  Gleichungen  addirt,  die  Summe  mittelst  der 
obigen  Relationen  (iL)  reducirt  und  durch  4  abgekürzt,  90  zeigt 
sich  alsbald: 

Co8aCoi56Cosc=  l-21(a/3y)«  +  (a/3'y')«+  (a'/3y')«+(a'/3'y)«|, 

oder  durch  Anwendung  der  in  §.  11.  unter  (14)  eingeführten  Be- 
zeichnung : 

(179)       1  —  Cos  a  Cos  6  Cos  c  =  2  (^  +  zf,« + zf.«  +  -^s*)- 

Wenn  man  nun  bedenkt,  dass 

2  Sin  a  Sin  6  =  8aa'/3/3'(y«  + /«)  =  Sd^^  +  SJ^J^, 
2  Sin  aSin  c  =  8aa'y/(/3«  +/3'«)  =  8^^,+8^,^8 » 
2  Sin  6  Sin  c  =  8/3/3'yy'(a«  +  a'«)  =  8^zfi  +  SJ^J^ 

ist,  so  erhält  man  durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  zu  jener 
(178),  Indem  gleichzeitig  für  1  — Cos  a  Cos  6 Cos c  der  Werth  aus 
(179)  substituirt  wird : 

(180) 
4//i«=(Sina+Sin6  +  Sinc)«  — 4(^1+^/4+^/3 +  z/)« 

Aus  der  ganzen  Entwickelung  dieses  Paragraphen  wird  ein- 
leuchten, dass  vorstehende  Formel  nichts  weiter  ist  als  eine 
goniometrische  Verwandlungsformel,  d.h.  eine  identische 
Gleichung,  giltig  für  jeden  Werth  von  a,  6,  c. 
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Diese  Gleichung  wird  daher  auch  noch  gelten,  wenn  man 
—  a  statt  a  setzt.  Hierdurch  findert  sich  Hi  nicht,  im  zweiten 
Theil  hingegen  tritt  —  Sina  an  die  Stelle  von  »Sina,  indem  gleich- 
zeitig /1  und  dl,  welche  Sin^a  enthalten,  ihr  Zeichen  findern,  so 
dass  man  auch  hat: 

(181) 

4^1«  =  (Sin  6  +  Sinc-- Sinn)«  —  4(z/ft+z/8 —^1 —^/)*, 

und  auch  diese  Formel  ist  nichts  weiter,  als  eine  goniometrische 
Verwandlungsformel,  oder  der  zweite  Theil  ist  nur  eine  andere 
Form  für  das  Produkt 

4Smi(a+6  +  c)Sin4(6+c  — ö)Sin4(<r  +  c-6)Sin4(a  +  6  — c). 


§.81. 

Dividiren  wir  die  Gleichung  (180)  durch  iSxn^^a  •{•  b  •{•  c\ 
die  Gleichung  (181)  durch  4Sin*4(6  + c  — a),  und  verstehen  wir 
nun  unter  a,  b,  c  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes, 
so  werden  die  ersten  Theile  beziehungsweise  gleich  tg^^,  tg*^|, 
die  ersten  Glieder  der  zweiten  Theile  je  gleich  M  und  Mi,  and 
man  hat: 

jetzt  ist  aber  auch  nach  Gleichung  (16)  {.  11.  unter  Anwendung 
von  Gleichung  (54)  in  §.  22. : 

J+Ji  +J^+J^=:iHi  (ctgp+ctge,  +ctgp4+ctgp,)  =  i^i<tgr+ctg^), 
^4+^3-^1  "J  =4^i(ctgpa+c»8Pi— ctg^i— ctgp)=Ä,(tgr-ctg9i); 

mithin,  wenn  man  diese  Werthe  substituirt  und  M,  Mi  bestimmt: 

m  =tg«^    +(tgrtg(i  +1)*, 

*i*  =  «g'(»i+(tgrtgei-l)«, 

(182).    .    .    .  ^    ilf,«=tg«p,+  (tgrtgp,-1)«, 

wodurch  die  in  unseren  Distanzformeln  (152)  vorkommenden  Hilfs- 
gr58sen  M,  Mi,  M^,  M^  auf  ihre  einfachste  Form  zurfickgefuhrt 
sind,   und  man  bat  nunmehr: 

31  ♦ 


tr 


^"^^ 
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tg«r-2tgrtg(. 


(183) 


I   tg  <»  -,g8p  +  (,grtgp+l)«' 

,  ,,  _       tg«r-t-2tBrtgg, 

'^     '~tg«e,+(tgrtge,-I)«' 

,   ,  ,  _       tg«r+2tgrtgfa 
'8  ««-tg«p,  +  (tgrtge,-l)«' 

.   , .  _       ts«r  +  2tgrtgfa 
«n  **»-tg«t.,  +  (tgrtgp,-l)** 

Man  sieht  also«  dass  Hie  Ausdrficke  fiir  die  Distanzen  d,  c£|,.... 
wie  in  den  Euler*schen  Formeln  fiir  das  ebene  Dreieck  rf*=r*— 2rp, 
iii*=r*  +  2r9i,....  nur  von  den  Radien  derjenigen  Kreise  abhän- 
gen, deren  Mittelpunkts- Entfernung  sie  bestimmen. 


§.  82. 

Substituirt  man  die  gefundenen  Werthe  von   Mi,  il#2»  M^  in 
Gleichung  (172),  so  folgt: 

j  M,«=tg«^  +  (tgr|tg()-l)«, 
(184).   •   •    •    j  M.«=tg«p  +  (tgr«tg9-l)«, 

(  M,«=tg«p  +  (tgr,tgp-l)«; 

wodurch  die  Distanzformeln  (156)  §.70.  öbergehen  in: 


(185)  .    . 


ta2A     -         tg^t+2tgrttgg 

^    *"'tg2(»  +  (tgritg(»-l)«' 

.„^x    _      tg%  +  2tgrgtgg 
^    *-tg«p  +  (tgr,tgp-I)«' 

♦cr2A   -.      tgar3+2tgr3tgg 

^g^8-jg2^^.(tg^^tg^-l)»- 


§.  83. 

Addirt  man  in  den  ersten  zwei  Gleichungen  (153)  beiderseits 
1  und  stellt  im  zweiten  Theil  auf  gemeinschaftlichen  Nenner,  so 
zeigt  sich : 

1  4.  ta«^  -    a  +  *g'r)(H-tg«p) 
'  +  '«'*-tg»p  +  (tgrtgp  +  l)«' 

*  +  'g  «»-tg'c  +  Ctgr.tgp-l)*' 
und  wenn  die  (153)  durch  diese  diWdirt  werden:  - 
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^'''^'^  =  (i%X'^r)(l+%%)  =  Sin«rCo8«()~28inrCo»rSiDgCo8e, 

oder  endlich: 

Sln^d  =Sin«(r— ^)  — Co8«rSin«p, 
Sin«tfi  =  Sin2(r  +  ^i)-<'os«rSinapi, 
^      ^*    •    ^    Sin«rf,  =  Sin«(r  +  (»a)— C:o8«rSiii«(»a, 

Siii«rfs  =  Sin«(r+ ^j)  — Co8«rSin«pj. 

Aaf  dieselbe  Art  folgert  man  ao8  (185): 

l    Sin^^i  =r  SiD2(p  +  ri)-Sin»(>Co8«r|, 
(187).    .    I   Sin«Jj  =  Sin«(p+ra)  — Sin«^Cos%, 
Sin%  =  Sin«(p  +r,)-Sin«pCos«r3.* 


§.84. 

Durch  Einführung  der  SinuA  und  Cosinus  statt  der  Tangenten 
in  den  Ausdrücken  (är  M  (182)  erhält  man  mit  Benutzung  der 
Distanzformeln  (186): 

_  Sin^pCos«r-f  Co8g(r--p)_l  -Sin»(r— ^)  +  Cos«rSin»p 
Cos  V  Cos  «p  ""  Cos  »r  Cos  «e 

l-Sin^rf 
Cos*rCos*p' 

^      Co8«r Sln^gt  +  Co8«(r  +  gi)  _  1  -  SinV  -f  pQ  +  Cos«r Sin^p^ 
^»   ""  Cos  «r  Cos  V  ""  Cos«rCos«pi 

1-SinMi 
Co8*rCos*pi' 


also  auch : 


(188) 


'  M  —      Cosd  _      Cosdt  m^  _     Cos(/e 

^""CosrCose'    ^»  ""CosrCospi'     ^«""  CosrCosp»' 

M Cosrfg 

'      CosrCos^' 

Eine  ähnliche  Umformung  der  Ausdrücke  (184)  für  Mi ,  M«»  M3 
geben  folgendes  ebenso  einfache  Resultat: 
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(189) 

iti    —       Oos^i  .  -    _       Cos^a  mm    _      Cosd^ 

^1  -  Cos^Cosrt '    ^'*  "  Cos^  Cosr,'    "'•  ~  CospCosr,' 

Substituirt  man  diese  für  die  ^f  gefundenen  einfachen  Werthein 
die  Gleichungen  (161)  und  (173)  und  reducirt,  so  folgt: 

Cos  d Cos  dl      Cos^      Cos  6^ 

Cosr       Cosrj  "*"  Cosra      Cosrj* 

(190)  .   .   .    < 

Cos  d  ^  Cos  dl      Cosrf^     Cos^ , 

Sin^  ""  Sin^i  "^Sin^       Sio^  ' 

von  welchen  beiden  Gleichungen  die  letztere  als  das  vollständige 
Analogen  (als  eine  Verallgeroeinerang)  der  fl3r  das  ebene  Drei- 
eck giltigen  Relation 

(174) Ui  +  l  +  i 

^      ^  9       Qi        92       Qs 

zu  betrachten  ist. 

Die  Gleichungen  (188)  und  (189)    kunnen  auch  in  folgender 
Art  angesetzt  werden: 

Cosd  =CosrCospitf9 
Cos  <Z|  =:  Cos  r  Cos  pi  ^1 , 

Co8<2s=:CosrCos^^2'  ^ 
Cos  d^  ^  Cos  r  Cos  ^  M^ ; 

Cosdi  =  Cos^Co8r|M|, 
(192).    .    .  •    .     ^  Cosda  =  CospCo8r2M„ 

Cos^a  =  Cos^CosTsMa; 

und  diese  geben  die  Distanzen  dy  d^  d^,  d^;  d| ,  d^,  d^,  wenn 
man  fiir  die  JH  die  nach  §.77.  immer  positiv  zu  nehmenden 
Quadratwurzeln  der  Ausdrücke  (182)  und  (184)  substituirt. 

§.  85. 

Da  nach  den  Gleichungen  (99)  in  §.41.: 

AJ'CoalB  =  iJ'  SiniiA  +  ß  +  C)  =  1  +  Cosa  +  Cos6  +  Cosc, 
4z/''Cos4£i=4^"SinJ(ß  +  C— /<)=:lf  Cosa— Cos6  — Cosc; 

so  können   die  Relationen  (137)   in   §.  55.   auch  auf  folgende  Art 
angesetzt  werden: 
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(193) 
*gi?i+tge*+tg^-"tg^  =tgr  (1-f  Co8a-|-Co86-hCo8c), 
^%Q  +tgeÄ+tg^— tg^i=tgri(l  +  Co8a  — Co86— Cosc), 
^g^  +tgpi  +  tg98-tgp«=tgra(l  +C086  — Cosa— Co8c), 
tgp  +tg9,  +  tg^-tg^=:tgr8(l  +  Co8C— Cosa  — C086); 

VOR  welchen  die  erste  für  da8  ebene  Dreieck  in  die  Relation 

(1Ö4) ^1  -f  es  +  ^8  -  P  =  ^»^ 

übergeht. 

Werden  diese  vier  Gleichnngen  ihrer  Ordnung  nach  durch 
^g**»  ^g**!'  ^^1»  ^g*'8  dividirt»  indem  man  dieselben  gleichseitig 
durch  ihre  Werthe  ans  (54)  §.  22.  ersetzt  uod  dann  alle  addirt, 
so  folgt  als  Bedingungsgleichung,  durch  welche  die  vier 
Radien  p,  ^i«  q^,  Qz  ^'^^  einander  verbunden  sind: 

tgei  +  tgpa+ tg^i  — tgp 
ctg  ^1  +  ctg  Q^  +  ctg  ^8  —  ctg  Q 

.      tgg-ftget  +  tgg,  — tggi 

/ini^x  ,        ctg^  +  ctg(>a  +  ctge8-ctg^. 

(199)  ,  ,  ,    \  >   =  2. 

,       tge  +  tg^t+tgps  — tgfa 

ctg^+ctg^i  +  ctg  pa  -  ctg^a 
.      tgp  +  tgpi  +  tgt?a-tgp3 


\        ctg  p + ctg  ^1  +  ctg  ^2  -  ctg  ^8 

Eine  andere  minder  durchsichtige  Form  der  Bedingungsgleichung 
habe  ich  in  §.  13.  unter  (22)  gegeben. 

Wendet  mau  die  Gleichungen  (193)  und  (105)  auf  das  Polar- 
dreieck an,  unter  Benutzung  des 

Lehrsatzes',  Die  Summe  der  Radien  des  einem 
sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  und  des 
seinem  Polardreieck  umschriebenen  Kreises 
ist  constant  gleich  einem  Quadranten  und  um* 
gekehrt, 

welchen  ich  in  §.  21.  bewiesen  habe,  so  gelangt  man  unmittelbar 
zu  folgenden  Gleichungen: 

(196) 
^*g**i  +  c^g*'«+<^*g^8'"cllgr  =ctg^  (1  — Cos^l  — CosÄ— CosC), 
ctgr  +  ctgfa  +  ctgr8  —  ctg  Vi  =  ctg  pi  (l  —  Cos  A  +  Cos  B  +  Cos  C) , 
ctgr  +ctgri  +  ctgr8— ctgrt  =  ctg^(l  — Co8iB  +  Co8/<  +  CosC), 
ctgr  +ctgri+ctgra— ctgr8=ctg^(l  — CosC+Co8/<  +  CosÄ); 
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ctgrj  -f  ctgr^  +  ctgra— ctgr 
tg»-i+tgra  +  tgr,— tgr 

ctgr  +  ctgrg  +  ctgrs — ctgri 

,    ^     tgr  +  tgr^+tgra-tgr^ 
(197)  .  .  .  <  )=2, 

ctgr  +  ctgTi  -f  ctgra  ~-  ctgr, 

tgr  +  tgri+tgr,  — tgr, 

ctg  r + ctgri  +  ctg  ra — ctg  r,    . 
tgr  +  tgri  +  tgra—  tgr,      / 

von  welchen  die  letzte  die  Bedingangsgleichong  ist,  durch 
welche  die  vier  Radien  r,  r|,  r«,  r^  der  dem  Hauptdreieck  und 
seinen  Nebendreiecken  umschriebenen  Kreiselliit  einander  verbun- 
den sind.    Eine  andere  Form  derselben  steht  unter  (60)  in  §.23. 


§.  86. 

Durch  Auflösung  der  Distansgleichungen  (152)   in   Bezug  auf 
*g^»  ^iQiy  tg^>  tgPs  erhält  man- 

(i»ftgrf)«-tg«r      ,^  _(^|tgrf|)«~tg»r 
-tg(,=  2t^^: ,    tgpi- 2t^^^  , 

,^,  _(^2tgrf2)»-tg«r  (^,tgc/»)»-tg«r. 

*«^*-" 21^1^ •  ^s^»  = 2t^;^ 

und  durch  Addition  derselben  folgt,  indem  für  die  M  die  Werthe 
aus  (188)  gesetzt  werden,  unter  Anwendung  der  ersten  Gleichung 
in  (193)  nach  einiger  Reduction: 

<■»)  C^J *C^' ^iW *{^d' 

=  4Sin«r(Cos«ia  +  Cos«J6  +  Cos«4c). 

Da  fOr  das  ebene  Dreieck  die  Sinus  den  Bogen  gleich  werden 
und  die  Cosinus  gleich  1,  so  folgt  hierfflr: 

(199) ii*  +  rfi*  +  r/a«  +  tf3*=12r«, 

und  diese  Gleichung  ist  der  mathematische  Ausdruck  des 

Lehrsatzes:  Die  Summe  der  Quadrate  der  Ent- 
fernungen des  Mittelpunktes  des  einem  Drei- 
eck umschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten seiner  vier  Berfihrungskreise  ist  gleich 
dem  zwülffacben  Quadrate  des  Radius  des  um- 
schriebenen  Kreises, 
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eines  Satzes«  welchen  ich  bereits  in  Thl.  XXXlll.  8.  420.  bewie- 
habe.  Die  Gleichung  (198),  fSr  das  sphärische  Dreieck  giltig, 
ist  als  die  entsprechende  Verallgemeinerung  des  vorstehenden 
Satzes  zu  betrachten,  in  welcher  er  als  specieller  Fall  enthal- 
ten ist. 

Aus  der  ersten  Gleichung  in  (152)  und  jenen  (156)  folgert 
man  mit  Rucksicht  auf  die  Werthe  von  My  M|,  M^,  Mg  aus 
(188)  und  (189)  ohne  Schwierigkeit,  dass 


(I 

(: 


s 


nrj  tg«r,  ^  ^^        tgr«^' 

n^y  ^  (M^)_*Cos.,=Cos.,(l.?i£-^). 


Werden  nun  diese  vier  Gleichungen  addirt  und  zur  Reduction  die 
erste  der  Gleichungen  (196)  benutzt,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
der, der  Gleichung  (198)  ähnlichen  Beziehung: 

=  4Cosap(Sin«i/4  +  S\n^B  +  Siu»4C), 

welche  auch  aus  dieser  durch  den  Uebergang  auf  das  Polardrei- 
eck nach  Anwendung  des  Lehrsatzes  In  §.  70.  abgeleitet  wer- 
den kann. 

§.87. 

Werden  die  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
Werthe  för  ig^Qs  tgpi,  i%Q^,  tg^  in  die  auf  Null  gebrachte  Re- 
lation (173)  substituirt  und  dieselbe  durch  4A  dividirt,    wobei 

k  =  Cos«4a  +  Cos«iA  +  Cos«4c, 

80  gelangt  man  zu  folgender  Gleichung: 

M  .  Ml 

4Atg«r  — 4A(ilf  tgd)"  "*"  4*tgV  -  4*(Jlf,  tgdi)» 

+  4ifetg«r— 4ife(^.tgi©5  +  4^tg«r-4Ä(^3tgrfi)«~"' 

ersetzt  man  in  dieser  4A;tg*r  durch  seinen  aus  (198)  folgenden 
Werth  und  reducirt,   so  erhält  man: 
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(201) 

Cos<£ 

Cosg 

/ShJrfiV      /Sinrfay      /SinrfsV      ...      iN/'^'"^V 
VCosp,/    ^VCospJ   ^K^osQ^J       ^^'^^^\Qosq) 

Cospt 

+  /Sinrfy      /Sinrf^y      /Sinrfgy  n/'^^V 

C08^ 

Cos  dg 
.  Cosps 

=  0. 

FOr  das  ebeoe  Dreieck  werden  die  Sinus  den  Bogen  gleich,  die 
Cosinus  gleich  1,  also  A  =  3^  Ak — 1  =  11»  und  man  hat  als  Be- 
dingungsgleichung zwischen  den  vier  Distanzen  d,  di,  d^,  d^ 
des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  vier  Beruhru^igskreise : 


(202).   ...    /      »--r«,-r»,— .-«.-i      Q^ 


-lld« 

1 

1 

-llrf,» 

_|_ 

1 

-11<^« 

^d*  +  di* 

'  +  rf,«- 

-llrf.« 

welche   ich   bereits  in   meiner   Abhandlung:    Zur    Lehre   vom 
Dreieck,  Tbl.  XXXlll.  S.  420.,  bewiesen  habe. 
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Strenger  Beweis  eines  bekannten  Satzes  von  dem  Krüin- 

mungskreise  der  Curven  im  Raunte  oder  derCurven  von 

doppelter  Krümmung  mittelst  der  Gränzenmcthode. 

(Ein  ^tlch(^ag   zu  iler  Ablianillung:    „Neue  Darstellung  der 

Thearie  der  Berührung  und  Krtimmung   der  Curven" 

in  ThI.  XXX.  Nr.  XL.) 


I 


dem    Herausgeber. 


inlen  Alihandlung   habe 


ch,   um  diese  Ab- 
einen   bekannten 
n  doppelter  Krilm- 
intereesant  er  aucb 


to  der  oben 
handlung  damals  nicht 
SatE  van  dem  KrüiuniuDßskrc 
iDung  nicht  entwickelt,  iveil 
an  sich  ist,  dach  keine  besondere  Wichtigkeit  für  neitete  An- 
wendungen der  Theorie  des  Krtimniungskreises  beilegen  kann. 
Da  ich  aber  vor  Kurzem  durch  einen  meiner  Schiller  wieder  an 
diesen  Satz  erinneit  und  auf  diese  Weise  veranlasst  wutde,  den 
Beweis  des!«elben  nach  der  in  der  oben  genannten  Abhandlung 
fiberall  in  Antvendung  gebrachten  ganz  strengen  Grünzen- 
metbode,  der  icb  auch  in  der  büheren  Geometrie  allein  Gel- 
tung zuerkennen  kann,'  weil  sie  allein  —  aber  auch  in  der  schün- 
sten  und  lehrreichsten  Weise  —  zu  völliger  Strenge,  Klarheit  und 
Evident  fdbrt  und  vor  Fehlschlüssen  ochiitzt,  zu  entwickeln ;  eo 
tvill  icb  diesen  Beiveiy,  welcher,  nie  ich  glaube,  auch  ein  gutes 
Betspiel  ffir  die  Anwendung  der  strengen  tiränzenmelhode  liefert, 
als  Nftchlrag  zu  der  obigen  Abhandlung,  und  in  der  Hoffnung, 
dadurch  vielleicht  auch  nianchem  Anderen  einen  Dienst  zu  erwei- 
sen,  im  Folgenden   mittbeilen,   indem  ich  mich  ganz  an  die  in 


.  'l.-.ll 
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Rede  stehende  Abhandlung  anscbliessen  und  auch  die  dort  ge- 
brauchten Bezeichnungen,  so  weit  sie  hier  zur  Anwendung  kom- 
men,  überall  beibehalten  werde.  Ich  wiederhole,  das«  die  Cot- 
Wickel uTig  des  Satzes  nach  der  auch  in  der  höheren  Geometrie 
überall  nur  in  Anwendung  zu  bringenden  strengen  Gränzen- 
methode  der  alleinige  Zweck  dieses  Aufsatzes  war,  welcher 
insofern  auch  der  Tendenz  des  Archivs  ganz  entspricht.  Werden 
die  Entwickelungen  nach  dieser  Methode  auch  zuweilen  etwas 
weitläufiger,  so  ist  der  Gewinn  an  Strenge  und  Evidenz  um  so 
grosser,  namentlich  für  den  Unterricht.  ^ 

Wenn  wir  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt  einer  8o> 
genannten  doppelt  gekrümmten  Curve  durch  (<xyz),  die  laufenden 
Coordinaten  durch  jr,  t;,  |  bezeichnen,  und,  wie  gewöhnlich,  uns 
X,  y,  z  als  sämmtlich  von  einer  Variablen  9  abhängig  denken, 
so  ist 

•) |<'-*)+|(''-»)  +  |ö-')=o 

die  Gleichung  der  Normalebene  der  Curve  in  dem  Punkte  (xtfi)*). 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes 
der  Curve,  eines  dem  Punkte  (^^2)  benachbarten  Punkte  der- 
selben, durch  x  +  Jx,  y-i-Jy^  z-t-Jx;  so  ist  eben  so  die  Glei- 
chung der  diesem  zweiten  Punkte  entsprechenden  Normalebene 
der  Curve : 

2) 


(dx         dx\ 


=0. 


oder : 


3) 


♦)  A.  a.  0.  S.  3TI.  Nr.  10). 


i 
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'  Uro  nun  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der  beiden 
durch  die  Gleichungen  1)  und  3)  charakterisirten  Normalebenen 
zo  finden,  wenden  wir,  wie  immer  in  solchen  Fällen,  am  Besten 
das  in  dem  Aufsätze:  „Ueber  die  Auflösung  dreier  Glei- 
chuneen  mit  drei  unbekannten  Grossen,  von  denen 
wenigstens  zwei  lineare  Gleichungen  sind''  in  Theil 
XXXVIL  Nr.  XXll.  entwickelte  Rechnungsverfahren  an.  Setzen 
wir  nämlich    der  KOrze  wegen: 

5qp     dq>     d(p     d(p     dg>     dq> ' 

also: 

5) 

ferner : 

6) 

so  erhalten  die  in  dem  vorher  genannten  Aufsatze  durch  M,  V,  ^ 
bezeichneten  Grossen  im  vorliegenden  Falle  die  folgenden  Werthe: 

7) 
oder  kürzer: 


»= 
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8) 

^        dg>  d<p' 

oder,  weil  offenbar 


also : 


S*£^*  - (Z«+  W)*  =:2*\(J^)*  +  (^%)*+i^^)*\-  W* 


i8t: 


M- 


8*) 

dx  dx   . 


^'(^8-|)'+<^|>*+(^a^)*'-»»'' 


^_ o<p  dtp' 


a= 


Setzen  wir  jetzt : 

9) 


^j^ 


"  —d<p\d<p'*'  ^  8<pJ~d<p\d<p'*'^  d<pj~d(p'^dip~d^'^  B^' 
Bq)\Bcp        dtpj     dip\dip        BtpJ     Btp     Bip     8^    dtp 
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und  bezeichnen  durch  G  einen  gewissen  Factor,  so  ist,  wegen 
der  Gleichungen  1)  und  3),  nach  den  in  der  vorher  genannten 
Abhandlung  bewiesenen  Formeln: 

10) 

also: 

11) 

A         -         B         "-        C        ' 

welches  die  gesuchten  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der 
beiden  Normalebenen  sind. 

Wir  wollen  nun  den  durch  die  Coordinaten  x+Ja:,  if  +  J^, 
2  +  Jx  bestimmten  Nachbarpunkt  des  Punktes  (:ty2)  diesem  letz- 
teren Punkte  immer  näher  und  näher  rOcken  lassen ^  natflriich  in 
der  gegebenen  Curve»  welches  wir  dadurch  bewirken «  dass  wir 
Jg>  sich  der  Null  nähern  lassen,  und  wollen  untersuchen,  ob  dann 
die  durch  die  Gleichungen  11)  bestimmte  Durchscbnittslinie  der 
beiden  Normalebenen  sich  einer  ihrer  Lage  nach  vOllig  bestimm- 
ten Geraden  im  Räume  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  als  ihrer  G ranze  oder  Gränzlinie  nähert.  Zu 
dem  Ende  drücken  wir  zunächst  die  Gleichungen  11)  auf  folgende 
Art  aus: 

12) 


m 

A       ~       B        ~        C 

4J(p                                     ädtp                                       ^tp 

Nach  9)  ist: 

A  _dg   ^  dtp      Öx    ^^ 

dx                 dz 
B        dz        dg)      dx        S^ 
^fp      Oip     4^g>        d(p '   ^fp 

dy                  dx 

C  dx        dq)      3y         89. 

d(p      3y     dfp       d(p'    Afp 

also  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung: 
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J<p      dfp  '  dq>^     dqt  *  3g)* ' 

-  .     JB dz    WflP     dx    SH 

Jg>      d(p  *  d(p^     Bq>  *  Bq)*  * 

oder,    wenn  wir  der  Kürze  wegen 

_  8y    3*2      3z    3*^ 
09  *  3^*     dg> "  dg>* ' 

13)  ;  ^  _  3i   3*ar  _3j?   3*g 

' '  3g)*  3g)*     39*3g)** 

3a:    3*iy       3^    3*0: 

~="  3g)  *  3g)*     3^  *  3g)* 
setzen : 

ABC 

14).    .   .L\m-j^=A,    Lifn^=Ä,    Lini^  =  C. 

Die  Grögsen  A,  ]3>  tf  in   8*)   können    wir   auf  folgende  Art 
ausdrücken : 

dx 

^/g)       3g)  *  ädqr  dq> 


\jtpy  ■*"  V.  //^  y  ■•"  X  ^(p  y  j    v-^^/ 


^  ^/g)       3g)    zig?    zig) 


t(f).(f).C|)!-(l)- 


tf= 


//g)       3g)    zig)^z/g) 


l(|).®.ei)i-a)- 


Nun  ist  aber  nach  4)  und  6): 

Sx  3jy  dz 

W Sx       89      Sy       dg>      dz       3g) 
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also  offenbar: 

15) 

wobei  man  nicht  unbeachtet  zn  lausen  bat,  dass  natSrüch 
Lim^S^=:0,    Lin^l^sO.    UmJp^=iO 

0<p  Off  0(p 

ZQ  setzen  ist;    folglich  ist,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen: 

10) 

*""  d<p  *  8y*     89)  *  dg>^     d(p  *  3<)p* 
setzen,   nach  dem  Obigen  offenbar: 

17) 


Lim  4  = 


\5y* Sy    / 

1 1^^  -  V8y*         8y    / 

Lim<f  = £%zt*^j^ • 

Hieraus  sehen  wir  also,  dass  die  durch  die  dlleichungen  II) 
charakterisirten  Darchschnittslinien  der  beiden  Normalebenen  sich 
wirklich  als  ihrer  Gränze  oder  Grfiazlinie  einer  ganz  bestimmten 
Geraden  im  Räume  nähern,  welche  durch  die  Gleichungen: 

18) 

y— ar — LimJ ty—y  —  Limg  ^  |  — z  — Limtf 

A  ""  B  ""  C 

Thcil  XLII.  32 
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charakterisirt  wird.    Sind  d,  lo,  ö  die  von  einer  der  beiden  Ilieii- 
tungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordioa- 
^    tenaxen  eingeschlossenen ,   180^  nicht  übersteigenden  Winkel;  so 
ist  bekanntlich: 

COSÖ   __  cos  CD  cosö 

"Ä'  ""    B    "~C"' 

mittelst  welcher  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

cos  ö*  +  cos  «»•  +  cos  5*  =  I , 

die  in  Rede  stehenden  Winkel  leicht  bestimmt  werden  kunnen; 
für  A,  B,  C  sind  die  Werthe  13)  zu  setzen. 

Fällen  wir  nun  auf  diese  GrMnzlinie  von  dem  Punkte  (xyx) 
eine  Senkrechte >    deren  Gleichungen 

*^^ A'    -^    B'     —    C 

sein  mugen,  und  bezeichnen  den  Durchschnittspunkt  dieser  Senk- 
rechten mit  der  Gränzlinie  durch  (XYZ),  so  haben  wir  zur  Be- 
Stimmung  der  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  die  folgen- 
den Gleichungen: 

20) 

A— ar-LimÜ _  r~y— Lim»  _  Z— i  — Limtf 
A  ""  B  "  C  ' 

X-^x  _  Yj-y  __  Z-2 , 
A'     ""     ^     -    C    ' 

also,  wenn  wir  die  vorstehenden  gleichen  Verhältnisse  durch  6', 
und  Gl    bezeichnen: 

21) {  r-y  =  L\m^+GiB  =  Gi'B', 

Z— 2=Lim(^+GiC=Gi'C'. 

Weil  die  durch  die  Gleichungen  20)  charakterisirten  Geraden 
auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  ist  nach  den  Lehren  der  ana- 
lytischen Geometrie: 

AA'  +  BB*  +  CC  =  0, 

also  nach  21)  offenbar: 

22).    .    .   .   A{X'^a:)  +  B(Y^y)+C(Z-2)  =  0. 
Ferner  übersieht  man  sogleich,   dass 
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also  nach  17): 

ist;    und  da  nun  nach  13)  oiTeubar  auch: 


ist,    80  ist  nach  21): 

23).    .    .     |(J:-.ir)  +  |(F_y)  +  |£(Z-r)  =  0. 
Endlich  ist: 

also  nach  17): 

und  weil  nun  nach  13)  offenbar: 

ist,  so  ist  nach  21): 

oder: 

24) 

®)'-^a)'-^(i)'-^<-''-^<''->-0<^-> 

=  0. 

Nach  22)^  23),  24)  haben  wir  also  jetst  zwischen  den  (Koor- 
dinaten Xt  Y^  Z  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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25) 
A(X  -o:)  +  Ä(F-y)  +  C(Z-2)  =  0, 

In  der  Abhandlung  Thl.  XXX.  Nr.  XL.  S.  998. 32)  ist  aber  in 
aller  Strenge  gezeigt  worden ,  dass  ganz  dorch  dieselben  Glei- 
chungen die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  Krfiminangskreises 
der  Curve  in  dem  Punkte  {ßcyt)  bestimmt  werden,  woraus  sich 
also  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Punkt  (XVZ)  der  Krümmungs* 
mittelpunkt  der  Curve  fOr  den  in  ihr  liegenden  Punkt  (oryz)  ist 

Legen  wir  durch  den  Punkt  (ayz)  eine  auf  der  durch  die  Glei- 
chungen 18)  charakterisirten  Geraden  senkrecht  stehende  EHiene, 
deren  Gleichung 

A"(,x-x)  +  «"(v-y)  +  Cd-»)  =  0 

«eil)  tnag ;  so  i»t  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geonetik : 

^-^  —  £1 

A  ~  B  —  C 

und  folglich : 

26) ^(r-a:)+iB(i^-^y)+C(|^z)  =  0 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene;  nach  Tbl.  XXX. 
S.  381.  24)  ist  dies  aber  die  Gleichung  der  Osculations-Ebene  der 
Curve  in  dem  in  ihr  liegenden  Punkte  {xyx\ 

Wir  gelangen  daher  jetzt  hierdurch  zu  dem  folgenden  Satze: 

Die  Durchschnitts  linien  der  Normalebene  einer 
Curve  in  einem  Punkt«  derselben  mit  den  ihr  benach- 
barten Normalebenen  der  Curve  nähern  sich  einer  ihrer 
Lage  nach  völlig,  bestimmten  Geraden  im  Räume  als 
Gränze  oder  Gränzlinie;  —  die  durch  den  Punkt  der 
Curve  gelegte,  aufdieserGrSnzlinie  senkrecht  stehende 
Ebene  ist  die  Osculations-Ebene  der  Curve  in  deui  io 
Rede  stehenden  Punkte;  —  und  wenn  man  von  diesem 
Punkte  auf  die  Gränzlinie  ein  Perpendikel  fällt,  so  ist 
dessen  Fusspunkt  der  Mittelpunkt  des  Kriimmungs- 
kreises  der  Curve  in  dem  genannten  Punkte. 

In  der  Abhandlung  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  babe  icb  S.  402-409 
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gezeigt,  —  und  zwar  ffir  jede  in  einer  beliebigen  Ebene  im  Raome 
liegende  ebene  Curve,  indem  es  mein  Zweck  war,  für  jede  solche 
Curve  ganz  im  Allgemeinen  die  Lage  des  Krumniungskreises  zu 
bestimmen,  -^  dass  sieb  der  Krummungsmittelpunkt  einer  solchen 
Curve  ancb  auffassen  lässt  als  der  GrMnzpunkt  der  Durchschnitts- 
punkte der  Normale  der  Curve  in  dem  betreffenden  Punkte  der- 
selben mit  den  ihr  benachbarten  Normalen;  diesem  (l3r  ebene 
Curven  geltenden  Satze  entspricht  gewissermassen  der  oben  für 
beliebige  Curven  im  Räume  bewiesene  Satz,  dessen  mittelst  der 
Gränzenmetbode  streng  geführten  Beweis  ich  Im  Obigen,  zur  Ver- 
vollständigung meiner  früheren,  oft  genannten  Abhandlung,  mit- 
getheilt  habe;  die  in  diesem  Satze  bewiesenen  Eigenschaften  der 
Oscnlations-Ebene  und  des  KrOmmungskreises  aber  zur  Grund- 
lage der  Theorie  dieser  wichtigen  geometrischen  Elemente  zu 
machen  und  als  Definitionen  derselben  zu  benutzen,  wie  dies,  so 
viel  ich  weiss,  in  einigen  neueren  Schriften  geschehen  ist,  ist 
gewiss  einer  guten  Methode  nicht  gemäss  und  entsprechend; 
man  hat  es  hier  eben  mit  bemerkenswerthen  Eigenschaften  der 
in  Rede  stehenden  anderweitig,  und  zwar  nach  meiner  Meinung 
bei  Weitem  am  Besten  so,  wie  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  von  mir 
geschehen,  definirten  geometrischen  Elemente  zu  thun,  welche, 
wie  im  Obigen  gezeigt,  worden,  aus  der  schon  auf  andere  Weise 
und  auf  anderer  Grundlage  erlangten  analytischen  Bestimmung 
derselben  abzuleiten  sind. 


•* 

h» 


I 
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'^e  beliebige  decadische  Zahl^  so   lässt  sich  die- 
-  Form : 

^  y.  ff"  Gruppen  von  drei  Ziffern  uii- 

^  nur  die   letzte  oder  buchste  Gruppe 

'..    *  1  Ziffer  oder  aus  zwei  Ziffern  bestehen. 

•  ■leichung  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

—  fl  +  6— c  +  d  —  6  +  f —  .... 
fc.(10«-l)  +  €^.(10«+0  +  «.(IO"-l)  +  .... 

03  +  1)  +  c.  (106- 1)  +  d.  (10«+ 1)  +  i?.(10»«  - 1)  + 

ittelst  des   Obigen  unmittelbar  der   folgende   Satz   her- 
in lO^-f  1  aufgehende  Zahl  geht  in  der  Zahl  iV 
'  nicht  auf,  jenachdem  dieselbe  in 

a— 6  +  c — rf  +  e—  f  +  .... 
oder  nicht  aufgeht. 

nun 

103+1  =  1001=7.11.13 

rgiebt  sich   der  folgende  Satz: 

Zahlen  7,  11,  13  gehen   in   der  Zahl   N  auf  oder 
if,   jenachdem   sie  in 

a  —  6  +  c  —  d+  e  —  /"+.... 

n   oder   nicht   aufgehen. 

ßi   z.  B. 

N  =  76985763978543296 , 

a=  296 
6=  543 

a— Ä=-247 
c=  978 

Q'-b  +  c^     731 
rf=  763 

a— 6  +  c  — rf=-  32 

6=  m 

„  — 6  +  c  — rf  +  e=  953 

/•=  _76 

«— 6  +  c-rf+«  — /•=  877 


^^."ü 
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Tilll. 

Af    i    8    c    e    1    1    e    n. 


Kennzeichen  der  Theilbarkeit  durch  7,  II,  13. 

Von  dem  Herausgeber. 
Es  ist,    wie  man  sogleich  übersieht,    aügemeiu: 
a«/«  — 1  =  (a^  +  l)(aA«— 1), 

o(2.u+l)ii  ^.  1  ==  a^tm^an  +  1)  —  {a^fm  -  1) ; 


und  man  hat  also  die 

o"  + 

a4n  — 


a 


a 


6n 


a 


n 


7n   ■ 

8n 


,9n 


a 


10«  __ 


folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

l  =  (a»  +  l)(a»-l), 

1  =  a«»(a«  +  l)  — (a«»  — 1), 

1  =  a<»(a»+I)  —  (a*»  - 1), 
l  =  (a»»  +  l)(a»«-I), 

l=(a4»  +  l)(a^-l), 

1  =(a«»+l)(a*«— 1), 
u.  s.  w. 


Aus   diesen  Gleichungen  erhellet,    dass  jede  in    a"  -f  1   auf 
gehende  Zahl  auch  in: 


a 


2n 


-1,     a»«  +  l,     a*~— 1,     a*«fl,     a««-I,     «'^«  +  1,.... 


aufgeht,  dass  also  jede  in  a^-\-l  aufgehende  Zahl  überhaupt  auch  ii 

ria^n—l    und    a(*^+*)»  +  l 
aufgeht. 
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Ist  nun  N  eine  beliebige  decadische  Zahl^  so   lässt  sich  die- 
selbe immer  unter  der  Form: 

iV=a  +  6.10»  +  c.lO«  +  rf.lO«+e.lO»  +  /*.10»»+.... 

darstellen,  wo  a,  6,  c,  d»  e,  /*>....  Gruppen  von  drei  Ziffern  un- 
serer Zahl  JS  bezeichnen;  nur  die  letzte  oder  höchste  Gruppe 
kann  auch  bloss  aus  einer  Ziffer  oder  aus  zwei  Ziffern  bestehen. 

Aus  vorstehender  Gleichung  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

iV—o  +  6  —  c  +  rf  — €  +  /•—.... 
=  6.(10»  +  l)+c.(10«-l)  +  rf.(10Hl)  +  «.(10**-l)+    .. 

oder : 

iVr=  a  —  6  +  c  — rf  +  6 — /*+.... 

+  6.(10»+ l)+c.(10«-l)+rf.(10«+l)  + 6.(10«- 1)  + 

woraus  mittelst  des  Obigen  unmittelbar  der  folgende  Satz  her- 
vorgeht : 

Jede  in  lO'-f  1  aufgehende  Zahl  geht  in  der  Zahl  N 
auf  oder  nicht  auf,  jenachdem  dieselbe  in 

a^b+c — rf  +  e—  f+  .... 

aufgeht  oder  nicht  aufgeht. 

Weil  nun 

10»+1  =  1001=7.11.13 

ist,    so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  Zahlen  7,  ll,  13  gehen  in   der  Zahl  N  auf  oder 
nicht   auf,   jenachdem   sie  in 

a  —  6  +  c  —  rf+6  —  /"+.•.. 
aufgehen  oder   nicht   aufgehen. 

Es  sei  z.  B. 

iV=  76985763978543296, 

'''''''  a=    296 

6=    543 

a— 6=-247 
c=    978 

n  — 6  +  c=     731 
d=     7^ 

a-lft  +  c  — d=-  32 

II  — 6  +  c  — rf+e=     953 

f=    _76 

fi— 6  +  c-d  +  e  — /"=     877 
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und  weil  nun 

877     .^2      877_      8       877_      6 

ist,  well  also  keine  der  Zahlen  7,  11,  13  in  877  aofgeht,  so  gebt 
auch  keine  dieser  Zahlen  in  der  obigen  Zahl  Pf  auf. 

Es  sei  ferner 

N  =  306152, 


so  ist: 


a=       152 

6=      306 

a  — 6=2  —  154 


und  weil  nun 


^      _  —  - «Z,        j,      --14,     -jj-—      11,3 

ist,  so  gehen  7  und  II  in  iV^  auf,  wogegen  13  in  iV^  nicht  anfgeht. 

Eine  vollkommenere  Behandlung  dieses  eiD&elieii  Gegenstia- 
des  dfirfte  vielleicht  die  folgende  sein. 

Es  sei  Oberhaupt  a  eine  in  10'  -f  1  aufgehende  Zahl,  ood 

wo  die  Reste  r,  r'  beide  kleiner  als  a  sind,  und  das  obere  odjr 
untere  Zeichen  genommen   werden  rouss,  jenachdem   die  GrSsse 

a  —  b  +  c  —  d  +  e  —  .... 

positiv  oder  negativ  ist.    Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

iV=a  — 6  + c—rf  +  e— /•+.... 
+6.(10»  + l)  +  c.(10«—l) +  rf.(M)H  l)  +  e.(10»*—l)  +  . ... 

ist,  und  unter  der  gemachten  Voraussetzung  a  in 

6.(10»  + l)  +  c.(10«-l)  +  rf.(10»+l)  +  e. (10»— 1)  +  .... 

aufgeht;    so  ist,  wenn  G  eine  gewisse  ganze  Zahl  bezeichnet: 

N a  — 6  +  c— rf  +  c — .... 

also 


+  ^' 


9+^  =  ±(v'  +  ^)+G,    folglich:   '^=G-q±(,' 
wo   G  —  y  +  9',   daher  auch 
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a 


eioe  ganze  Zahl  ist.  Wenn  a  —  6  +  c  —  rf  +  c  —  ....  positiv  ist, 
so  mass  man  das  obere  Zeichen  nehmen,  and  es  ist  also  in  die- 
sem Falle 

r  —  t' 

a 
eine  ganze  Zahl;   weil  nun  r  <  er,  r'  '^  a  ist,  so  ist  auch  jeden- 
falls vaJ.  abs.  (r — rO<«i  also    — ^-^-^^^—^  ein  echter  Bruch, 

welcher  nur  dann  eine  ganze  Zahl  sein  kann,  wie  er  dies  nach 
dem  Obigen  ist,    wenn  r  —  r'  =  0  oder  r:=zr'  ist.    Wenn 

a  —  6  +  c  —  d  i-  e  —  .... 

negativ  ist,  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  es  ist 

also  in  diesem  Falle 

r  +  r' 

a 
eine  ganze  Zahl;    weil  nun  r^a,  r'<a  ist,  so  ist  r-i-r'  <  2cr, 

< 2;    also,  weil  dieser  Bruch  eine  ganze  Zahl  ist:    =0 

oder    =  I ,  folglich  r  +  r'  =  0  oder  r-i-r'  =  a,  wo  die  erste 

Gleichung  nur  dann  Statt  finden  kann,  wenn  gleichzeitig  r  =  0, 
r'  =  0  ist.    Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  o  eine  in  lO'-f  1 
aufgeh  ende  Zahl  ist,  bleiben  bei  der  Division  der  Zahlen 
a — 6+c  — d+6  — ....  und  N  durch  a,  wenn  a— 6  +  c— rf+c— ... 
positiv  ist,  jederzeit  gleiche  Reste  übrig;  wenn  aber 
a  —  6  +  c — rf+e— ....  negativ  ist,  so  geht  a  in  iV  auf,  oder 
die  bei  der  Division  von  —  (a— 6  +  c  — rf  + e  — ....)  und  N 
durch  a  übrig  bleibenden  Reste  ergänzen  sich  gegen- 
seitig zu  a,  jenachdem  a  in  — (a  —  6  +  c — rf  +  e—  ....)  auf- 
geht oder  nicht  aufgeht. 

Weil  7,  11,  13  in  10' -f  1  aufgehen,  so  kann  man  diese  Zah- 
len in  dem  vorstehenden  Satze  für  o  setzen. 

Es  sei  z.  B.  iV=  84998375,  so  ist: 

a=     375 

b=     998 

0  —  6=— 623 
c=       84 


a  — 6  +  c=— 539 

—  (a  — 6  +  c)=^    539 
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also  gehen  7  und  11   in  84998375  auf,  und  der  bei  der  Division 
dieser  Zahl  durch  13  bleibende  Rest  ist  13—6=7.   In  der  That  ist: 

84?^  =  12,42625.  §1«^=7727125,  »i^S^ 6538336,^. 

Das  obige  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  durch  7,  11,  13  ist 
schon  andervi^eitig  bekannt  (m.  s.:  Tables  diverses  poar  fa 
d^composition  des  noinbres  en  leurs  facteurs  pr^miers, 
par  V.  A.  Lebesgne.  Paris.  1804.  p.  13.  und  ein  lesensvfertbes 
Programm  der  Realschule  in  Neisse  von  F.  Brilka.  Neisse  1863. 
4^.  S.  20.) ;  vielleicht  ist  aber  die  obige  theoretische  DarsteliuDg 
nicht  ganz  ohne  Interesse.  G. 


Berichtigungen« 

Herr  Major  Kerz  inDarmstadt  hat  noch  nachträglich  einige 
Berichtigungen  zu  seiner^  Abhandlung  Nr.  XVI.  in  diesem 
T heile  d.  A.  eingesandt,  die  ich  nachstehend  abdrucken  lasse. 
Ausserdem  sind  aber  in  dem  Blatt  S.  137  und  S.  138  von  Bogen 
10,  welches  schon  einmal  umgedruckt  und  dem  Heft  2.  ahi  Carton 
beigegeben  worden  ist,  noch  einige  Versehen  stehen  geblieben, 
weshalb  ich,  um  so  viel  als  irgend  möglich  überall  die  mir  so  sehr 
am  Herzen  liegende  Correctheit  zu  erzielen,  dieses  Blatt  noch 
ein  zweites  Mal  Umdrucken  und  dem  vorliegenden  Heft  4.  dieses 
Theils,  an  dessen  Schluss,  nachstehend  als  Carton  beifügen  lasse, 
indem  ich  bemerke,  dass  jetzt  nur  dieses  zum  zweiten 
Male  umgedruckte,  nachstehend  hier  beigefögte  Blatt, 
als  das  allein  richtige  zu  betrachten  und  in  Heft  2. 
für  S.  137.  und  S.  138.  einzuheften  ist.  G. 

Berifhtignngen  in  der  AbhaniUnng  Nr.  XVI.  in  diesem  Theile. 

Seite  127.     Zeile  5.  v.  u.  setze:  ±27q  anstatt:  „+27^". 

-  130.    6.  Vertikalspalte,  setze:  D  =  0,0  anstatt :  „Z>  =  0,00". 
131.    3.  -  .        Z>  =  0,0       -     „Z>  =  0,00". 

•  J34.    6.  .  .        />=0,0       .     „/>=  0,000**. 

-  140.    3.  Für  die   Werthe   von  099854  abwart« 
.  .o     ^  '««t  D  =  0,0, 

•  148.    3  -  setze:  Z>  =  1  anstatt:  „/>  =  2*'. 

In  derselben  Spalte   ist   für   die   Werthe   von  0532  abwfirts 

149.     3.  Vertikalspalte  setze:  Z>=3  anstatt:  „ö". 

ö-  -  ffir    die    V^erthe   9548    und    9894    ist 

D=z3;  für  die   Werthe    von    0592  bis  einschliesslich  2720 
ist  Z>  =  4. 

-  169.    9.  Zeile  v.  o.  setze:  0,0002399988  anstatt:  0,000239998. 


Literarischer  Bericht 

CLXV, 


O  a  1 


i  I  e  i  f  e  i  e  r. 


Dr.  Franx  Woepoke. 


Ich  freue  mich,  nach  mir  Treundlichst  gemachter  Anzeige, 
Riitifaeilen  zu  büiinen,  dass  am  18ten  Fehruar  d.  J.,  dem  dreihiin- 
dertjShngen  Geburlatage  des  grossen  Calilei,  auch  in  Frank- 
furt an  der  Oder  durch  den  Oberlehrer  Herrn  Doclnr  G.  Ema- 
mann  eine  trQrdige  Feier  diese!»  denkivtirdigen  Tages  in  dem 
physikalischen  Lehrzimmer  der  Realschule  vor  den  fjchdlern  der 
drei  obersten  Klassen  veranstaKet  worden  ist. 
■■Lereifswald  im  iVlai  IS&l. 

(Der  (ulgciiJe  kurze  Nocrolog  äee  iler  WUeEngchsfl  leider  vor  Knnoni  cntrii- 
■cnea,  hBapUlchlich  nm  Aie  GcHuhichtc  der  Mntheninlik  so  vielfach  vcnlieaun, 
Dr.  F.  Woepcke  ist  auf  meine  Bitte  mir  von  seinem  wQrdiiwu  81  Jnhr  »Iten 
Vater,  dem  Herrn  FobI- Dircrtor  s.  D.  Woepcke  In  Dessau,  miteecbdlt 
worden,  nofllr  icb  demselben  mcineD  inmgsien  and  anfriclitigslen  Dank  enge.     G.) 

Franz  Woepcke  tvurde  am  6.  Mai  1826  geboren,  sein  Vater 
ivar  damals  Post- Director  in  Wittenberg.  Letzterer,  dessen  Ge- 
sundheit durch  viele  körperliche  Leiden  sehr  zersliirt  ivar,  trat 
im  Jahre  i8;i3  in  den  Ruhestand,  und  siedelte  mit  seiner  Familie 
nach  Dessau  tlher. 

Hier  besuchte  Franz  Woepcice  das  mit  sehr  guten  Lehr- 
kräften ausgestattete  Gymnasium  mit  solchem  Erfolge .  dass  er 
schon  im  April  1843  im  noch  nicht  vollendeten  I7len  Lebensjahre 
die  UniversilSI  in  Berlin  beziehen  konitte- 
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Er  widmete  «ich  dem  Studium   der  Matlirmallk    unil   Atn  4 
mit  verwandten   NVissenschiifteii.     Im  Juli  1H47  promoviric  er  I 
selbst,    hielt   sich    nach   einige   Moiinte  dort   aof.    und    gtiis   J«^ 
1.  MBr/   1848  Ronz  von  Berlin  ab. 

Theils  durch  eigene  Net^iin);,  theils  durch  den  Ralli  honni 
ragender  Männer  der  Wisseiiactiaft  lieivogen,  unter  Atinttx  \A 
,\.  V.  Humbolil  nennen  darf,  der  seiner  In  spüleren  .fahren  aacb 
vortheilhaft  im  Cnamos  ernühnle,  faaste  er  den  EiitschluBä.  ili« 
Geschichte  der  Matfienmlik  vor eu,i>8 weise  zu  seinem  Studium  ta 
mtkchen,  weil  auf  diesem  Felde  noch  RlancheM  tu  thun  Qbrig  mi. 
das  aber  niiT  dann  mit  Erl'nl^  liearheitct  iverden  konnte,  n-eiiii<in  i 
Mathematiker  mit  seiner  Wi^aeiischart  zugleich  vüllige  Keniitni«* 
der  orientalischen  Sprachen,  namentlich  des  Arabischen,  verband, 
um  die  betreffenden  Werke  der  Araber  u.s.w.  Im  Originale  leetn 
kitnai^ 

Ueeltalb  ging  er  im  April  1848  nach  Bonn  und  h<>rle  hei 
Professor  Frey  tag  ein  PrivatJ^eimum  zur  Erlernung  der  trafiiachr.n 
Sprache. 

Er  vern-eilte  hier  zwei  Jahre,  babiiilirte  sich  am  Anfanicii  des 
Jahres   18Ü0  daselbst  als  Privat- Docenl,  nahm  aber  gleich  tlrUob    i 


I  der  arabischen  i 
-  ging  dabin  im  April  di 


auf  ein  Jahr,  um  in  Paris  nun  das  Studiu 
matischen  Handschriften  su  begi 

selben  Jahres  ab.  Später  hat  er  in  Paris  auch  das  Persische  ■ 
lernt  und  Sanscrit  studirt.  Nach  Bonn  ist  er  nicht  nieder  HrOck 
gekehrt.  Ein  sehr  freundliches  Entgegenkommen  Selten*  i 
baller  französischer  Gelehrten  wurde  ihm  bald  zu  Theil,  n-oin  Ib 
seine  grosse  Gewandtheit  in  der  franzSsischen  Sprache  stbr  b 
hülflich  nar;  dieselben  lernten  auch  bald  die  Gediegenheit  seis 
wissenscbaftlichen  Kenntnisse  schäliien,  Er  ifard  Milgltcil  i 
Socio tä  asiatique,dieBenutzungderBibliolheken,auchderkaisi 
liehen,  iTurde  ihm  mit  grüsster  Liberalität  gewahrt,  bald  dnii 
er  auch  Manuscrlpto  mit  in  seine  Wohnung  nehmen.  Beretta  t 
Jahre  1851  gab  er  L'Algebre  d'Omar  Alkhayytlmi  berm« 
-,n  welcher  Scbrifl  er  darlhni,  bia  2U  welchem  Punkte  die  Arab 
in  der  Wissenschaft  gelangt  waren,  was  fräher  nicht  featgtslii 


akhri.     Uieaec  Wa 
ir  wdrdig  befunden  a 


Im  Jahre  1853  folgte  Extrai 
wurde  der  Akademie  überreicht  ui 
kaiserliche  Kosten    gedruckt  zu  wt 

Ausserdem  sind  mehrere  kleinere  Arbeiten,  auch   ' 
»ätze  in  Zeitschririen,  seiner  Feiler  entRnase». 
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)  errraaeten  sich  alte  vielseitif>er  Anerkennung  iler  gelehrten 
iTür  Blich  dieses  hinsichtlich  Beines  Ictteii  Werkes: 
niBirc  Bur  la  propagation  ile»  Chiffres  indiens, 
du  tm  Splfrjahre  1863  erschien,  der  Fall.  Es  ist  auf  Kosten  der 
Soci^l^  aeiatiqtio  ge<lrticl(t,  bei  Her  er  zuletzt  Membre  da 
Conseil  war. 

■Seine  f>esiindheit  war  von  Kindheit  an  sehr  schivankend,  und 
wurde  durch  vieles  anhaltendes,  oft  nfichtlicbes  Arbeiten,  Mangel 
all  Bewegung  in  spSteren  Jahren,  immer  mehr  untergraben,  nament- 
lich litt  er  oTt  hei  geringster  Erkältung  an  einer  Affection  der 
Resplratlons  -  Organe. 

Nach  einer  im  Sp.^ljahr  1863  nach  London  unternommenen 
Rerse  In  wissenschaftlichen  Angelegenheiten,  von  der  er  am 
6ten  Deccmber  nach  Paris  zurückkehrte,  auf  der  üflierfahrt  aber 
einen  heftigen  Sturm  und  sonstiges  Unuelter  lu  überstehen  hatte, 
filhlle  er  sich  gleich  sehr  unwohl.  Im  Januar  1864  stellte  sich 
ein  bedeutendes  Gescbniir  am  Kinnbacken  ein,  <Ias  durch  Aus- 
nehmen eines  Zahnes  beseitigt  schien,  aber  es  entstanden  an 
derselben  Stelle  UriisengeschnQlste,  welche  eine  so  üble  Wendung 
nahmen,  das»  er  am  25slen  Mtirz  ISÖl  seinen  Leiden  erlag. 
Während  seines  langen  Aufenthaltes  in  Paris  hatte  er  sich,  ausser 
der  Anerkennung  seiner  wissenschaftlichen  Verdienste  durch  viele 
namhafte  Gelehrte,  auch  allgemeiner  WcrthscbStziing  wegen  seines 
Ireundschaft lieben  Wesens  nnd  seines  ehrenhaften  Wandels  zu 
erfreuen. 

Besonders  erfreuele  er  sich  der  Freundschaft  des  als  Mensch 
imd  Gelehrter  gleich  hochstehenden  Professors  Mohl,  Mitglieds 
der  Akademie,  der  ihm  stets  ein  vSterlicher  Freund  und  Halber 
war,  nnd  ihm  auch  in  edelster  und  theilnebmendster  Weise  auf 
seinem  letzten  Krankenlager  durch  illtere  Besuche  das  Enlfernt- 
eeli)  von  liebenden  Verwandten  weniger  sclimerzlich  machte. 

In  dem  Schreiben,  ivorin  dieser  treltliche  Mann  den  hochbe- 
tagten Eltern  des  Verstorbenen  seinen  Tod  anzeigte,  sagt  er  von 
Mfterem: 

»„Ich  sehe  mit  grössfcr  Freude  die  zunehmende  Achtung, 
in  die  er  bei  den  Gelehrten  sich  gesetzt  hatte,  und  das 
Anerkennen  seines  Verdienstes  und  seines  liebenswür- 
Algen  Characters  in  dem  fremden  Lande.  Die  Gewissen- 
haftigkeit seiner  Arbeilen  hatte  das  grüsste  Vertrauen 
erregt. " 
Sa ciät^  asiatique  halle  dem  Dr.  Woepckedie  Ueber- 
••uun;:  des  Atbiruni  anvertrauet.  Er  hatte  die  Arbeit  erst  in 
Elwn«  begonnen  als  sein  Tod  eifoigfe. 
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So  weit  der  ttürdige  Vater  iles  so  TrOb  Vollendeten;  ] 
rage  nur  noch  htnia,  Hass  derselbtj  mir,  noon  nurb  fieralinll 
unbelcannt,  stets  ein  «ehr  lieber,  von  mir  tincli|;vachl Her  Vm 
gewesen  ist:  niüge  er  tüchtige  Nachfolger  auf  der  eo  ruhmv 
betretenen  Dahn  finden  I  IMe  Geschichte  der  Miithemaltk  bed 
solcher  Arbeiter,  »ie  P.  \V(iepcke  einer  der  ausgexeicbtietstea  n^ 

(■runerl. 


Ich  bitte  sehr,  mir  recht  bald  aus  bündiger  Feder  eine  B'i 
grapliie  meines,  leider  nun  auch  verstorbenen  unvergessücfaen  Freu 
des  Gerltng  tum  Abdruck  im  Archiv  einzusenden.  Seit  IfingCP 
Zeit  habe  ich  einer  solchen  schon  ohne  besondere  Aufforderui 
mit    Verlnngen  entgegengesehen.  tironert. 


Systeme,  L*ehr-  und  Wörterbücher. 

Lehrbuch     der    Elementar  -  Mat  h  ematib.       Fflr 
Porlepeefähnrichs-  und    Seebad  elten    PrarnDft    in  de 
Krmiglich  Prenssischen  Armee  und  Alarine  bearbell« 
von    F.    Baron    Haller    von    Hallerstein,    Oberst  tt.a.« 
ErsterTheil.  Ari  Ih  meti  L  — Zweiter  Theil.  Georaelrie. 
Fünfte  AaTlage.     Berlin.     Nanck  und  Cump.    186;^  8°. 

Ueber  ein  so  weit  verbreitetes,  vielfach  gebraucbles,  allgemC 
bekanntes  and  in  Tüafter  Auflage  vorliegendes  Buch,  wie  das 
über  dessen  Werth  das  Pjblltcum  längst  entschieden  hat, 
ein  besonderes  Urlheil  ausEusprechen  und  seinen  Inhalt  aasf&bl 
lieh  anzugeben,  hat  das  Archiv  nie  für  angemessen  gehallen,  seil 
wenn  der  Iiibalt  und  die  Uearheilung  dem  Zwecke  des  Buchs 
gut  entsprechen  wie  im  vorliegenden  Falle.  Aber  einer  wesei 
lieben  Erweiterung,  welche  demselben  durch  Herrn  Dr.  Liüowskl 
Lehrer  am  Seekadetlen-Inslitut  u.  s.  w.  in  Berlin,  in  die» 
neuen  AuÜage  zu  Theil  geworden  ist,  und  wodurch  dieselbe  »U 
van  allen  früheren  Auflagen  unterscheidet,  mSssen  wir  besobda 
gedenken. 

Dem  zweiten  Theile  ist  nSmItch  in  swei  AnfiSngen  ivn 
Herrn  Dr.  Ligowski,  ausser  den  Elementen  der  spbXriiwlM 
Trigonometrie  «n  sich  (S. 273— 8.300.),  die  Anwenduns  ^* 
Stereometrie  (S.  2J6— S.  272.)  und  der  sphärtschen  Trigoncmetrii 
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(3.30I~-.S.  3ld)  auf  nautische  Astronomie  beigelSgt  ivorden,  um 
du  Buch  auch  für  a:iuli«>clte  Lehranstalten  in  ausgedehnterer  Weise 
broiirlibarzu  mucben.  In  tier  sphärischen  Tclgononietrie  ist  in  aner- 
kennungstverther  und  iwecktnässiger  Weise,  iveidier  man  immer 
grosseren  unil  allgemeineren  Eingang  u-iln^chen  muss,  der  Gehrauch 
de«  Sapplemenlardreiecks  ganx  vermiedet)  ivorden.  Die  Anwen- 
dungeo  auf  nautische  Astrunoniic  betreffen  die  deutliche  Ent- 
iTickeliing  der  astronomischen  Grundl>egriffe  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  die  verschiedenen  Arten  der  Zeit  u.  s.  w.,  und  ausserdent 
die  Lüsung  aller  in  der  Praxis  des  Seemanns  vorzugsweise  in 
Anwendung  kommenden  astronomischen  Aufgaben,  stets  natürlich 
mit  gehöriger  Rücksicht  auf  alle  nothwendigen  Correctionen  tvie 
Kimm,  Parallaxe,  Vergrösserung  des  Halbmessers,  Refraction 
u.  a.  w.  Zahlreiche  ziv  eck  massige  Uebungsbeispiele  sind  diesen 
Anhängen  »ie  allen  übrigen  Abschnitten  des  empfehle uswerthen 
Buchs  in  seinen  beiden  Theilen  beigegeben. 


H.  C.  E.  Martüs. 


Geometrie. 

|EjC«gelsehiiitt kantige  Pyramiden  undcurvenka 
¥t>iiien,  von  krummen  Seiteuriächei 
welche  sich  kiibiren  lassen.  Voi 
örd.  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  König- 
stSd  tischen  Itealschule  in  Uerlin.  Mit  3  Figuren  tafeln. 
Berlin.    J.Springer.    1863.    40. 

Der  Herr  Verf.  hat  in  dieser  Schrift  verschiedene  Körperfor. 
men  betrachtet,  »eiche  er  Curr enkantige  Prismen  (II), 
Parallelkanlige  Pyramiden  (Ifl),  Kreiskantige  Pyrami- 
den (IV.),  Ellipsenknntige  Pyramiden  <V.).  Hyperbelkan- 
tige Pyramiden  (VI.)  nennt,  deren  Detinilion  und  Entstehung 
in  der  Scbrifl  selbst  nachgesehen  u-erden  muss,  weil  dieselben 
sich  hier  unraSglich  hinreichend  deutlich  mit  derjenigen  Kurze  an- 
geben lassen,  welche  von  der  Beschränklheil  des  in  diesen  lite- 
rarischen Berichten  ums  gebolcneii  Raumes  gefordert  wird. 

Alle  diese  Köriierformen  gestatten  aber  eine  elementare  Be- 
handlung, welche  ihnen  von  dem  Herrn  Verf  in  sehr  aus- 
ffibrlicher  und  lehrreicher  Weise  gewidmet  worden  ist,  wobei  er 
auch  den  Schwerpunkt  und  andere  bemerkenswerthe  Punkte  nicht 
lerficksichligt  gelassen  hat.  Unter  den  genannten  neuen  Kür- 
'Kmen  sind  mehrere  der  Körper,  welche  in  den  gewöhnlichen 


Ulrrmisclier  lierUht  CIXV. 


Elemenlen  iUt  Stereutnelrie  betrachtet  werden,  als  licsonilFra  F 
enihiilten,  ikkI  niclit  ivenijie  iler  von  dem  Herrn  VcrC  geTundu 
81ilsn  und  Itelaltonen  ersi'heiiipn  ule  Veriillg«nie>nctnngea  i 
mein  l)okiiiin(cr  Beiieliuiigen,  nodurch  nntürliüh  die  Oetrachtn 
noch  lehrreicher  wird.  Vorztiftsneiee  und  hnnpfsJicIilich  hat  kl 
der  Herr  VerF.  sein  Augenmerk  auf  die  Beslinintung  de«  InKa 
der  betrachteten  Körper  gerichtet,  imd  dieselbe  lediglich  aaf  d 
bekannten  und  herflits  mehrftich  nach  rerachiedenen  Gvekl 
punkten  betrachteten  Satx  gegrändel,  mittelst  nelcltett  man,  >r«i 
der  Inhiill  der  parallelen  Querschnitte  eines  Kürpe»  «ich  I 
eine  —  meistens  ganse  rationale  algebraisch«  —  Function  ifcn 
lintlcrnungen  vun  einer  geivissen  Testen  Ebene  oder  eiaea  % 
wissen  fcf^ten  Punkte  ausdrücken  lässt,  den  Inhalt  des  Kr>i 
mittelHt  einer  einfachen  allgemeinen  Formel,  deren  eigenlltcbat 
Grund  nntfirlich  in  der  Integralrechnung  ku  suchen  ist,  lioden  fc 
Aus  verschiedenen  Geslchlspunklen  und  unter  verschiedenen  F«r 
nien  (nas  aber  doch  zuletzt  imPrincip  immer  auf  Diisselb*  hin 
auskommt},  in  grüsserer  oder  geringerer  Allgeroeinbeil,  ist  die« 
stereemelrische  Satx  behandelt  worden  u,  A.  von  Bris  (El«a«: 
lur-LehrluiGh  der  dynamischen  Wissenseharten.  Ai 
hang.  S.  130  — S.  148),  Ligowski  (in  einer  besonderen  Schrift 
Inhal  tsherechnung  der  Kürper  nuch  einer  e 
Formel.  Berlin.  1847.  und  im  Archiv.  Tbl.  XXVI.  IM« 
S.204),  Matxka  (Archiv.  ThI.  XXXIll.  IMt».  5.  121.).  ' 
dem  Herausgeber  des  Archivs  (Archiv.  ThI.X.  Iftl7 
S.  260.)-).  Für  den  Fall,  .venn  der  Querschnitt  Q  sich  als  ein 
stanze  rationale  algebraische  Funclinn  des  /.weiten  Grades  acin< 
Entfernung  x  von  einer  gewissen  festen  Ebene,  also  ditrch  ebl 
Formel  von  der  Form 


ausdrücken  lässt, 
hesieichnel, 


0=a  +  Äa 
nd  demnach,  we 


iH  V  den    lnh.tl(  des  Kr.ri 


ist,  hat  der  Herr  Verf.  in  dem  Abschnitte  1.  oder  der  Eiaicitui 
einen  einfachen,  dem  Zwecke  der  Schrift,  bei'm  Unlerrichta  in  d 
elementaren  Stereometrie  als  Hülfsmitlel  ku  Uebungen  der  Schah 


*)  Idi  trluulin  tnirnii<:l 
gawciie  Ermittolu 

■hiv.  T hl.  XIV.  8.235 
Jpln    vorllFgpii<tcn    i'lt 

imm^nhängt. 


0  Atdiiindliing:  lieber  die  nihi 


cdHen,  ileren  nelir  nllgi 

I    (•L'genalnixlr    »rnignti 


lilerni-hcher  lla-M»t  CLKV. 

tt  eil  werden,  viillig  enlsgirecbenden  Beweis  de«  obigen  Satxes 
vorange«chick{ ,  unJ  dadurch  eine  eicliere  Grundlage  für  seine 
weiteren  Betrachtungen  gewonnen.  Wir  glauben  schliesslicb  die 
Schriri  Lebrer»  recht  scbr  zur  Beacbluijg  emprehlen  zu  dürren, 
welelie  darin  vielfachen  8loff  zu  zweckmässigen  sterenmelriscbcn 
Uflbungen  für  ihre  Scliüler  ßnden  nerden,  wobei  das  Buch  (reff- 
li(Ae  Dienste  su  leisten  geciguel  ifil. 


Rit 


.   di  Po 


eione  geomelriva  jircsenla 
delle  duc  Sicilie.  Na|>nli. 
Fibrenu.    Largo  S.  Domeni 


lunato    Padula    al    programma 
|ie 


ttlemalii 


i  del  ßegno 
Stnniperia  e  Carttera  del 
Maggiore.  N.  3.  183«.  4". 
Die  obige  grSascre,  etwa  Ifr  Bogen,  nebst  zwei  Pigurenlafelfl, 
starke  Scliriri  des  hochverdienten  Hertn  Prof.  F.  Padula  in 
Neapel  ist  zwar  schon  im  Jahre  1839  erschienen,  und  Ihre 
jetiige  Anzeige  dürrie  daher  als  eine  sehr  verspätete  betrachtet 
werden.  Weil  aber  die  ilalieniächc  Literatur  bei  uns  in  Deutsch- 
land im  Ganzen  noch  ro  wenig  bekannt  und  verbreitet  ist,  ja  auch 
jetzt  immer  noch  italienische  Werke  auf  dem  Wege  des  Buch- 
handels nur  mit  Schwierigkeiten  bezogen  werden  können,  wie  uns 
nur  erst  neuerlichst  unter  Inanspruchnahme  unserer  Vermiltelung*) 
von  verschiedenen  Seiten  her  mehrlach  bemerklich  gemacht  wor- 
den ist,  die  Schrift  auch  einen  ähnlichen  Zweck  verfolgt  wie  verschie- 
dene andere  in  neuerer  Zeil,  namentlich  in  Frankreich,  erschienene 
Werke:  so  halten  wir  es  für  zweckmässig,  jetzt  noch  eine  kurze 
Anzeige  von  derselben  zu  liefern  und  eie  der  Bf^achtiing  unserer 
Lemr  recht  sehr  zu  empfehlen.  Wie  der  Titel  besagt,  bezweckt 
Herr  Padula  in  dieser  Schrift  eine  Vervollkommnung  und  Ver- 
gleichnng  der  verschiedenen  IMethnden  der  geometrischen  Errinduiig 
oder  der  verschiedenen  Methoden  zur  Auflü^iung  geometrischet 
Aufgaben  zu  geben,  und  erreicht  diesen  Zweck  mit  liefer  Kennt- 
niss  der  gesammten  Geomelrie  und  ihrer  Literatur.  In  letzterer 
Beziehung  beschränkt  sich  Herr  P.  freilich,  neben  den  älteren 
allgemein  bekannten  berühmten  Mathemalikern,  hauptsächlich  auf 
sein  Vaterland  —  mit  besonderer  Rücksicht  auf  Flaull,  Fcr- 
gola  U.B.W.  —  und  die  Leistungen  neuerer  französischer  Geome- 
ter,  gewiss  weil  zur  Zeit  des  Frecheinens  der  Schrift  die  deutsche 
Literatur  noch  weit  weniger  als  jetzt  in  Italien  bekannt  und  ver- 


•}  Wir  wcrdrn  i 
gern  clnlcvtcn  liiisrii 
daxu  hnrciiwillit-^i 


soldbcn  Fällen   i 


tcliinK   i 


UUrarlicher  Beruht  VI.X  V. 

lifeilL-l  iiar.  ivu<lurcb  aber  eben  desbalb,  —  nnil  sogleicb  gcnaonn 
KeUfitnUs  der  ilalienbchen  Literatur  wegen,  —  ill*Be  Schrlf)  t 
deutsche  Leser  um  so  iiitereasanter  ivird,  UDd  nladerbnll  s 
Beachtung  em{irobl«ri  werden  muss.  Die  CharoklettHiniDg  der  «c 
achiedenen  geometrischen  Methoden  nimmt  die  orste  Ab(heiliiii| 
ein ;  die  ütreite  ebenso  interessante  Abtheilung  giebl  verscliled«^ 
urlige  Bchüne  Auriiisungen  der  drei  folgenden  schon  Sfler  «n 
eifrig  behandelten  Probleme,  die  bekanntlich  ifare»  Ursfirung  Ii 
Italien  haben: 

\.  In  einen  Kreis  ein  Dreieck  zu  bescbreibeii,  dei' 
»en  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  geben  (Giordlil 
di  Ollajano). 

II.  In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  t<M 
denen  jeder  die  beiden  anderen  und  zu«!  Seiten  dei 
Dreiecks  berührt  {M*alfatli). 

III.  In    eine    dreiseitige    Pyramide   «iet   KugelD  t» 
beschreiben,  von  denen  jede  die  drei  anderen  und  drei 
Seiten  der  Pyramide   berührt.     (Erweiterung    des    Preblemt 
von  Malfatti  auf  den   Raum).     Bei  diesem  leliteren  Prohh 
haben  auch  die  Arbeiten  Steiner's  Berücksichtigung  gefandea 


Astronomie  und  Gnomonik. 

Annalcn   der   k.   k.   Slernoarte    in    Wien.      Nach  dei 
Befehle  Seiner  k.   k.  .i|io8lol.    Majegtät   auf   üffentl 
Kosten  herausgegeben    von  Carl   von  Liltrow,  Directs 
der    k.    k.    Sternu-urte.      Dritter     Folge    3;HuirteT    B 
Jahrgang  1862.     Wien    1863.     8". 

Der  vorhergehende  Band  dieser  buchst  verdienslüchea.  In  ili 
regelmäasigsten  Folge  ohne  ntle  Unterbrechung  forlacbreitend« 
Annalen  ist  im  Literar.  N  r.  CLI\  S.  14.  angeieigl  worden.  U 
vorliegende  Band  enthalt  nach  der  geHühnlichen  Einleitung  d 
Beobachtungen  am  Meridiankreise  vom  Jabre  1860,  neb 
den  Resultaten  der  Beobachtungen  am  Meridiankreis 
I.Planeten-  und  C  ometenpositio  nen  aus  den  Jahr« 
1860his  1862,  beobachtet  von  Dr.  Edmu  nd  Weiss.  II.  Mll 
lere  Positionen  von  Fixsternen  bezogen  anf  den  Ai 
fang  des  Beohachlungs Jahrs,  dann  Planeten«  au tl  Co» 
ten-  Beubuchlungen  am  Refractor  von  sechs  Zoll  Od 


Lllerarlfcher  Bericht  CL.W.  (( 

i  Ende  Mai  1862.  Von  Dr. 
üi  der  k.  lt.  SleriiHarte,  hieraul 
II  Mitlagsrohre,  endlicli  <)ie  Me- 
htungen  im  Jahre  1861,  Tafeln 
benbachtuiigeit  und  Uebersicht 
der  Zonen.  Möge  die  Vorsehung  dem  verdienten  Herrn  Heraas- 
(;«ber  noch  lange  ungeschvvächle  Kraft  verdünnen  zur  nnauege- 
selaten    Forlseriurig  dieser  höchst  verdienstlichen  Publicationenl 

Zugleich  mit  dieeem  Bande  der  Annalen  ist  auch  erschienen 
ein  neuer  Hand  der  älteren  Wiener  meteorologischen  Be- 
oliachtungen,  deren  VerOffentiichuiig  in  hüi-bst  anerkennungs- 
werlber  Weiise  auf  Kneten  der  kais.  üslerreichischen  Regierung 
geschieht.  Die  vorhergehenden  Bätide  dieser  sehr  verdienstlichen 
Publictttion  sind  in  TrilhereD  Nummern  des  Literarischen  Berichts 
(Nr.CXLI.  S.  12— Nr.CXLVI.  S.«.  — Nr.  CLIX.  S.  15.)  von  uns 
angezeigt;  der  jelst  vor  uns  liegende  neue  Band  hat  d«n  Titel: 

Meleorolugieche  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern- 
waiteiuWien  von  1775  bis  1853.  Aurürfeniliuhe  Kosten 
herausgegeben  von  Carl  von  Liltroiv,  Uirector,  und  Bd- 
mund  Weiss,    Adjunct    der   k.   k.  8ternnarte.     Vierter 


Th 


d  18-23  — 1838. 


Theorie  und  Con 
Ebenen.  Kegel -Cylin 
bislorischen  Skizze  i 
Sonndorfer.  Mit  7  ■ 
schnitten.     Wien.    W 


Sonnen- Uhren   auf 


ler-undKugelfläche 
ber  dieGnomonik,  v 


Ein  recht  sehr  zu  empfehlendes  Schritlchen  über  (inoinonik, 
»elches  sich  vor  anderen  Schriften  dieser  Art  besonders  dadurch 
auszeichnet,  dass  in  demselben  wohl  zum  ersten  Male  eine  aus- 
führlichere und  durchgreifendere  Anwendung  der  d  escriptiven 
tieometrie  zur  Construction  der  Sonnenuhren  gemacht  worden 
lata  so  dass  dattselbe  zugleich  als  eine  lehrreiche  Annenduog  der 
letzteren  scbOnen  Wissenschaft  angesehen  vrerden  kann.  Ausser' 
dem  hat  über  auch  die  analytisch -trigononiefrische  Methode  aus- 
gedehnte Anwendung  gefunden  und  eine  historische  Skizze  ist 
vorausgeschickt.  Alles  durch  sehr  sorgfüllige  und  saubere  Zeicb- 
Dungeo  erlSulert,  und  die  nuthigen  Tafeln,  k.  B.  am  Ertde  eine 
Tifel  der  Zeilgleich  ong,  sind  beigefügt.     Die  Schrift  ist,  wie  ge> 


|<|  UiertttiiChti  llericitl  CIXW 

BBgli  AlWrj  ddiieii,  welche  sich  dir  die  Gnomonik  an  sid), 
nucb  für  AuMendungen  der  feiriercD  Ceoiiictrie  inlereAftiTcn, 
sehr  zn  cmprehlen.  —  Wir  bemerken  noch,  daso  in  d«r  Abhaadhui 
Gnonionik  Tür  jede  beliebifte  Bhene  im  Rauiue.  ml 
Kückaicht  auT  die  Aimeiidnng  der  ni-ueren  Geameiri 
nur  AiiHtühruiig  gnnuionischcr  Co  ob  Im  cl 
dem  Ilerausgeher  des  Archivs.  (Archiv-  ThI.  XXSVI 
S.  101.)  wohl  zuerst  AinveDdmigen  der  ueueten  Geniii«lrii 
riameatlich  der  Theorie  der  Aehnlichkeitsoxen  der  Kreise,  aufdi 
(■noiuonik  geiuachl  norden  sind,  hei  gleichzeitiger  aug(i[hrltchw 
Aoiveiidung  der  analytischen  Geometrie. 


N  a  u  t  i  k. 


aee  par    M.  de  LH 

'  l'heure  et  la   lon|ilid«] 

:l    et    du    Bureau  Ati 

rendus  des  a^siiee< 

nee  du   7.  Mar«  fSU 


Stir  une  mäthode  nou 
trow.  poar  däterminer  «n 
|iar    H.    Faye,  niembre    de   l'ln 
longltudes.     Extrail  des  Com) 
de  rAcadeinie    des    Sciences,    s^anci 
Vienne.     C.  Gerold.     1864.  8". 

Mit  Käüksicht  und  Verweisung  auf  meinen  AuTsalz  im  Arcbti; 
ThI. III.  1843.  S.  107  — S.  112.  habe  ich  im  Literar.  Ber.  Nr.CLX 
S.  4.,  woraur  ich  hier  verweise,  die  von  Herrn  Birector  v.  Litliet 
empfohlene  Methode  der  Längenbealimmung  durch  DiB 
von  Circummeridianhöheii,  welche  sich  bei  der  bernlimten  Welt 
iimsegelung  der  Novara  auch  praktisch  vollkommen  botvahrl  t 
ausfahrlicher  besprochen,  ao  dass  dieselbe  als  allen  sich  d 
interessirenden  Lesern  vollkommen  bekannt  vorausgeaetst  nctde 
kann.  Um  diese  Methode  in  Frankreich  bekannter  zd  mache 
und  zur  Anwendung  zu  empfehlen,  hat  Herr  Faye  disGelba  i 
Gegenalande  einer  Mitlheilung  un  dieAcadtimie  desSciencei 
gemacht,  und  sie  mit  verschiedenen  lehrreichen  eigenen  Bettler 
kungen  und  Discussionen  begleitet.  Die  Schrift  ist  in  zwei  Ah^ 
Iheilungen  gelheill,  nSmIich-  §.  I.  Emploi  de  la  mäthode  i  li 
mer  und  g.  II.  Emploi  de  la  methode  ii  terre.  indetn  Her 
Faye  diese  Methode  mit  einigen  von  ihm  angegebenen  und  0 
pfohlenen  Moilificationen  auch  auf  dem  Lande  bei  Reisen  u.8. 
für  zweckmässig  anwendbar  halt.  Es  \a  sehr  dankenawerill 
dass  von  der  Abhandlung  des  Herrn  Faye  in  Wien  der  rof 
liegende  besondere  Abdruck  veranstaltet  worden  ist,  welchen  hI 
allen  wissenschaftlichen  Seeleuten,   namentlich  aber  den  I 
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nautitictien  Lrliraostalti^n  rcclil  sehr  7,ut  Reich- 


Physik. 


M.  rvrgl.  Abur  iSanlilc  üben  auch  unter  „ijyslenie.  Lehr- 
und  Würterbücber"  die  naullscben  Zusütie  von  Ür.  Lignirakt 
zu  il«nt  Lchrbnche  derElemonlnr-IVIuthcmalikvan  Huller 
von  Hallcr»leiii. 

^^Itehrbucb  Her  FUik  für  Un  Icr-R  «aluchulen.  Von 
I  Ür.  Fr.  Jos.  Pisbo.  Lehrer  der  Fisik  »n  der  Knmmnnal- 
I  Oherrenrnchule  Dufder  Wieden  und  der  damit  in  Ver- 
bindung siebenden  Generbcachu  le  in  Wien.  Sechste, 
I  «ehr  veriuehrlG  und  verhosaerte  AuTlaee.  Mit  4S6  in 
l<  den  Toxi  aurf;»nommenen  llurzscbnlllen.  BrOnn.  C.Win- 
ler.    1804.    80. 

Die  fünrte  Auflage  dieses  Elemenlnr- Lehrbuchs  der  Physik 
und  sein  VerhAllniss  t\t  dem  griisecrcn  eni|>rehlenswerthcn  phy- 
aikaliacben  Lehrbuche  des  Herrn  XCa.  sind  den  Lesern  aus  dem 
Lilerar.  Her.  Nr.CLX.  S.fi.  bekonnl.  Dia  VerbesHeruiigen  in 
I  dieser  sechsten  AuTlage  waren  vorzüglich  nur  die  Erneuerung  der 
I  meisten  Figuren  und  auf  die  grüsslmügliche  Deutlichkeit  im  Bei- 
bringen der  (irundlebren  gerichtet.  Die  Zeichnungen  sind  alle  nach 
den  Apparaten  dos  physikallucben  Kftbinets  der  Lehranslalt,  an 
welvber  der  Herr  Verf.  als  Lehrer  nirkt,  aufgenommen,  und  liefern 
hierdurch  itigteicb  den  Beweis  von  der  grossen  Keichhalligkeit 
und  ZweekmXsaigkeit  dieses  Kabincls  und  von  der  —  abrlgens 
ISngst  Bchnn  bekannten  —  Sorgfalt  und  Liebe,  mit  welcher  der 
physikalische  Unlerrtcbt  auf  den  Schulen  in  Oesterreich  ge- 
|ifiegt  wird.  Die  durgeslellten  Apparate  »ind  fosl  sämmtüch 
vnn  dam  geschickten  Mecbsniker  Herrn  Hauck  In  Wien  ge- 
ftfHgl. 


Vemiscfate  Schriflen. 


Blsfiiale    di 


Inlomalicbe    ad 


degll    Bludenli 


he  nnlver^ltü  ilaliane,  pubhiieatu  per  cura  del  Pro- 
fCMori  G.  BattaitllKi.  V.  Janni  a  N.  TrudI  etc.  (S.  Liter. 
Bor.  Nr.CLXIV.  S.W). 


Uierarltshfr  Uerlcbt  i^LXS: 

Anno  I.  --  ^l>vembre  IS<>3.  Nota  snila  (li[ioi'Hei>sa  tlupl 
aiiarnioiilco,  per  G.  DattaKlini  p.  3:fl.  —  Supra  lalatie  proprid 
delle  soluxioni  ititcre  c  poKÜive  dcll'  equaiione,  fiola  per  E>  Fei 
goU.  p.  328.  —  Nota  sulle  curve  di  teno  grado  per  N.  .Saiv&lor 
DIdo,  diecepolo  del  praf^Hsoro  Saniiia.  p.331.  —  Su>  c 
degli  cquiniottiplici  adoperalo  dagli  anlicfai  ^«onietn  iiclla  teoria 
delle  proporxioni,  riota  per  N. Trudi.  p.337.  —  Teoreina  |o.p.33A.- 
Teorema  2°.  p.  340.  —  Teorica  de  contravarianti,  dei  i 
e  degli  iavarianli  per  G.  Janiii  (Conlinuazione  vcdi  p.  SSI 
p.  340.  —  Sul  luomenlo  di  una  forza  presa  rUpellu  ad  uu  ut 
per  V.  Janiii.    (Continuaiione  vedi  p.  282.)  p.35l. 

Atinol.  —  Dicembre  1863.  ICslonsiniie  allo  spasio  dl  If 
dimenKioni  dei  lenremi  relaüvi  alle  cotiiche  di  nove  punli  pi 
Giigenio  Bellrami.  (Coiitinuaz.  v.  p.  -208.)  p.  354-  —Are« 
di  uu  Segment«  di  sezione  contca,  per  L.  Cremoiia.  p.  SflO.  ' 
Nota  siil  paraltelogramruo  delle  forse,  per  G.  Ball»)(li  ni.  p.SÖSL--' 
Inlorno  alle  condizioni  di  equilibrio  di  un  oistenia  dt  Torma  inrviaf 
bile.  Per  G.  Uattaglini  p.3ti7.  —  Solustioni  delle  quealionl  I 
10,  20,  '21,22,  23,24,  29.    Per  G.  Batlagiiai.  p.  369.— ludlea 

So   haben  also  jetzt  die  verdienstvollen    Herren    Herausgd)«^ 
dieses  trefflichen,  von  uns  In  Trüheren  liternrischen  Beriditen  tcbiM 
mebrfacli  zu  aorglälligater  Beachtung  empfohlenen  Journala,  dord 
welches  das  matfaemaliacheStudium  bei  derlcrSfligen  Unteretützunf 
ivelche    demselben    duri;h    die    erleuchtete    Krmiglicfa    ilalieitiMhi 
Regierung    Qberall    zu    Theil    nird,    gewit^s    tvesenllich    gefürdc 
werden  ntrd,    die  Freude   der   Vollendung    des   ersten   Jahrganj 
dieses    ausgezeichneten    iviasetmchafllicbeti    Unternehmens,    wm 
wir  ihnen  aufrichtigst  Glück,  und  dem  Journal  selbst  ungehindert« 
Fortgang  und  immer  grüsseren   Aufschnung  wünchen. 

Grimert 


Annali  di  iUalematica  pura  ed  applicala  pubbltcat 
1   Barnaba   Torlolini   e    compilati    da   E.  Bett!  a  Pisa 

Brioschi  a  Pavia*),  A.  Geiioccbi  a  Torino,  B.  Torlo 
ni  a  Roma.  4«.  (.S.  tjterar.  Ber.  Nr.CLXlV.  S.  la  im 
le  wir   beiläu6g   bemerken,   statt  „dl  Barnaba    TorlAÜitl 

setzen  ist:  „d»  Barnaba  Tortolini.) 
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'Tom  V.  Nr  3.  Dei  momenti  d'tnerzia,  e  di  elasttcilä  delle 
Snfofii.  Del  0<>l^  llomenico  Cipülelti.  p.  1 13.  —  BItIk«» 
MbUovraphle».  —  Manuscril  it5l   <Id   Su|>|il^raent  arabe  ile  )a 

Btbliolh^que  imperiale  de  Paris.  Par  M.  Woepcke.  p.  147.  ~ 
•äopra  olcunc  rornmle  nel  caleolo  delle  differenze  fitiile.  Articolo 
dei  Prof.  B.  Tortolint.  {..  181. 

Tom.  V.  Nr.  4.  Memoire  sur  riniftgrntion  sous  forme  fitiie 
d»  r^qualioii  diGT^renlielle  lineaire  du  sccond  ordre.  Par  le  P. 
Pepio.  p.  183.  '  Lcitera  del  ^ig.  Vi.  Roberts  all'  Editore. 
p.  ^5.  —  Sulla  J'rojezione  liierbolica  di  utib  Cubtca  Gobba.  Nota 
de)  Proresaore  L.  Cremoua.  p.  I'll.  —  Pubblicazioni  Recenli 
p.  231. 

Tom.  V.  Nr.5.  SullaRiaotvenle  di  Malfatü  per  le  equasioni 
del  Quinto  grado.  Alemoria  del  Prof.  P.  BrioachL  p.  233.  — 
Inlorno  ad  uii  (jroblenia  di  Meccaoica  appticala.  Memoria  del 
Dottor  D.  Cipoletli.  p.  -251.  --  Hlvisla  blbliOBi-«P>>lra.  - 
Les  Stgnes  nunieraux  et  l'arKhm^tiqite  cbez  les  peuples  de 
l'antiqultri  et  du  lunyeo  ■  ägc.  Bxnmen  de  louTrage  allcmand 
intitule:  Mathemalifiche  Beitrfige  sum  Cullurleben  der 
Vviker  vo»   Dr.  Moriti;   Canlor.     Halle.     1863.   in  S».     Par 

Hettri  Marlia.  p.  257. 


[ova  Acta  ReßiaeSoc letalis  ScientiarumÜpsalien- 
■  is.  Seriei  tertiae  Vol.  IV.  Pasciculus  posterior.  Up- 
saliae.  C.  A.  Lerfler.  IW>3.  4".  (M.  vergl.  Lilerar.  Her. 
Nr.  CLXI.  S.  13.) 

I)«r  IV.  Band.  Fase.  I.  dieser  sehr  nichtigen  Sncietfita- 
Scbriflen  l»t  in  der  vorher  genannten  Nummer  des  Llterar.  Ber. 
angezeigt  uorden.  Der  neueste  uns  votliegende  (Vol.  IV.  Fasc.ll.) 
eiithfilt  die  rnigenden  hierher  gehörenden  Abhandlungen:  Einige 
inatbematische  Aufsätze  von  R.  Hoppe,  Dr.  Ph,  und 
Privaldocent  in  Berlin.  I.  Relationen  zvrischen  den 
Coainns  der  Richtangsiviokel  einer  Geraden  gegen  be- 
liebig viele  regelmässig  liegende  Axen.  IL  Ceber 
sphXrischeCurveii  und  deren  Polaren. III.  Rollcurven.— 
Ausserdem  enthält  dieser  Band  die  von  den  Herren  Nordlund 
und  Wackerbarth  augenscheinlich  mit  grüsster  Vollständigkeit 
und  Snrglalt  angeslelllen  und  bearbeiteten  meteorologischen  Be- 
obacblungen  für  1860  unter  dem  besonderen  Titel:  Resultats 
des    observations    m^t^orologiqiies     Taites    au    nouvel 
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Observatoire  il'l]|»sal  penilaiit  liinn^«  1860.  Latitnde: 
m>.  51'.  31,5".  I.onRitude:  ä  lest  de  l'Obeervalolro  de 
Paris  I*.  ■■».  lO*.     U|>sal.    C,  A.  Lerfler.     1863.    4». 

■Sitzuiifreboriclite  der  küüigl.  bayeriBcben  Akademie 
der  Wisscnscharttn  in  Mfinchen.  (Vgl.  LU»r»r.  Bir. 
Nr.  CLXIV.    S,  IB.) 

1863.  I(.  lleTt  |\.  Dieses  lieft  enlbSlt  keine  in  dco  Knü 
des  Archivs  gefaürende  Aiil'afilze. 

1H64.  I.  Heft  I.  Steinheil:  Ueber  einen  neacn  MeriifiU' 
kreis  seiner  Constructinn  (tnil  einer  Telel).  S.  I.  (Das  neu«  In- 
strument ist  ousfübrlich  befiibrieben,  durch  eine  Zeichnung  etllolerl, 
und  rOcksichtlich  der  von  ihm  dargebotenen  Vortheile  volUtSndig 
eharakterisirl.) 

1804.  I.  Heft  II.  Steinbeil:  Der  Astrograph.  Ein  AppanI 
xuro  Zeichnen  des  durch  Fernrühre  betrachteten  Slenibimatels. 
S.  103.  (Ein  Instrument  dieser  Art  hat  Herr  t.  Steinheil  be- 
kanntlich schon  vor  mehr  als  30  Jahren  onstrnlrt  und  in  Sehn* 
macher's  Jahrbuch  1838  beschrieben.  Wir  machen  ttvf  da« 
neue  Inütrumenl  sehr  aufmerksam,  weil  miltelsl  desselben  n.tcb 
den  Ansahen  seines  berühmten  ßrtinders  graphisch  eine  groase 
Genauigkeit  zu  erzielen  sein  muss,  scll>at  eine  weit  grDseere  Genauig- 
keit als  dieSternnufnahmen  von  A  rgelander  durch  Ueobacblei^ 
ergeben  haben.)  —  Jolly:  1)  Ueber  die  Ansdehnang  des  Wassen 
von  30"  C.  Ms  lUO"  C.  S.  141.  —  2)  Ueber  eine  Federw^e  n 
GXaeten  Wggungen.     S.   I6'2. 

Sitzungsberichte  der  künigl.  höh  mischen  Gesell 
scbafl  der  Wissenschaften  in  Prag.  (Vergl.  Literkr. 
Ber.  Nr.  CLX.  S.  II.) 

Jahrgangl863.  Januar  — Juni.  S.  106— S.IIÜ.  HerrBCbl 
thellt  einen  in  der  k.  Hol-  und  Slaalsbihliothek  in  MBaehei 
aufbewahrten,  bis  jelzlnicbt  verilffentlichten  Brief  Ty  cho  Brafae's 
vollständig  mit,  anf  den  er  von  Herrn  Oberbibliolbekar  Hall 
MSnchen  aufmerksam  gemacht  ivnrde.  Der  Brief  ist  an  Tyeks'« 
Freund,  den  seiner  Zeit  bekannten  und  berOhmten  Doctor  Cani 
rarins  in  Nürnberg,  gerichletnnd  enthalt  manches  IntersHsanl 
als  Beitrag  zur  Charakteristik  des  unsterblichen  Manne.x  nitd  At 
Sitten  der  damaligen  Zeil.     Kr  hat  die  Unterschrift: 

..Oatae  Vrainburgi   die  *21  OctohrJe  anno  IßfiO. 
Tycho  Brnhe  mann  propria." 
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■  anR  lSfi3.  Juli  — üecember.  S.G8  — S.S9.  Herr 
Mattlia  iTug  eine  Prioritülereclamation  des  Herrn  Fror.  Spitier 
in  Wien  gegen  Herrn  Popper  vor,  betreffend  die  sehr  nner- 
kennungsivertben  Erweiterungen,  ivelche  die  von  dem  Englünder 
Weddle  im  Jabre  1843  zuerst  verüffentlichte  Methode  der  Auf- 
IvBung  der  numeriHclien  Gleichungen  durch  Herrn  Prüf.  Spitzer 
schon  im  Jahre  1851  erhallen  hat,  gegen  die  von  Herrn  Joseph 
Popper  in  den  Ah  hnnd  I  ungeii  der  Icünigt.  bühm.  Gesell- 
«cbaft  der  WisxenechafIeD  II.  Band  der  V.  Folge,  erst 
iiD  Jabre  1861  vcrr.ffen fliehten  „Beiträge  zu  Weddle  s  Me- 
thode der  Auflüsung  numerischerGleichungeo."  — S.77 
bis  S.  S2.  Herr  Gustav  Skfivan  theilt  einen  eitifacben  Be- 
neis  des  (laüss'schen  Tfaeorems  von  der  Convergenz 
dvr  unendlichen  Reihen  mit.  auf  den  wir  die  Leser  des  Ar- 
chivs ttufnierlieam  machen.  ~  S.üi — S.  85.  Herr  Pierre  tbeilt 
seine  interessanten  Ergebnisse  einiger  Unter  Buchungen 
mit,  tvelche  er  im  LauTe  des  Sommers  mit  Aesculin  und 
Fraxin  unternnrnmeo  hat,  nebst  den  Fluorescenzer- 
scboinongen  bei'ni  Purpurin. 


Miltheilungen    de 
Bern.    (Vergl.  Lite 


iiaturforschenden  Gesellschart 
ar.  Ber.  Nr.  CLVH.  S.  14.) 


&US  dem  Jahre  1662.  Nr.  497-530.  —  L.  Schlsrii:  Ele- 
ikre  Bestimmung  der  Beschleunigung  der  elliptischen  Pla- 
ibewegung.  Nr.  305  —  508,  S.  65  —  82,  —  Perty:  Ueber 
Hilcroelcopie  und  Tcleskopie.  Nr.  505—508.  S,  83— %.  —  Nach- 
trag zu  Prof.  Perly's  .Aufsatz  über  Mikroskopie  und  Teleskopte. 
Hr.SIl.  S.117— 118.  —  R.  Tb.  Simler:  Beiträge  zur  Statistik 
der  Würraeverhällnisse  der  Luft  und  der  Geivässer  in  den  Schirei- 
zeralpen.  Nr.  520— 521.  S.  185  —  200.  —  H.  Wild:  Bericht  über 
die  m ei eoro logischen  Arbeiten  im  Kanton  Bern  im  Jahr  1861. 
Nr.  524— 527.  S.  217— 237.  —  H.  Wild:  Resultate  der  meleofo 
logischen  Beobachtungen  vom  1.  Üecember  1860  bitt  30.  November 
1861,  Nr.524~527.  S.  237— 242.  —  F.  Hermann:  üeber  Ver- 
basserungen an  Waagen.  Nr.  528.  S.24«  — 264.—  L.  Schisriu 
Ceber  den  Gebrauch  des  Inlegrationsireges.  Nr.  529  —  530. 
S.  aS?  -268. 

Aus  dem  Jahre  1863.  Nr.  531 -552.  —  Lauterhurg;  Von 
den  Rechenmaschinen.  Nr.53I— 537.  S.20— 29.  —  R.  T  h.  Simler: 
Ein  Hand-  und  Reisespectroscop.  Nr.  838—542.  S.  02  —  70.  — 
Perty:  Ueber  Conservation  mikroskopischer  Organismen.  Nr.  538 
—542.  S.04  — 97.    —    Wild:  ^aehrichlen  ron  der  Sternwarte  in 
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Bern  aos  den  Jahren  1661—62.  Nr.  543—545.  S.  W-118. 
Wild:  Bericht  Af.r  meleoro logischen  Cenlralslalion  in  B«ni  n 
Jahre  lÖCl    Nr.r.46-G47.    S.  Iiy_132. 


Die  V.  Akademie  der  Wigsenscbalteo  in  Wien  hat  ron  i 
fange  dieses  Jahres  an  die  Einrichlnng  getroffen,  das«  kmr»  I 
richte  über  ihre  Sitzungen,  unro itlelbar  nachdem  dieselhei 
stattgefunden,  in  einzelnen  Bogen  unter  Kreuzband  tlurch  dU 
Post  versandt  werden.  Auf  diese  Art  werilen  die  Arbeiten  An 
Akademie  in  der  kürzesten  Zeit  allen  sich  dafflr  Interessireniles 
bekannt,  ivas  oft  von  grosser  WicfaÜgkeit  sein  kann  und  in  jedet 
Betiehung  narhnhmungswertb  ist,  auch  in  der  erfreulichsten  i 
rühmlichsten  Weise  von  Neuem  Zeugniss  ablegt,  irie  sehr  uni 
wie  eifrig  die  k.  Akademie  der  W.  bemüht  Ist,  ihre  Arbeilen  i 
schnell  als  mOglich  zum  Gemeingut  des  nissenschnniichen  I 
kuras  XD  machen,  nus  danbbarüchet  anerkannt  werden  mufis.  1 
jetzt  (Mille  Klai  1864)  sind  uns  mit  grCsster  Regel mfissigkeil  n 
Schnelligkeit  pro  1864  Berichte  Über  12  Sitzungen  in  eben  so  vie- 
len Nummern  zugegangen,  von  denen  die  letzte  über  die  StUar 
vom  28,  April  1^64  referirl. 


Dir  Anzeige  riner  üri'miicri'n  Anzalil  vnn  IIiTtt-ii  Act  Monatab 
riebt«  der  k 5  ti i  ^ I.  Akaileniio  der  Wii*r  n  tcli  s  f  len  in  Bi^rl 
IiBt  wegen  etwas  venpnteler  Ziiaendnng  der  Hefte  an  tia«  bis  ]< 
nicht  )(cgfbcii  weideu  kfinncn,  and  kann  auch  leider  in  dieser  Numfl 
nicht  mehr  Platz  finden,  wird  atier  in  der  näcfaiten  Kummer  bcstlal 


Im  Begriff  diese  Nummer  zu  sehliessen,  gehl  mir  noch  Eal 
gende  mich  sehr  betrdbende  Nachricht  zu,  die  daher  nur  noch  hii 
am  Schluss  Platz  linden  kann: 

In  der  ersten  Hülfte  des  März  1864  starb  in  Regensbnig 

Professor  von  SclimSger, 

eines   der  ältesten  Mitglieder  der   künigl.    bayerischen   Akademh 
der  Wissenschaften.     Es  wird  recht  sehr  um   Einsendong   einei 
Necrologs  dieses  verdienten  Mathematikers,  Astronomen  nnd  Pfay 
sikers  gebeten,    der  auch   Jen  Herausgeber  des  Att-hii's    viel& 
mit  seiner  Preundscbafl  beehrte.  G. 
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Am  1.  Jaoi  1864  um  4^  Uhr  Nachmittags  «tarb  plötzlich,    im 
OSsten  Lebeosjahre, 

Josef  KnaTi 

der  Philosophie  und  särorotlicher  Rechte  Doctor,  k.  k.  jubil.  Pro- 
fessor der  Mathematik  ao  der  Universität  in  Graz.  Das  Archiv 
verdankt  ihm  einige  grossere  werthvolle  Arbeiten.  Die  zweite 
Abtheilung  seiner  letzten  Arbeit  über  die  harmonischen  Reihen 
(s.  Tbl.  XLI.  Nr.  XXVIll.)  wird  in  einem  der  nächsten  Hefte  er- 
scheinen. Ein  ausffihrlicher  Necrolog  ist  uns  für  eine  der  näch- 
sten Nummern  des  Literarischen  Berichts  gütigst  zugesagt  wor- 
den  und  wird  unzweifelhaft  erscheinen. 


Mathematisches  und  physikalisches  Unterrichts- 
wesen. 

Achter  Jahresbericht  über  die  Wiener  Kommunal- 
Oberrealschule  auf  der  Wieden.  Veruffentlicht  am 
Schlüsse  des  Schuljahrs  1863.  Wien.  Selbstverlag  der 
Realschule.    1863.   iP. 

Wir  glauben  unsere  Leser  auf  dieses  Programm  aus  doppel- 
ter Rücksicht  aufmerksam  machen  zu  müssen.  —  Die  erste  Abtheilung 
(S.  1.— S.  56.)  desselben  hat  den  Titel:  Die  Unterrichts-  und 
Erziehungsgegenstände  auf  der  Londoner  Weltaus- 
stellung im  Jahre  1862.  Von  Dr.  V.  Teirich.  Der  Herr 
Verfasser  wurde  im  vorigen  Jahre  mit  Unterstützung  der 
Gross*Kommune  Wiens  zum  Besuche  der  Industrie -Ausstel- 

Thl.XLlI.  Hfl.  2.  9 
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lung  nach  London  geschickt,  um  die  ilott  auKKCatelltcB  Uale 
ricbUmittel  iii  Augenschein  zu  nehmen.  Das  varliegemlG  Ptogranii 
enthalt  den  sehr  interessanten  und  elnjjeheiidvn  Bericht  über  i1m>| 
Reise  unter  folgenden  ßubriken:  I.  Allgemeiue  B«(raclltilii(;tl 
II-  Allgemeine  Karakleristik  der  Sichulnusslellungen  der  vinvchäi 
denen  Kulturstaalen(OeBlerreicb,  Grosebritannien  und  Irland,  Fni 

ich,  Belgien,  die  deulschen  ZtillvereineslBnlen,  HchiveJa, 
land,  DSnemark,  Holland,  Schneden,  Nnriregen,  Italien, 
englischen  Kolotiieeii  und  Amerika).  III.  Die  bcmerheflan-eril 
Uegenstände  in  der  Londoner  SchulansHtelfung  nach  den  einz^ 
LKndern  nnd  Fächern  geordnet.  (Wir  heben  hier  nur  aus:  iH 
Unterricblamitlel  für  den  Rechen  Unterricht,  lur  die 
für  Geographie,  Nalurgeschichte,  Physik,  Chemie,  Tecbnologii 
Geometrie  und  lineares  Zeichnen).  Alle  Lehrer  der  realen  UnteC 
riehtsIScher  müasen  »uf  diesen  viellach  interessanten  und  leh 
reichen  Bericht  aufmerksam  gemacht  werden.  —  Die  iweile  AI 
tbeilung  (S.  I.— S.  30.)  hat  den  Titel:  Ueber  einige  neuer 
akusliache  Gegenstände.  Von  Ur.  Fr.  Josef  Pisko 
In  lehrreicher  Weise  beschreibt  Herr  Pisko  die  akustischen  Appi 
rate  von  R.  KOnig  (Nachfolger  von  Martoye)  in  Paris,  die  i 
anf  der  Londoner  Imtustrie-Ausslellung  xu  sehen  Gelegenbpit  btttw, 
itnd  erläutert  seine  Beschreibungen  durch  gut  ausgeführte  Hols» 
Bchnilte.  Die  beschriebenen  Apparate  gchüren  an:  1.  der  T«* 
schreibekunst  oder  Fono-  und  Vibrografie;  II.  der  Anwendung  dl 
Optik  in  der  Akustik;  III.  den  Saiten  und  SlHbeo;  IV.  der  Lui 
als  tönenden  Körper  (Pfeifen).  Die  Anzahl  der  beschriebenea  rnii 
abgebildeten  Apparate  ist  zn-ülf.  Ucber  die  meisten  spricht  Uei 
Pisko  sein  Urtbeil  aus,  giebl  Andeutungen  über  Einrichtung  an 
Gebrauch,  Geschichte  der  Eriindung  n.  s.  iv.  Wir  halten  iUh 
Abhandlung  für  einen  recht  guten  Beitrag  zur  praktischen  ^ 
und  sum  Unterrichte  in  der  Akustik  überhaupt,  verweisen -dei 
halb  auch  alle  Lehrer  der  Physik  auf  dieselbe  und  empfehlen  al 
ihnen  «ur  sorgfälligen  Beachtung,  da  sie  schwerlich  anderwirtt 
eine  so  vollstSndige  Üarstellung  dieser  Apparate  finden  werden. 


Arithmetik. 

Elementi  di  Algebra  per  R.  Rubini.  Seconiia  edt 
zlone  accresciuta  e  migliorata.  Napoll.  Tipografia  J 
Acbllle  Morelli.    Strada  S.  Sebasliano  n.  51  p.  p.   1864.  9> 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  CLXII.  S.  4.  hatten  trir  4.^ 
Vergnagen,  den  hflchst  verdienstlichen  „Coroplemento  agH  El«. 


[manli  d' 
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nonli  d'AIgehm"  dcBsellieii  Herrn  Verfafisers  anzuzeigen.  Die 
„Elamcnlt  üi  Algebra"  lirgeti  uns  jelzt  in  einer   eo  elien  er- 

.  •chicncnen ,  rermehrteii  uiiil  verbesserten  znoileii  Auflage  vor. 
Die  ersle  Aartnge  ist  uns  unkekatint  geblieben  und  ntr  kSnneii 
(tah«r  dber  Aas  VeThsltnios  beider  Auflagen  lu  einaniter  nicht  be- 
ricbteii.  Was  aber  die  zn  eile  Aurinf;e  betrifft,  so  haben  ivir  uns  sehr 
gefreuet,  in  derselben  ein  sehr  vollstSudr^-es,  sehr  deutliches  und 
Jtberall  in  streng  wissenschafllicher  l>arstellung  verfasele«,  sich 
in  mehreren  Beziehungen  vor  amleren  llüchern  dieser  Art  aus- 
Kcicbnoides  Lehrbuch  der  elementaren  Algebra  oder  allgemeinen 
Alilhtuetik  aiizulreffen,  »clches  »ir  aucli  deutschen  Lesern  recht 
sehr  I»  sorgföltißstet  Bencbtung  rnipl'eblen.  Dasselbe  entbült 
natürlich  zunücbsl  die  Eüuinillichen  {^eivühnlicben  Lehren  der 
elementaren  Algebra ,  tvie  sie  sieb  auch  tn  unseren  deutschen 
Lefarbßchern  fitidco,  überall  durch  zueckmüt^stge  Beispiele  erläu- 
tert. Ausser  diesen  Lehren  enthalt  das  vorliegende  Lehrbuch 
aber  noch  vieles  Andere,  was  eich  in  unseren  deutschen  Lebr- 
bacherti.  nenigsteiis  nieislens,  noch  nicht  tindet,  hauptsächlich 
wobl  deshalb,  weil  diese  itüchcr  vorzugsHeine  als  Lebrbtlcher  für 
Schulen  verfasst  n-erden,  und  man  deutschen  Schülern  —  die 
freilich  varin  et  multa  im  reichlichsten  Ma.isse  zu  lernen  haben  — 
die  Erlernung  solcher  feineren  algebrnischen  Lehren  nohl  noch 
nicbl  itumutfaen  zu  dürfen  glaubt,  und.  aus  dem  angegebenen 
(irunde,  nach  unserer  IVIeinung  allerdings  auch  tiichl  darf,  we- 
nigstens nicht  unbedingt.  Zu  diesen  feineren  algebraischen  Leh- 
ren, welche  die  Lehrer  der  Mnihematik  in  sehr  schöner,  ganz 
elementarer  und  für  Scbiiier  biiherer  Lehranstalten  vüllig  geeig- 
neter Weise  in  dem  vorliegenden  ausgezeichneten  Buche  entwickelt 
lind«),  rechnen  wir  die  folgenden:  Die  Lebre  von  den  Un- 
gleichheiten nder  Ungleichungen  (Lezinne  XIII.  Delle 
inegnaglianze.  Wer  weiss,  wie  hSulig  sich  AnfÜnger  bei  der 
Beartheilung  solcher  Falle,  wenn  sie  nnmentlich  mit  negativen 
Grössen  in  Conflicl  kommen,  irren,  «ird  gewiss  erkennen,  wie 
notbwendig  es  ist,  daes  die  Lehre  von  den  Ungleichungen  in  ihren 
ersten  Elementen  immer  mehr  Aufnnbnie  in  die  elementare  Alge- 
bra finde),  _  Begriff  und  elementare  Hauptsätze  von  den 
Crimen.  (Lezione' XIV.  e  XV.  Quaniitfk  variabile  e 
qnanttlä  costante.  Limite.  Quantila  finite,  infinite- 
sime  e  finite.  Sehr  verdiensllicb  ist  es,  dass  der  Herr  Ver- 
(asaer  der  „dränze",  die  ja  der  ftirtwährende  Begleiter  des 
iUatbematikers  in  seinem  ganzen  ivissenschaniicben  Leben,  bei  fast 
allen  seinen  Untersuchungen  und  Arbeilen  i»t,  hier  schon  in  den 
ersten  Elementen  eine  besnndere,  eingehendere  Betrachtung  gewid- 

L  met  hat,    iTas  wir  sehr  zur  Nachahmung  empfehlen).  —  Vieles 
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Cfip  die  Elemenle  Wichlige  t 


:ie  algebrica  de 
.  —  Lez.  XVII. 


i  dediic 


rietä    «iello    poletiKi 


.■a.)  -  Eine 


I  der  hüheren  Kahle 
Iniie;.    (Lei^ioneXVI.  Rap 

ivisibilit^  di  alcon«  p«*' 
CK,  XVIII.  Üi  alcnne  pro 
I  do'  numert.  —  I-o«.  XIX 
i.  -  Le«.  XX.  I' rapriell 
I  n|i|ilicazioiic  n  tnlune  regole  il'Arit 
nngeliende  Darstellung  der  in  «lld 
Ueziehungen  »o  ungenieiii  wichligen  Letire  von  i*^ 
MittelgrUssen.  {Lez.  XXXVII.)  —  Eine  »ehr  rolU»« 
dlge  Tlieorie  der  KeKenbrüche  mit  Aim-endniigeu  m 
Hie  unliestimnite  Anülylilc,  auch  mil  KiJcksicht 
Formen  des  ziveiten  Grades.  (I.e/.  XL.  — XL.II.)  — 
S.  S7S.  in  der  Lehre  vnti  den  Logarithmen  sagt  der  Herr  Vcn 
ser:  i.Cfedinmo  necessario  sggiungere  {loche  jiarale  aid  modi 
ralcolaro  con  unn  sola  lelfurn  nellc  Tavole  i(  fo<;Arilmff 
soinma  o  della  dlfferenza  di  <lue  titmieri,  dal)  per  mezzo  de'  Inr 
loguritmi"  und  giebt  hier  eine  zivar  kurze,  aber  sehr  deutliche  Ef 
ISulerang  der  Gniiss'acbcn  Tareln  und  ihres  (iehrniichs,  mit  b* 
sonderer  Hinweisung  auf  die  auch  von  uns  schon  meMaeh  drieii 
gend  empfohlenen  fünfstelligen  Logariihnien tafeln  von  HoQel,  voo 
denen,  wie  wir  xa  unserer  Freude  deutschen  Lesern  ndtUiBUc 
Icünnen,  bei  der,  uie  sich  bei  der  TrcfTlichktit  dos  Buchs  i 
aussehen  Hess,  sehr  bald  nüthig  gcivordenen  ziTciten  Anflafg 
auch  eine  Ausgabe  mit  deutsch  geschriebener  Einleitung  < 
scheint,  wodurch  gewiss  diesen  ausgezeichneten  'fafelu  aitcli  I 
Deutschland  bald  allgemeiner  Eingang  verschafft  werden  win 
Mas  wenigstens  sehr  zu  wünschen  ist.  —  Üas  letile  Kapitel  hai 
delt:  Oei  dcterminanli,  mit  liesonderer  Rdcksichl  auf  EJJm 
nalion  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  mehreren  Unb« 
k.-innlen,  und  enthält,  als  eine  »abre  Bereicherung  der  Element 
in  einfacher  Darstellung  alle  diejenigen  S&ttt  von  de»  Determl 
nanlen,  welche. sich  nach  unserer  Meinung  irgend  in  die  EleneDtfl 
der  Algebra  aufnehmen  lassen ,  weshalb  wir  uns  entschlossen  habe« 
dieses  Kapitel  unseren  deutschen  Lesern  so  bald  als  milglldi  I 
einem  der  nlichsten  Hefte  des  Archivs  in  deutscher  Cebcraetua 
niilxutheilen. 

Wir  hoffen,    dass  hieraus  genugsam  erhellen    wird, 
das  vorliegende  elementare  algebraische  Lehrbuch  verdient,  I 
Lobrern  der  Mathematik  dringend  empfohlen  zu  werden,  nnd  f 
deutlich   dasselbe  den  Beweis  liefert,    dass   auf  den   Italien! 
sehen  Unterrichtsanstaltpn    Her  mathematische  Unter 
rieht  wahrlich  auf  keiner  niedrigen  Stufe  stehen  kno 
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Kea  auch  von  vom  herein  zu  envarlen  ivar,   liei  dem  grossen 
IS   in   j«nem    clnssisehen   Lande   zu   allen  Zeiten  den 
ienialtBclieii    uiiil    naturMissenscharilit'lieii    .Sliidio»    zugenandt 

re    sur    une    melli'idv    pou»    deduire    i)iicl()uc8 

ales    (I^ririies.    en    iiarilc    trcs   g^iierales ,    prises 

des    limitos   0   et   cp    et    conlenant    des    forictians 

ires  d'rrectes.    Par  1).  Bürens  de  Kann.     Mdmoire 

1^«  psr  la  Sociale  Hollandaiffc   des  scienceo  h  Har- 

'   Harlem.     Les   Heriliers   Loosjes-     im2.    4«.    p.  1.- 


J^lle  Leser  des  Archivs  itissen  niis  unseren  friiheren  litera- 
l  Berichten,  nie  sehr  Herr  Biercns  de  Hnnn,  jelxt  Pro- 
('der  Mathenmtilt  an  der  Universilül  in  Leiden,   sich  durch 

Sprossen  Tafeln  der  bestimmten  Integrale  und  andere  Arbei- 
iiHt  Rbor  diese  Integrale  um  die  Wi^sen^chan  verdient  gemacht 
buL  In  der  ^urliegenden  grossen,  durch  die  holländische  Gesell- 
Bchaft  der  Wiasensrhaflen  in  Harlem  in  verdicnsllichster  Weise 
publicirten  Abhandlung  hat  Herr  B.  de  H.  eine  grosse  Anzahl, 
grilsslenlheils  bis  .jetEl  noch  nicht  liehaDdellcr,  znischen  den 
GrSnien  0  und  od  genommener,  (heils  einfacher,  theiU  doppelter 
Inlegrnle  nach  eigenthSmlichen  Methoden  enlnicbelt,  über  deren 
Natur  im  Allgemeinen  wir  am  Besttn  den  Herrn  Verfasser  selbst 
sprschen  lassen.  Nachdem  er  hervnrgcbobeii,  ilass  es  überhaupt 
keine  allgemeinen  Methoden  zur  Entnickelung  oder  Auswerthung 
bestimmter  Integrale  gebe,  und  dadurch  speciellen  Methoden  ihren 
woblbegriindelen  und  sich  fon  selbst  versiehenden  grossen  Werlh 
Tlodictrt  hat,  fährt  er  folgendermaasaen  fort:  .,LorS(|u'on  emploie 
des  s^ries  pour  ['Evaluation  d'une  inl^gi'ale  definie,  le  resullal  peut 
se  präsenter  comme  une  s^rie  de  quantiles  constantes  ou  conmie 
une  s^rie  d'inti^grales  delinies,  Quand  les  vateura  de  ces  der- 
ni^res  sonl  Incommes,  on  se  trouve  conduit  ä  une  de  ces  rela- 
tioDB,  dont  il  a  Et«  iiuesliun  plus  haut*);  niais  quand  la  valeur 
en  est  «onnne,  un  se  tmiivo  ramenE  aprös  leur  Evaluation  ä  une 
noDTelle  sörie.  Or,  ces  st'ries  —  les  ileroieres  lout  comme  Cel- 
les que  unus  nbtcnions  d'abord,  —  peuvent  quelqutfois  Etre 
r^dutte«   k   une    teile    forme,    et   alors   il    n'y    a   que    la    reduction 

}  inlEgrale  dEünie  k  unC  särie.  Le  prcmier  de  ces  cas  admet 
qnelquefois  une  Anhition  bien  «iinple,   lorsque  la  sErie  est  de  na- 


•)  IVeiliT  i.ticn  »sjtl  ilcr  Her 
llrRllii'ilUng  eines  b(Ml.  Inlcgr 
autrc  rpacllun  Hintii  iucDnunv 


Vrrrau 


„Maintefnl*    Je    Irnvail'- 
Ml)  ,.iic  MiiiiH  ram^nc  i|"'ä 
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iure  ä  ^tre  somm^e  moyennant  le  thdor^me  de  Taylor;  et  c'est 
de  ce  cas-ci  que  traitera  ce  Memoire. '^  —  On  y  trouvera 
en  premier  lieu  divers  thäor^mes  gänöraux,  qui  par  leur  »p^ia- 
lisation  donneront  lieu  ensuite  ä  des  ävaluations  dlnt^grales  d6fi- 
nies  Douvelles,  dont  plusieiirs  comportent  elles-ni^mes  ane  g6nä- 
ralite  assez  grande,  en  ce  qu'elles  contiennent  un  nonibre  arbitraire 
de  certains  facteurs.  Celles- ci,  soit  par  des  öquations  de  condi- 
tion  entre  les  constantes»  soit  par  la  diff^rentiation  par  rapport 
k  quelque  constante  qui  se  trouve  dans  l*intägrale  d^ßnie»  doa- 
neront  lieu  enfin  dans  divers  cas  ä  des  resultats  bien  simples  et 
remarquables.  Enfio  nous  däduirons  encore  des  resultats  obteous 
quelques  integrales  däOnies  doubles,  du  genre  des  fonctioMs  red- 
proques  di  Caucby."  —  Mittelst  dieser  hier  durcb  den  Herro 
Verfasser  selbst  etwas  nfiber  charakterisirten  Methode  hat  der- 
selbe eine  grosse  Menge  bemerkensn-erther  Integrale  entwickelt, 
und  wir  halten  daher  dieses  Werk  sowohl  in  Rucksicht  auf  die 
angewandte  Methode ,  als  auch  rOcksichtlich  der  durch  dieselbe 
gewonnenen  Resultate  fiir  einen  «nichtigen  Beitrag  zur  Integral- 
rechnung, auf  den  wir  unsere  Leser  durch  diese,  hier  durch  den 
Raum  nur  gestatteten,  wenigen  Bemerkungen  recht  sehr  aafinerk« 
saro  zu  machen  wGnschen.    . 


Herr  Professor  HoOel  in  Bordeaux  hat  mir  folgende  Be- 
richtigungen zu  der  Vega- Hiilsse*schen  Sammlung  mathemati- 
scher Tafeln  gesandt.  Grunert. 

„A  propos  de  ce  recueil*),  il  s'en  fait,  k  ce  qu'il  parait,  en 
ce  moment  une  nouvelle  Edition.  Je  saisis  Toccasion  pour  vous 
prier  de  signaler  dans  votre  Journal  quelques  erreurs  que  ]  ai 
döcouvertes  dernierement. 

Page  576.  Aa  lieu  de  lises 

I      O     tf      »* 

log  2XÖ       ^'*^  ^^'^^^      ^'^^  ^(''®'> ' 

'"«Ofnl       9,353  31(19)      9,353  31(20). 

1  3     13 

logjTjfTiJ       e.32(0)  1273      9.32(1)  1273, 

13     23 
log 2'4"^24       '•'''^^  ^"^^)      ^•^'^  3* * <*)• 


*)  Nämlich  der  vorher  genannten  Suinmlung  Vega-Hölete.     O. 
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V*ffi  B99.  Au  lisu  du  liaei 

Loj!.3*t 0,79817  I18{7at)     0,79817  98(684), 

Knd.  Erg.  (lesselli.    .   .        9,20182  01(260)     9,20182  01(326), 
pge  rfes  SlernlagCG  in 

,  Sontienlagpn  0,9972  69{6)7         0,9972  69(5)7. 

I  est  probable  que  cen  fautee  sont  loiii  d'^lre  les  seules  que 
contiiiiDeiit  ces  pnges.  Aiissi  ne  lef>  indttju^-Je  <jue  pour  s'tgna- 
ler  le  besoJn  d'une  r^vUion  de  ceo  juirties  de  cet  im^nrlntit  re* 
cueil.»  Je  crois  avoir  d^j^  indique  uiie  fautc  dans  \a  \"  ed.  des 
laltlesdoZech,  page  802.,  argun.enl  0,13030.  Au  lieu  de  (2)622, 
il  faul  llre  (3)622.  Je  ne  sais  si  celte  correclion  a  iti  faite  dans 
la  3'  Elution  *). 
Les  faritei 
en  droit«  lii>rii 
niiire)  daits  U  6<  ^dilio 

Mr  SchrTin  s'est-il  decid^  &  ajouler  ä  ses  tables  un  (ableau 
d'une  demi-page  reiirertntinl  les  conalantes  doni  on  a  s'i  souveot 
besein .")?" 


9   que  J  indique  pi 


la  paf;e576.,  et  qui  provienneot 
Vega  de  1783,  existent  (sauf  la  jtre- 
des  lables  de  Kühler. 


Geometrie. 

Nuove  ricercbc  di  geometria  pura  sulle  cubiche 
gobbe  ed  in  ispecie  sulla  parabola  gobba;  per  h.  Cre- 
TDona.  (Memnria  Ictia  nella  seaeiune  26  novembre  1863 
ed  inserita  nel  lomo  III  (scrie  2")  delle  Memorie  dell' 
Accademin  delle  scienzc.     Bologna.)    4°. 

Der  um  die  neuere  (jeometrie,  namenllich  tim  die  rein  geo- 
melriscbe  Theorie  der  Curven,  schon  so  vielfacb  verdiente  Herr 
Verfasser  Ibeill  in  dieser  interessanten  .Abhandlung  eine  Reihe 
rein  ceometrischer  CntersiicbunKen  ilber  die  doppelt  gekrümm- 
ten Curven  der  dritten  Ordnung  mit,  auT  »eltlie  wir  unsci« 
Leiter  recht  sehr  aurmerksam  miichen.  Er  geht  dabei  von  eini- 
gen EigenschaOen  der  Kei-elschnille  aus,  die  entweder  beltannl 
oder  mittelst  der  in  der  trefflichen  „Iniroduzione  ad  una 
teoria    geometrica   delle    curve  piane"    des    Herrn  Verfas- 


i  AiiflN;;e   (ich   hBl>e   den  bsfon 
Bariin   1863,  vor  AiigeD)  Terixii 


••)  Herr  Prnf.  Schri 
!r  Frag«  im  Archiv  u 


m  ■ 
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sers  *)  enthaltenen  Grundlagen  leicht  xu  beweisen  sind,  wodurch 
er,  was  sehr  dankbar  anzuerkennen  ist,  —  indem  er  diese  SStce 
der  Abhandlung  in  deutlicher  und  bestimmteF  Fassung  voraas- 
schickt,  —  das  Verständniss  dieser  letzteren  sehr  erleichtert. 
Auszüge  gestatten,  wie  wir  schon  öfters  in  ähnlichen  Ffillen  be- 
merkt haben,  solche  rein  geometrische  Arbeiten,  bei  denen,  mehr 
als  bei  fast  allen  fibrigen  mathematischen  Cntersachungen,  die 
Darstellung  sich  in  einer  fortwährenden  strengen  systematischen 
Folge  bewegt,  die  nirgends  eine  Unterbrechung  erlaubt,  nicht; 
die  Folgerungen  sind  im  Einzelnen  zwar  meistens  leicht  und'leicht 
verständlich,  aber  der  systematische  Zusammenhang  mnss  vom 
Anfange  bis  zum  Ende  mit  der  grussten  Strenge  und  Conseqaenz 
ohne  alle  Unterbrechung  festgehalten  werden,  wodurch  namentlich 
der  grosse  logische  Scharfsinn  der  Urheber  solcher  Untersuchun- 
gen sich  kund  giebt.  Jedoch  auch  ohne  uns  auf  einzelne  Mitthei- 
lungen  einlassen  zu  können,  dürfen  wir  den  Lesern  eine  Reihe 
sehr  interessanter  Resultate  versprechen,  die  theilweise  bekannt**), 
theils  dem  eigenen  Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  zu  verdan- 
ken sind.  Die  Schrift  beweist  zugleich  von  Neuem,  wie  eifrig 
das  Studium  der  neueren  Geometrie  in  Italien  betrieben  wird,  und 
wir  können  nur  wünschen,  noch  recht  oft  solchen  interessanten 
und  wichtigen  Arbeiten  des  von  uns  hochverehrten  Herrn  Verfas- 
sers auf  diesem  Gebiete  zu  begegnen. 


Trigonometrie. 

Tafel  der  wirklichen  Länge  der  Sinus  und  Cosinus 
für  den  Radius  100000  und  für  alle  Winkel  des  ersten 
Quadranten  von  10  zu  10  Secunden,  für  Markscheider, 
Geometer,  Eisenbahn-Ingenieure,  Mechaniker,  Astro- 


*)  Das«  Ton  dioseni  ausgezeichneten  Werke  eine  deuUche  Ueber- 
•elzung  in  der  Verlngsbiiclihandlung  de«  Archivs  cr«cheif|j,  i»t  «chon 
niehrmaU  bemerkt  wurden.  Der  Druck  nähert  sich  jetzt  stark  seiner 
Vollendung,  die  dadurch  einigcrinaHsen  verzögert  worden  ist,  dass  der 
Herr  Vcrfiisacr  die  Utbersetzung  mit  einer  grösseren  Anzahl  sehr  werth- 
voller  Zusätze  begleitet,  durch  welche  derselben  in  der  erfreulichsten 
Weise  noch  ein  besonderer  selbststnndigcrWerth  verliehen  werden  wird. 

♦♦)  Der  Herr  Verfasser  verweist  selbst  auf:  Nouvelles  Annales 
de  Mathemutiques,  2e  s^rie.  T.  1.  Paris  1B62.  p.  287.  —  Chas- 
les:  Proprietesdescourbes  a  double  courbure  du  troisi^me 
ordre  in  den  Comptes  rcndus  de  1*  A  cad.  des  sei  ences.  10.  aout 
185r.  —  Crelle's  Journal  Bd.  68.  S.  147. 
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ÜotB«ii  und  Malbematiber,  insbesondere  für  Uiejeni- 
g«ll,  »elcbe  Iiei  tri^'onumetrischen  Iterech  niui^eti  ilie 
Tlioinas'eclie  Rechenmascbine  benutzen.  tJeraiisj^egu- 
lb«ti  ron  Dr.  Aufcuel  Junge,  PrafcsBor  der  liJ)lieren  Ma- 
Ihematik  und  Lelir«r  der  prakliacheu  niarkscheidekunsl 
•  n  der  k.  fiergakademic  iii  Freiberg.  Leipzig.  A.  Fe- 
Mi.    INJ*.    4">. 

Was  diese  Tafeln  eiiihniten  und  zu  Ttelcbem  Gebrauch  sie 
be^linimt  sind,  sagt  der  sehr  auarührltclie  Titel.  Vielleicht  mSgen 
sie  zu  diesem  Gebrauch  auch  recht  ziteckmSssi^;  sein.  Druck 
und  Pn|iier  sind  sehr  gut.  Dass  sie  ta  allgemeinerem  Ge- 
branch tauglich  sind  und  sich  dessen  erfreuen  iverden,  beztvei- 
fein  nir  sehr.  Allerdings  sind  wir  der  Meinung,  und  haben  dies 
schnn  Sflers  aiisgesjirochen,  dass  Tafeln  der  sogenannten  natät- 
lichen  Linien  oder  Functionen  tri  vielen  Fällen  besonders  beijueiu, 
namentlich  bequemer  als  die  logarilhmiscben  Tafeln  sind.  Auch 
ballen  Mir  schon  Tiflers  die  Herausgabe  solcher  Tafeln  in  recht 
zweckmässiger  F>)rm  als  sehr  wiinschensHerlb  bezeichnet.  Die 
rorltegendcn  Tafeln  haben  aber  unseren  Wünschen  rieht  ent- 
sprochen. Sollen  solche  Tafeln  ivirklicb  brauchbar  sein,  ao  müs- 
sen «ie  alle  trigoiiomefrii^chen  Functionen,  hauptsScblich  aber 
auch  die  Secanten  und  Cosecanlen,  enthalten,  da  let^tlere  dienen, 
weil  häufige  Divisionen  mit  dem  Cosinus  und  Sinus  in  einfachere 
und  leichtere  Mulliplicationen  mit  der  Secante  und  der  Coaecante 
zu  verwandeln.  Die  Schiffer  werden  selbst  die  Beifügung  der 
SinuBversus  und  Cosinusversus  wünschen.  Fünf  Decimalen  schei- 
nen uns  TollstSndig  ausreichend  zu  sein,  so  wie  das  blosse  Fort- 
schreiten durch  die  einzelnen  Minuten.  Eine  sehr  gute  Tafel 
dieser  Art,  fCir  sechs  Decimalen,  die  alle'  ncht  Functionen 
liefert,  enthalten  die  Tafeln  von  Joseph  Hnntschl  (Wien  1833), 
auch  die  Tafeln  von  Sherwin  (3.  edition.  Londun  1742),  letztere 
jedoch  ohne  die  Sinusversus  und  Cosinusversus.  Die  Tafeln  von 
Bantschl  sollten  einmal,  auf  (unf  Decimalen  abgekürzt,  in  recht 
bequemem  Format,  mit  deutlichen  Ziffern  und  auf  recht  gutem 
weissen  Papier  wieder  abgedruckt  werden ;  dadorch  würde  einem 
Bedürfnisse  wirklich  abgeholfen  werden. 


Optik. 


Determinasic 


nppareccbio  fotografico  aci 


>  «  tulle  ie  diatanze  dell'  oggeilo 
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\»    coinbinaKioiie    di    Aae   lenti    cam|iß8to.    anhedu* 
fuoco    pDsitIva,    ovvero   oiia  di    Tiinc«   posilivo  d  Talti 
di    fuoco   negativo   o   virtuale.     Noia  del  Datt.  A.  Fsrt 
Profcsaoro  d'Algebra   e   Tri|tononie(rik  «I   R.  Llo«» 
PUu,     Pisa,    Ti|>oeraria   Pieraccini.     1862.    8». 

Dimostraxinne    della    si  mil  iludirie    della    ituitiai^la 

aesai  granJi  da  un  apparolo  fntografico  drtotinina 
aiialilicamenle  acrumalico  a  liitle  1«  dislanie  dell'  »{^ 
getto  e  precedula  da  ceiini  Ktnric!  della  teorica  del 
acromatisino  de^'li  slronienti  otlici  del  Dott.  Ai>p«l 
Forti,  Prof.  d'Algebra  e  Trigoiionietria  al  K.  Lieea 
Pisa.     Pisa,  Tipo^rafia  Pieraccini.     1863.     8". 

H«rr  Prol'eBfior  An»ela  Forti  in  Pisa  hat  sich  ( 
durcli  mehrere  nptische  Uoterauchuiigen  und  Berechnungen, 
»ich  hiiupfsächiicli  an  die  von  dem  lierühmlen  Moseotti  in 
ner  „Nuova  teoria  degli  elromeiili  or(jci"  entwickelte 
allgemeinen  Pormeln  anschliessen,  vortheühaft  bekannt  gemach 
von  denen  in  dem  Archiv  noch  iveÜer  die  Rede  sein  wird.  Fi 
jeUt  wollen  nir  unsere  Leeer  nur  aur  die  oltigen  Unlenucfcni 
und  Berechnungen  (Jber  einen  neuen  phnlograpliiscben  A)<p>ril 
auHnerksani  machen,  der  uns  alle  Beachtung  zu  verdienen  sckelnl 
Dieser  Apparat  entspricht  den  ßeftingungen  des  Achromatiafflo 
nir  jede  Entfernung  des  Objects  und  giebt  ein  dam  Ofajecl  I 
liebes  Bild  selbst  noch  hei  einem  Gesichtsfelde  von  4(1  Gradot 
Herr  Forti  bat  ausserdem  auch  cylindrische  Linsen  sfiiK  4« 
sphärischen  vorgeschlagen,  nnmenllich  Rlr  alte  di«  Fslle, 
auf  ein  grosses  Cfesichtsfeld  nicht  unbedingt  ankommt.  Dia  bc 
den  Flächen  einer  Linse  müsaten  senkrecht  auf  einan 
damit  der  Brennpunkt  eines  Punkfes  ein  Punkt  sei.  Alle  In  dei 
obigen  Schriften  niedergelegten  Untersuchungen  i$cheiiien  u 
vollständiger  Sachkenntniss  angestellt  und  die  numerischen  Recl 
nungen  mit  grosser  Sorgfalt  und  (üenauigkeil  geführt  sii  t 
weshalb  «ir  nochmals  recht  sehr  auf  dieselben  aul^ 
machen.  Freilich  ist  es  bekannt  genug,  dass  sich  (iber  den  Wei 
neu  angegebener  und  berechneter,  gewissermassen  Iheoretlae 
Gonstruirler  optischer  Apparate  immer  nur  erst  endgDIlIg  voll«tll 
dig  artheilen  lässl,  ivenn  dieselben  mit  grüsster  Sorgfalt  wIrkBc 
praktisch  ausgeffibrl  itorden  sind,  schon  deshalb,  um  beartM 
len  zu  können,  ob  die  Technik  auch  der  Theorie  mit  hrnreiel 
der  Genauigkeit  zu  folgen  im  Stande  ist.  Ucshalb  —  und  i 
der  neue  pbotographische  Avparat  des  Herrn  Forti  allerdlag 
Heachfung  lu  verdienen  scheint  —  ist  es  sehr  erfreulich  —  s 
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'ttefiert  fon  Neuem  den  deutliclislen  Beneis,  nie  sehr  die  Reßle- 
ning  des  neuen  Itniien  bemühet  ittl,  alle,  Empfelilunf;  verdienendn 
wissenschaftlitlie  Uriternclimuiigeii  krNrtißst  zu  uiilerülGIzcn  und 
XU  Eiirdern  —  das«  der  li.  ilaHeniscIie  Minister  des  iiffentlichen 
Unlernchls,  Herr  Amari,  die  Anfertigung  dieses  neuen  pbolu- 
graiihischen  Ajiparats  durch  Herrn  Merix  in  Mfincheo  auf 
Staalskoelen  bernhlen  hat.  Wir  sehen  mit  Verlangen  und  gros- 
Bern  Inleresse  weiteren  Millheilungen  ülter  diesen  Gegenstand 
entgegen  und  hoffen  dann  die  aus  der  PrOfung  des  vun  der  k. 
italieni»chen  Regierung  anzufertigen  hernhietien  neuen  Instruments 
hervorgegangenen  Reeullale  unseren  Lesern  überhaupt,  nament- 
.  lieb  «bei  auch  den  optischen  Kiiiisllern,  in  einem  besonderen, 
L^MBm  Gegenstande  genidmelen   Aufsatze    niiltheilen   zu   künncn. 


Vermischte  Schriften. 


onatahericht  der  künigl.  pretmsiachen  Akademie 
Wissenschaften  in  Berlin.  (Vergl.  Literar.  Bericht 
CLXL  S.  15 ) 


die   Wirkung  des    Windes   auf 


1863.     Hagen:     (Jeher 
trockenen  Sand.     S.  269—272. 

Juli  It^.  Kummer:  Ueber  die  Flächen  vierlea  Grades, 
auf  welchen  >Scbaarcn  von  Kegelschnitten  liegen.  S.  324 — 336. 
(ÜDfer  die  untersuchten  Flächen  gehört  die  von  Ch.  Dnpin  mit 
I  Notnen  Cyclide  bclej-le  Fläche,  deren  Gleichung  in  die  Form 


A«=  V"(üx  -  ek)*  +  6V  +  V  (ea:— oA)»- 


-A»i' 


Mbt  werden  kann;    ferner  die  von  Steiner  vor  einer  Reibe 
1WI  Jahren  entdeckte  FISche,  Her  einzigen,  auf  irelcher  unendlich 
viele  Schaaren  von  Kegelscbnilten  liegen,  deren  Gleichung  in  all- 
>  gemeiaater  Purni; 

Aq^"^  +  Bt^P*  +  Cp^tj^  4  IBptfft  =  0 

>  f>>  9>  r>  (  beliebige  lineare  Functionen  der  Ooordinaten 
,  B,  C,  D  beliebige  Constanlen  sind.)  Ueber  die  Erhn- 
dang  dieser  Fläche  durch  Steiner  giebt  Herr  Weieratrass  in 
dem  folgenden  Aufsatze  (S.  337 — 338.)  weiteren  Aulschluss.  Auf 
vorhergehende  Aufsätze  machen  wir  die  Leser,  als  beaon- 
interessant  für  hühere  Geometrie,  recht  sehr  aufmerksam. 
Krouecker:    üebcr   die  Klaesenzahl   der  aus  Wurzeln   der   I 
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Einheit  gebildöteo  compiexen  Zahlen.  S.  340—345.  -—  Riesa: 
Ueber  den  Eiofluss  von  MetallhCiilen  auf  die  Magnefisirung  dorcb 
den  elektrischen  Entladungsstrom.    S.  346—358. 

August  1863.  D  o  V  e :  Ueber  Compensation  gleichzeitiger  V^it- 
terungserscheinungen.  8.  373.  (Blosse  Anzeige  eines  gehaltenen 
Vortrags.)  —  Poggendorff:  Ueber  die  thermischen  Eigenschaf- 
ten elektrischer  Funken.  S.  379.  (Wie  vorher.)  —  Volkmann: 
Ueber  identische  Netzhautstellen ;  mitgetbeilt  von  Herrn  du  Bois- 
Reymond.    S.  394-3Ü5. 

September  und  October  1863.  Dove:  Ueber  die  Ent- 
stehung eines  schwarz  glänzenden  Körpers  aus  der  Combination 
farblos  durchsichtiger  Körper.  8.  397—398.  —  Dove:  Ueber  ein 
vom  Mechanikus  Geissler  in  Berlin  construirtes  neues  Maximam- 
therniometer.  S.  398 — 399.  —  Magnus:  Ueber  die  Verdichtung 
von  Dampfen  an  der  Oberfläche  fester  Körper.  S.  439.  (Blosse  An- 
zeige eines  gehaltenen  Vortrags.) 

November  1863.  Riess:  Ueber  die  Ablenkung  der  Magnet- 
nadel  durch  die  Nebenströroe  der  Leydener  Batterie.  S.  482—486. 
—  Dove:  Ueber  den  Unterschied  der  auf  der  Palette  des  Malers 
entstehenden  Mischfarben  und  der  auf  dem  Farbenkreisel  hervor- 
tretenden. 8.490—502.  8.  544-551.  ~  Poggendorff:  Ueber 
den  Extrastrom  des  Inductionsstroms.  S.  502  —  512.  —  Schrö- 
ter: Ueber  die  8teiner'sche  Fläche  vierten  Grades»  mitgetbeilt 
von  Hrn.  Kummer.  8.  520—538.  —  Kummer:  Ein  Gypsmodell 
der  8teiner*schen  Fläche.     8.  539. 

December  1863.  Enthält  in  den  Kreis  des  Archivs  gehu- 
rende Aufsätze  nicht. 

Januar  1864.  Heine:  Ueber  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung^  so  wie  über  die  Existenz  und  Anzahl  der  Lam^- 
scheri  Functionen  erster  Art,  mitgetbeilt  von  Hrn.  Krön  eck  er. 
8.  13 — 22.  —  Dove:  Ueber  ein  neues  poiarisirendes  Prisma.  8.42. 

Februar  1864.  Enthält  keine  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
hörende Aufsätze. 

(Weitere  Hefte  des  „Monatsberichts''  sind  bis  jetzt   bei  uns 

nicht  eingegangen.) 


Literarischer  Berieht 


Ferdinand  t.  SchmSgeri 

■IffKsen  Tod  im  Litcrnr.  Brr.  Nr.  ('LW.  8.  10.  (am  Ende)  vorlSulig 
angeitelfit  norden  ist,  "ar  geboren  r.a  Alilni-hcn  am  8.  Januar  ]7<J3 
qnci  stnrh  xii  Itegeiislinrf;  um  4.  Märt  ItiGJ,  Er  »ar  Professor 
der  PbyNik  nm  Lyccum  xu  Krgen.ibiirff.  E»  fa\^t  ihm  das  Lob 
c'tneif  »ohlivnlletiden,  nffphlernen,  bestheideneii  (.'hnraltlcrs ,  einea 
sorgniltiften  Lehrers  na<-b.  (iant  br»»ndcrp  tliliüij  »iir  er  aufdem 
Gttbidv  d«t  Witlerungakando  und  die  durch  Ihn  bekannt  gemach- 
ten vleljäbriiten  Boobachriini;«n  (von  1774  bis  18.14)  haben  im  An- 
Hcblussc  an  die  von  Placidim  Heinrich  dio  Meteorologie  von 
Kef^enüborg  nesentllcb  bcrcichnrl  Wir  besitzen  von  ihm  eine 
Koünxigraphie  {1817,  »velle  AutUeic  IK'JO).  Elemente  der  Astro- 
nomie und  Chronologie  (1830)  und  mehrere  Itleinere  Schriften. 
(SilxungHberichtp  der  Kclni^l.  Bayer.  Akademie  der  WiAsenBchnRen 
tu  Manchen.     1864.     I.  lUR  Ml'    .S.  HM»). 


Jnlins^Zeoh. 

t  Nacht  vom  l'J.  auf  den  13.  Julius  IMII  starb  der  oben 

Kfliiaanle    nna^rKeichnctc   Maihrmatiker    in    dem    Bade    Berg  bei 

nltj^art  an  einem  organischen  Leiden,   via*  im  lelxlen  Winter 

Ir. CBtnickell   halte.     Er    »ar  im  Jahre   18".'!    in  Stuttgart  gc- 

',  seit  1845  ati  der  Univeruilfit  In  Tablngeii  Lehrer  lijr  Matbe- 

iiid  Antrononiip,  »eit  IKHO  ordentlicher  Profeenor  unil  Direc- 

r    Sternwarle.      Seine    „Tafeln     der     Addillona-    oni) 

V«illtr«ctiona>LoKarilbraen    für  aiclien   Stellen.     Zfveit« 

I  AaTInge.   Berlin.  lüfXi."  sind  allen  Mathomalibeni  bekannt,  und 

I  Archiv   verdankt  ihm  einige  Bcitr.^g»  im    lOten  Tbeile.     Das 

J  Vanlehende    Ist    entlohnt    e,n\^:     AIlRcmeiae    Zeitung.     1804. 
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Geschichte  und  liiteratur  der  Matheoutik  mA 

Physik. 

Almanach  der   kaiserlichen   Akademie  der  Wissei- 
•  rhaften  In  Wien.    Dreizehnter  Jahrgang.     1>!63l 

Aaf  die  Wichtigkeit   dieiies  Almanach«   in   literarischer  w^ 
hirrjirhUtorischer  Beziehung  ist  schon  mehrmals  hinseniesca  ««- 
Sf^  'die  Anzeige  des  12.  Jahrgangs.  1862.  s.ni.  im  Literar.  Bericftt 
Nt  CLVIII.  S.  3.),  und  auch  der  vorliegende  13.  Jahrgang  cscUH 
viffiev   mehrere  interessante  und  wichtige  Beiträge.     ZarCrderst 
{«^^«rt  ^er  Bericht  des  General-SekretSrs  und  Sekretars  der  matk- 
va^^ifich-iiArorMisseBSchaftlichen    Klasse,     des     Herrn     Professor 
r*-   Sehr^ner,  ein  sehr  interessantes  und  er rreu liebes  Bild  tm 
i^f«-    7rc7vah7«iiiden   erfolgreichen   und    weif  greifenden    Thitigkcit 
«•f^M?  Kias$«L     Ausserdem    enthält   dieser   Jahrgang  zwei  sekr 
t«i4>*lXbri»H»e  Nelroli^e  von  Carlini  und  Rreil  *),  mit  sehr  werth- 
«^if^cv.«    cftia  i'slU^iiidicen  Verzeichnissen  der  ▼on  dieses  beidei 
TvCUc^KQ.  GeWIffTe»  pnblicirten  Schriften.    Der  Necrolog  Kreilf 
«-iv~  itftdo:^  vfKch  iateressanter  und  wichtiger,    weil  er  zaghkk 
^•ix  viUtfcSnAre  G«!sscfaidite  der  Entstehnn|(  nnd  Grundong  der 
(rnm^-^zcvt  k.  k.  Central- Anstalt  für  Bleteoroiogie  and 
F^c«agre:istta«  in  Wien  enthllt,  deren  erster  Diieetor  be> 
ksinr«})v4  kTe  =  :  war,   md  deren  Verwaltung  jetzt  in  die  Hiadt 
r^>   vnitic    sarlil-undireri    ond   geschickten  Herrn   Jelinek  fiber- 
c-'^CKviir^r   ifi;     Dais  Hauj^rrerdieTifl  nn  die  Gründung  der  genaoa- 
Tcr    «irhrifcr  Aitsrsl:.  die  fickf*n   sn  Vieles  nnd  Grossarüees  wi  '', 
com   FeMe  der  MeteArfilogie  und   des  Erdmagnetismus  gcleiitet    ' 
hki,  hat  ü'ich  narürlidi  die  k.  Akademie  der  Wissenschaften  sdM 
erworben,    insbesondere  die  von  derselben    am    18.  Januar  1819 
nfedergeseti;te  Commissinn ,  bestehend  ans  den  Herren  FreiL  t«i 
Faomgartner.  ^  oii  Ettincshansen.  Stampfer,  Schrutter, 
^onknnzek.    Gintf.    zo  denen  zur   „Leitung  slmmtlicber  Mf 
die  meteorofoci^x^hen  Beobachtungen  sich  beziehenden  GfwitfB* 
spSter  noch  die  Herren  Kniler  nnd  Doppler  hinzutratei.  Dm 
es  Kreil  nicht  vcrgrinnt  gewesen  ist.    die  Bearheitune  eiacrD 
matologie  des  Kai$erstaates,  als  ^ er  Hauptaufgabe  seines  LckM 
zu  vollenden,   ist  jedenfalls  sehr  zu  beklagen;    jedoch  hathi^fl  I 
Sitzung    der    mathematisch  •naturwissenschaftlichen    gu—  nl  1  ^ 
l.x  Mai  d.  J.  Kreil's  altbewährter  Freund,  Herr  Hofrath  Ktlltfi 
das  nahezu  vollendete  Manuscript  der  Klimatologie  von  Biiac^il  ' 

I  i 

•)  M.  «.  ilcn  Nekrolog  toi»  Tiirlini   im  Liirrar.  Ber.  \r  ftJl-S.Li 
«Irn  Nekrolog  von  Kr  eil  im  Litcrnr.  Ber.  Nr.  CLVII.  S,  8."    '  mT 

S  dl 
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Olli  ileflsrti  VerliUllnisseii  sich  Kreil  so  gern  und  ao  vtillstünitij; 
belfannt  gemacht  hatte,  vorgelegt,  »o  dass  man  irohl  auf  eine 
baldige  Pul>[lcatinn  dieses  tvichtigen  Werkes  huffen  darf.  Der 
llerichl  über  Kreil's  Leben  8chlicsst  mit  den  Worten :  „Wa»  er 
jur  Ehre  Oeslerreichs  in  tler  WimsetischaK  geleit-let,  ivird  niemals 
UDlerpchen.  Krt'il  tvird  stets  als  der  KeütDnder  der  sysleinati- 
Bcheo  Durcbrnrecfiung  des  Vaterlandes  auf  dem  (iehiete  der  Me- 
teotolngie  und  der  Lehre  vnm  Erdmagnt^tismus  mit  Ehren  genannt 
werden.  l>I<'l[;en  seine  Naihrolgur  auf  der  von  ihm  t-rr.ffnelcn  liahn 
rSslig  vonvärts  schreiten .'"  in  die  "  ir  von  i-aii^.eni  Horden  einslimnien. 


Astronomie. 

Zeitschrift  für  giogiulüre  Mi  M  heil  u  ngen  aus  dem 
(••bi«(e  der  Astronomie  und  verMandler  Wrasenschaf- 
tcn.  Herau(<gegehen  von  Professor  Dr.  V.  A.  F.  I'cler- 
Bt)B,  Dircctor  der  Sternkarte  in  Altona.  Band  II.  Hel't 
3  and  4.    Altona  JN6.3.  —  Band  III.  Heft  I.    Altena  1864.  S". 

Wir  freuen  uns,  die  Fortsetzung  diuser  verdienstlichen  ifeit- 
Bckrift  (m.  vergl.  Literar.  Ber.  \r.  TXLIX.  S.  4.)  anzeigen  zu  kUo- 
li«n,  und  nOnschen  ihr  auch  bei  den  Jetzigen  veränderten  polilischei) 
Verhüllnissen  in  Aen  Lütid«rn  ihres  Erscheinens  von  Herzen  einen 
gutz  ungestörten  Fortgang,  da  sie,  nie  >vir  bei  unseren  früheren 
Anieigen  sclinn  mehrfach  bemerkt  haben,  uns  sehr  geeignet  scheint, 
zur  Verbreitung  aslrnnoniischcr  Kenntnisse  in  »eiteren,  aui^h 
nicht  streng  wiasenschuftlichen  Kreisen  i^esenllich  beizutragen. 

Die  vnrliegeiiden   Hel>e  enthalten   eine 

bmg:     Einige   Zusummenslolhnigen   3 

Frage,     ob    aust>er    Ale  reu  r     und    Vcm 

zwischen  Sonne  und   Erde   nuch    ande 

t    K)tr|ter  vorhanden  sind.     Von  Herrn  K 

^lolInnBover.    Band  II.  S.  165.— S.  23fi.     Band  III.  S.  l.-S.  64. 

-  Natarlich  mit  i;an/  besonderer  Rücksicht  auf  die  Iickanntcn  an- 

jebKchen  Entdeckungen  dis  Arztes   Edmund    Lesuarbault  zu 

ktprg^res  in   Frankreich  (Enro-et-Loirc)  enthält  diese  ausfabrlicbe 

>ban<llung  eine  sehr  verdienstliche  Zuäammeimtelliing  aller  älte- 

1   und    neueren    Beobachtungen,    »eiche   zur  Beantwortung   der 

0{b  il«m  Titel  der  .Abhandlung  angegebenen  Frage  dienen  können, 

^md  nnf  nelche  bei  der  Beantivorlung  dieser  Fraee  ziirOckzu gehen 

it   fielen   sehr   einaichtsi ollen   ktilischen  nemerkungc»   und 

irungen    des    Herrn    Verfassers,    »eiche   l>ei   einem   (Jegen- 


ausführliche 

Abhand. 

Is   Beilr.g 

zu  Jet 

US   in  <Iem 

Räume 

.re|.l»nol. 
rics.r.lhC 

narlrge 
llaaie 

'^ 
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Stande  wie  der  vorliegende  natürlich  von  der  grussten  Bedeutung 
sind,  und  auf  die  hier  so  sehr  viel  ankommt,  wenn  Sicheres  und 
Unsicheres,  Wahres  und  Falsches  gehurig  und  streng  von  einan- 
der geschieden  werden  soll.  Wir  machen  daher  Alle,  welche 
sich  für  die  mehrgenannte  Frage  intereÄsiren ,  auf  diese  Abhand- 
lung recht  sehr  aufmerksam,  und  glauben,  dass  sie  von  Keioem 
entbehrt  werden  kann  und  unberücksichtigt  bleiben  darf. 


Physik- 

Müller-Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie. Sechste  umgearbeitete  und  vermehrte  Auf- 
lage. Erster  Band.  1862.  —  Zweiter  Band.  1863.  Braun- 
schweig.    Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

In  schönster,  dem  Werke  durch  die  berühmte  Verlagshand- 
lung zu  Theil  gewordener,  äusserer  Ausstattung,  der  sich  kaum 
ein  anderes  Werk  zur  Seite  stellen  lassen  dürfte,  liegt  uns  die 
sechste  Auflage  des  allgemein  bekannten  und  weit  verbreiteten 
Müller-Pouillet'schen  Lehrbuchs  der  Physik  jetzt  vollständig 
vor,  und  damit  eine  Darstellung  der  gesammten  neueren  Physik, 
60  weit  sie  in  ein  Lehrbuch  geliurt  und  ohne  tiefer  gehende  und 
strengere  mathematische  Begründung  sich  geben  lässt.  Niemand,  der 
sich  mit  Physik  eingehender  beschäftigt,  wird  daher  dieses  Werk  ent- 
behren können.  Einrichtung  und  Tendenz  sind  natürlich  im  Ganzeo 
in  dieser  neuen  Auflage  völlig  dieselben  geblieben  wie  in  den 
früheren  Auflagen,  so  dass  also  bei  der  ungemein  grossen  Ver- 
breitung, die  das  Buch  gefunden  hat,  darüber  hier  gar  nichts  zu 
sagen  ist.  Wir  können  unseren  Lesern  aber  die  Versicherun:; 
geben,  dass  das  Werk  in  seiner  neuesten  Auflage  mehrfache  Ver- 
besserungen erhalten  bat  und  dass  Alles,  wenn  auch  zum  Theil 
nur  in  kürzeren  Notizen,  nachgetragen  worden  ist,  womit  die 
Physik  seit  dem  Erscheinen  der  fünften  Auflage  wahrhaft  berei- 
chert worden  ist.  Eine  wesentliche  Veränderung,  welche  die 
Darstellung  einer  wichtigen  Lehre  in  dieser  neuen  Ausgabe  erfah- 
ren hat,  giebt  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  zum  zweiten 
Theile  selbst  an,  indem  er  sagt:  „In  dieser  neuen  Auflage  habe 
ich  nun  auch  den  Standpunkt  verlassen,  welchen  ich  bei  derEnt« 
Wickelung  der  Theorie  der  Volta* sehen  Säule  in  den  früheren 
Auflagen  eingenommen  hatte,  indem  ich  die  Lehre  von  der  Elek- 
tricitätserregung  durch  Metallcontact  gänzlich  fallen  liess  und  nach 
Schön  lein  die  Berübrungsstelle  von  Metall  und  Flüssigkeit  als 
den  alleinigen  Sitz  der  elektromotorischen  Kraft  annehme.    Unser 
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r  Lclifbuch  8teh(  ulsri  in  dieser  Beziehung  DhiigelVihr  auf  demselljCD 
Stanilpiinkle,  »ek)i)fM  nurh  Wiecieniaii«  in  Kuiner  Lehre  vom 
Galvitnismiis  iiiid  Jnmin  in  seinem  Cours  de  physique 
vertrilt."  Uass  der  Abscl>ni(t  über  Muskel-  und  Nerveiistrom  ab- 
gekOrzt  worileii  iat,  iinden  iiir  bei  dorn  vorliegendm  liberreichen 
eigentlicli  (ibysikaiiHchen  Kloffjjunz  gerechtfertigt,  du  dieee  Dinge 
doch  mehr  in  das  (iebiet  der  Physiologie,  als  in  das  der  eigent- 
lichen Physik  gehitren.  und  );egenivartiß  auch  in  allen  besseren  phy- 
I sehen  Lehrbüchern  ausführlich  behandelt  xu  werden  {illegen. 
onalsb 
.'issens 

Nr.  CLXVI.  S.  II.) 


Vermischte  Schriften. 


fle 


Uerlin.     (Vergl.   Lit< 


MBr;;  1864. 
.  I6Ö-1Ö7. 


Ma 


Ueber  die  Beschaffenheit  der  8oni 


April  1864.  Dove:  Ueber  die  nplischen  EigenechaRen  des 
Cartbamin.  S.  'J3fi — 23S.  —  Üove;  Ueber  die  optischen  Eigen- 
schaften des  Quarzes.  S.  230-243.  -  Kummer:  Ueber  die  Flä- 
chen vierten  Grades  mit  sechzehn  singulfiren  Punkten.  S.  246— 260. 
(Die  allgemeinste  Gleichung  aller  Flüchen  vierten  Grades  mit 
sechsehn  singulüren  Punkten  ist: 

,  «\'^''  +  i%-V^  +  f  V;»  +  '^^/'V  +  «N«»*  +  rr**' 

HHHc;>*f  r  —  Suc/tj^r  —  'inÄ/j^r«  —  Icdp^qt  +  Ictpif^t  —  Zdepqt' 

«Vit  n,  b,  t-,  tl,  e,  f,  tf  Constanten  und  p.  i/,  r,  s  beliehige  line- 
are Functionen  der  Koordinaten  sind.  Es  ISsst  sich  leicht  über- 
Boben,  ilass  die  allgemeine  GteiL'hung  der  Flächen  des  vierten 
Grndes  mit  Ißsingulüren  Punkten  18  Conslanten  enthalt).  —  Bor- 
1  cbardl:  Ueber  die  Mnltiplicatoreii  hllherer  Ordnungen  der  ge- 
M-uhnlichen  Differentialgleichungen.  S.  276  (Blnsse  lUiltheilung 
des  Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.)  —  Kummer:  Ueber  die 
sigebraischen  Slrahlensystcnie,  insbesondere  über  die  der  ersten 
Ordnung  und  die  der  ersten  Klasse.  S.  282.  (Blosse  Miltheilung 
des  Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.) 

Mai  iS64.     Kronecker:    Ueber  den  Gehrauch  der  Dirich- 


Ulernrhr/irr  Bericht  CI.WII- 

leCscIien  Methoden  in  iler  Theorie  der  qua tl rat! sehen  Pnrmen. 
K.  2H5-303.  -  Bon^hardt:  Anivendiin^'  der  Theorie  der  Mal- 
ti]>licatoie[i  hiiherrr  Ordnungen  auT  die  i8«i>e(iaietrischeii  Dile- 
renlialKleicIiungen.  S.  307.  (Blosse  Klillheilung  de«  Titel«  «inei 
gelesenen  AbhaiidlungO  ~  I*"  Uoia-Reymoiid:  Ueber  die  rXuni- 
liehe  Ausbreitung  des  Schlages  der  Zilterfische.    S.  317— %4. 


I 

^^H    senschat'teii  in  Wien,     (Vergl.  Lilerar.  Ber.  Nr.  CLXIII. 

^^B  Band  XLVII.  Hert  V.    v.  Litlrow:   Ueber  die  Methode  dt* 

^^^B  Längen hefitinimung  durch  Circunimeridlanb'ihen  ttnd  deren  Anircn- 
^^^B  duiiiEMührciidderÜ'ellunisegclungS.  M.  FreßalleNovarn.  S.  II'.U.  — 
^^H  'Koller:  Bericht  über  ein  nahezu  vollendetee  baodschrirtticbe« 
B^^H  Werk  des  verstorbenen  Akademikers  Dr.  K.  Kroil  über  die  Kli- 
'  matulogie  von  Böhmen.     S.  427.  —  Pechmann:     Ueiiar  die  Ab- 

treicltung  der  Lotblinie  bei  astronomischen  BeobachtungHftlalioneii 

Iund  ihre  Berechnung  als  Erfordernisse  einer  Cradmessunj;.  S.  1^. 
Band  XLVIII.    Heftl.undll.     Puschl:  NoÜi  fiber  di«  Mo- 
lecularbenegung  in  Gasen.    S.  35.  —  Subic:    Ueber  die  absolate 
ürüsse  der  innere»  Arbeil,  des  Aei|niv8lenls  der  Tempenitiu  und 
über   den    inolecularen   Sinn  der    speciäschen    Wärme.     S.  63.  — 
l'reih.  V.  VVüllerslorf:     neinerkungen    über   die    phyeikulischen 
Verhältnisse  des  adriatischen  Meeres.    S.  85.  —  v.  V  iveiiot  jniki 
Ueber  einen  neuen  Verdunslüngsmesser  und  das  bei  V  er  dunste  Dgs- 
beobaühlungen    mit  demaetben  eincuachla^ende   ßeobach  längs  ver- 
fahren.    S.  HO.  —  Lip[tich:    lieber  die  NJilur  der  AelherscfaHin- 
gungen  im  unpolarisirlen  und  theiUeise  polarisirle»  Lichte.   S.  146. 
Band  M.VItl.    Heft  III.    Schrauf:  Beitrag  zu  den  B««cb- 
.  nungsmetbodendeshesagoFiulen  Kryslallayglenis.  S. '25U.  —  Mach: 

L^H  Zur  Theorie  des  Gehörorgans.  S.  283.  —  0|>|jnlzer:  Bshitbe- 
^^H  Blitnmung  des  Planeten  (58)  „Concordia."  S.  315.  —  Olto  von 
^^H  Litlrow:  Ueber  einen  Helinstaten  nach  Augiist's  Princip.  S.337. 
^^  Band  XM'lll.  Heft  IV.     v.  Wallenhofen:  Ueberdaselek- 

tromagnetische  Verballen  des  Stahles.  S.5IH.  —  Scbniiill:  feacr* 
meleor  am  18.  October  1863.     S.  551.  —  Haidinger:    Herrn  Dl- 
rector    Julius    Schniidt's    Feuernkeleor   am    18.  Oclober    1863, 
>5a.  —  V.  Wallenhofen:    üeber  eine  annmale  l!tlagDed8tnitl|| 
[  des  Eisens.    S.  564. 

Annali  di  Maleinaltca    |iutnod    ajiplicala  puliblicati 
Pda  Barnaba   Tortolini   e  compilati  da  E.  Belti  a.  Pisa, 


IIrtoaebi  B 
Di  a  RotnB. 
Tnm    V     IV/< 
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Pavia*),    A.  Uenacchi  a  Torino,   B.  Tor- 
4».     (Vcrgl.  Literat.  Ber.  Nr.  CLXV.S.  12.) 

Tom.  V.  No.  6.  Sopra  la  curvattira  di  alcune  linee  proiiotlc 
dair  inlvrs^xioiie  Ai  (lue  superlicie  dcl  secoiido  ßrado.  Älemoria 
del  Prof.  H.  Torlolini.  p.  .105.  -  liitorno  aH  una  problema  in- 
(leterniitiato.  Lcttere  inilirixzale  dal  Nignor  V.  A.  Lebi>Bf(ue  e 
dar  Stgnor  A.  Getiocclii  a  1).  B.  BoncompaRni.  p.  32a  — 
Sulla  teoria  delle  Onnichc.     Nota  del  Prof.  L.  Creraona.    p.  33Ü. 

—  Hfvisti»  Blbltographlca.  Oeuvres  de  Desargues  r^unles 
«t  analys^es  par  >l.  Poiidra:  Nntbia  Bililiographica  del  Prof. 
L.  Creniona.  p.  31)2.  —  Les  eignes  rumeraux  et  l'aritliin^lique 
cliez  les  jieuplcs  d«  l'antiquite  e(  du  innyen-äge.  Examen  de 
t'nnvTage  alleninnd  iululile:  Mulheniatische  Beitrage  zum 
CuUurlelien  der  Völker  von  Dr.  Moritz  Cantar.~  (Halle 
ISftJ.     S».)     Par  Th.  Henri  Martin.  Continuaüione  e  fine.    p.  337. 

—  PulildicaEioni  Hecenü.  p.  3!l2.  —  Indice  generale  di  tutti  gli 
articnli.     p.  3!I3.  —  Awcrlenza  pel  regiefio.     p.  .194. 

Tom.  VI.  No.  ).  Iiitomn  alla  riduzioiie  dogi'  integrat!  ellil< 
lici.  N'tia  del  Professnre  Ar>!!eln  «enncclii.  p.  5.  —  Intoriio 
ad  un  modo  di  condurre  le  noruiali,  e  di  deteruiinare  i  punli  dell' 
Elliase.  ISofa  1«  di  Enrico  Egger.  p.  18.  -  La  Trajettoria 
deir  Ugenio,  (irtografia  dolla  curva  pei  corsi  dei  cunei  nelle  volle 
a  boKe  obbli<|ue,  e  l'Evolienlo  della  Cnieoaria.  Nota  '2'  del  me- 
desimn.  p.  19.  —  In  nggiunia  a  quetla  del  Prnfessore  Azzarelli 
itititolala  „Alcone  proprielä  d'una  cnrva  Irascendeiile."  Tom.  V. 
psg.72.  Nota  3"  del  medesimo.  p.  21.  —  Sur  les  trajecloires 
sona  un  angle  tguelronqne  donn^,  d'un  Systeme  de  coniquea,  pla- 
nM   et  sph^riques.    homofocales.     Par   M^  W.  Robert»,     p.  28. 

—  BIvlatK  bIbllogTMphlcn.  Snpra  la  trasrormazione  del  Sig. 
Jerrard  per  requazioni  di  quinio  grado.  Articulo  del  Pror.  B.  Tor- 
tolini.  p.  33.  (Mit  besonderer  Beziehung  auf  und  im  Anischluas 
an  Arcbtv.  Tbl.  XLI.  .S.  105.  tlteilt  Herr  Tortolini,  ganz  wie 
an  dieser  Stelle  des  Archive  ge«cheben,  den  Hauptinhalt  der 
nrarh würdigen  und  seltenen  Bring'scben  Dissertation  mit,  aus  wel- 
cher hervorgebt,  daas  die  geniihiilich  nach  Jerrard  benannle  Trans- 
romatiou  der  Gleichungen  des  Tünften  Grades  Erland  Samuel 
Bring,  der  ProTessor  Hi«i|oriarum  in  Lund  »ar,  schon  im  vurigeu 
■labrhundert  gefunden  hat,  und  dass  also  diese  Brln^'ache  (nicht 
mehr  Jerrardacbc)  Transformation  entschieden  und  durchaus 
eine  schwedischp  Erfindung  ist,  norauf  nicht  oft  genug  hinge- 
wiesen und  aurmerksam  gemacht  iverden  kann,  vreahalb  auch  Herr 

*)  jBlti  in  Mallanil. 
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Tortolini  besonderen  Dank  verdient,  dass  er  zur  weiteren  Verbrei- 
tung dieser  merkwürdigen  Thatsache  auch  das  Seinige  beizutragen 
nicht  unterlassen  hat.)  —  Risoluzione  di  problenii  relativ!  all'  eWisse 
ed  al  circolo.     Articolo  del  Prof.  Barnaba  Tortolini.    p.  43. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle 
universitä  italtane,  pubblicato  per  cura  dei  Profes- 
sori  G.  Battaglini,  V.  Janni  e  N.  Trudi  etc.  (S.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXV.  S.  II.) 

Anno  11.  Gennaio  1864.  Riduzione  in  Serie  delle  Facoltä 
analitiche;  per  Novi.  p.  1.  —  Lezioni  sulla  teoria  delle  fnnzioni 
Jacobiane  ad  un  solo  argomento ;  per  Brioschi.  p.  8.  —  Sulla 
necessaria  esisteiiza  di  una  radice  reale  od  imniaginaria  in  ogni  equa- 
zione  algebrica;  per  G.  Foscolo.  p.  13.  —  Sulla  teoria  delle 
coniche;  per  L.  Cremona.  p.  17.  —  Sul  processo  del  roassimo 
coniun  divisore  fra  due  funzioni  interedi  una  variabile;  per  N.  Trudi. 
p.  21.  —  Intorno  al  metodo  di  approssimazione  di  Newton;  per 
A.  Genocchi.  p.  27.  —  Quistioni.  p.  29.  —  Solnzione  delle 
Quistioni  1,  2,  U,  15....     p.  30. 

Anno  11.  Febbraio  1864.  Lezioni  sulle  funzioni  Jocobiane 
ad  un  solo  argomento;  per  F.  Brioschi.  p.  33.  —  Riduzione  in 
Serie  delle  facoltä  analitiche;  per  G.  Novi.  p.  40.  —  Dimostra- 
zione  d'un  Teorema  intorno  ai  prodotti  d'aicune  somnie  di  qua- 
drati;  per  A.  Genocchi.  p.  47.  ~  Soluzione  delle  quistioni  28 
e  29;  per  V.  Janni.  p.  49.  —  Soluzione  delle  quistioni  28  e  29; 
per  Battagiini.  p.  52.  —  Probiemi  sulle  Coniche;  per  E.  d'Ovi- 
dio.  p.  58.  —  Quistioni.  p.  62.  —  Sullo  dimostrazione  del  pa- 
rallelogramroo  delle  forze;    per  A.  Dorna.     p.  63. 

Anno  11.  Marzo  1864.  Sulla  stabilita  deir  equilibrio;  per 
A.  Dorna.  p.  65.  —  Solle  derivate  di  ordine  superiore  delle 
funzioni  composte;  per  P.  Tardy.  p.  73.  —  Considerazioni  sulle 
curve  piane  del  terz*  ordine;  colle  soluzioni  delle  quistioni  26  e 
27;  per  L.  Cremona.  p.  78.  —  Soluzione  delle  Quistioni  26  e  27; 
per  G.  Battagiini.  p.  86.  — •  Quistioni.  p.  91.  —  Metodo  ele- 
mentare per  caicolare  speditaniente  valori  prossimi  del  rapporto 
della  circonferenza  al  diametro;  e  per  trovare  tanti  termini  quanti 
si  vogliano  delle  serie  circolari;  per  G.  Mazzola.  p.  92.  —  So- 
luzione della  questione  694  de*  Nouvelles  Annales;  per  Luigi 
Ferra ra.    p.  95. 

Rendiconto    delle    sessioni    delT   Accademia    delle 


F 


ÜltrariiChet  BerHbl  rLKVIl. 


V    Ulitnto    A\    Uolo^na-     Anno    accsdcDilc 
IK03  — 1854.     Bologna  1864. 

Aoch  dieses  neue  „Rendicnnto"  (der  Berrclit  fQr  t862— 
1863  ist  im  Lilerar.  Ber.  Nr.  CLXII.  S,  \'J.  angezeigt  worden)  üe- 
fexi  'wiederum  den  Beneis  ron  der  groseen  und  hiichsl  regel- 
mSwigen  Thütigkeit  der  berübtnlen  ALademie  der  Wissens irbaßen 
in  B<>lot;n.i.  Unsere  Leser  wissen  schon  aus  frülieren  Anzeigen, 
Aams  in  diesem  ..Rendicoiito",  nelchee  jfihrlieh  am  Solilnsa 
der  Sitzungen  aligeslattel  wird,  nur  der  Inhalt  der  gelesenen  and 
a|)Sterbin  zu  verUffenllichenden  Abhandlungen  kurz  angezeigt  wird, 
so  dass  wir  also  auch  hier  uns  darauf  heschränken  müssen,  die  ge- 
lesenen Abhandlungen  grüseleiitbeila  nur  nach  ihren  Titeln  anzuzei- 
gen und  über  dieselben,  wenn  sie  in  unsere  Hunde  gelangeu,  so 
weit  sie  vorzugsweise  in  den  Kreis  unserer  Zeilschrirt  gehören, 
aasfiihrlicher  Bericht  zu  erstatten,  wie  dies  auch  Tiilher  meistens 
von  uns  geschehen  ist. 

3°  aessione  nrdinaria,  26.  Novembre  1863.  Legge  it 
Ptof.  Cav.  Luigi  Cremona:  Nuove  ricerche  di  geomelria  pura 
sulle  cnbiche  gobbo  ed  in  ispecie  sulla  [laraboln  gohba.  ji.  25. 
(Diese  schone,  für  die  geometrische  Theorie  der  Curven  wichtige 
tnid  interessante  Abhandlung  ist  hercila  im  Literarisch.  Berichte 
Kr.  CLXVI.  S.  7.  ausführlicher  von  uns  angezeigt  worden.)  — 
14«  sessione  ordinaria,  3.  Mario  1864.  Legge  il  Prof.  Com- 
nend.  Gherardi  una  Nota:  Sul  riparlimenlo  della  Im- 
poBta  Tondiaria.  p.  68.  (Diese,  in slaatswisseDGchaftUcberROck- 
sicht  interessante  Abhandlung,  welche  mathematisch  gehalten 
ist,  war  von  dem  Herrn  Verfasset  unter  dem  9.  Februar  dem  Mi- 
nister der  Finanzen  mitgetheilt  worden  und  verdient  zu  weiterer 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Bezug  ist  in  derselben  genom- 
raeu  auf  die  Schrift:  Baravelli,  Saggio  di  un  raetodo  di 
liere^uazione  dell'  iniposta  ec.  Bologna  1863.)  In  der> 
selbeo  Sitzung  theilteüetr  Conimendatorc  Ghetardi  eine  an  Prof. 
Cftv.  Fiorelli  in  Neapel  gerichtete,  hier  mitgelheilte  „Lettera 
soprft  nn  singolare  esperimento  del  iMagnetisrao  deile  terre  cotte" 
mit.  p.71.  —  ISosessioneordioaria,  lU.  Marzo  1864.  Legge 
U  DotL  Giulio  Casoni;    Dei  Venti  nel  clima  d!  Bologna,  p.  7S. 

—  22"  aesaione  nrdinaria.  Vi.  Etlaggio  I8C4.  Legge  l'Acca- 
demico  Pensionato  Prof.  Lorenzo  Uella  Casa  una  Memoris 
iotitolata:  Ulteriori  osservazionisullainduzioneelettrostatica.  p.lSO. 

—  Legge  il  Ptof.  P,  Domenico  CbeÜni:  Delle  sezioni  del  cono 
e  della  Prospcttiva  per  ciö  che  riguarda  rinsegnaraento  della  Geo- 
metrU  analitica.  p.  132.     (Wir  baffen  von  dieser  Abhandlung  nSch- 

_  ,^fina  eine  ausführlichere  Anzeige  liefern  zu  kiinuen.)  —  23"  ses- 
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sione  ordiiiaria,  lü-  Maggio  18IU.  II  Prof.  RcspiitM  t»gKe| 
unn  8ua  relaKione  sulla  Cometu  VI.  1863.  da  lui  scoperU  in  i|«eBttf  1 
OBserva(orionella8eradelSHp.|>.UeL-enibre.  ji.  163.  (Herr  R«spt|;til| 
giebl  rollende  puraboüscbe  Elemente  des  ubiRen  von  ibti 
deckten  Comelen; 

Durcbgaiig  dur<:b  <las  Peribel  t=:  1863.  I)ec.  27',80044l  Berlin 

Länge   des  Periliels    ™  =  flO".24'.:W',!l  j 

Unge  des  Knoten     ß  =  304.43  .25,3    * 

Neigung  (  =  64  .SS  .15,6. 

Logarithmus  der  Peribel- Diatanz    log^=:  0,8873328.) 


Aliltler.  Aequifl.  I864,U.  J 


» 


Preisfragen 
der  ph^'sikatisch-malheinatischen  Klasse  der  Königtich 
Preussischen    Akademie    der   Wissenschaften    für  d'iB' 

Jahre  1856  utid  1H67. 
BeUnit  geniclit  in  der  äfTcjiilicIieD  Siltuag  aia  UibnizUchcn  Jilir»li|t  ix.»  h  Joli  IttL 


(All«  dum  Stpincr'.clioii  Lpgale ) 
In  einer  in  den  Monatsberichten  der  Akademie  vom  Januar  I8SC 
sowie  in  dem  53.  Bande  des  Crelle'selien  Journals  veröffenllich« 
ten  Abhandlung  bat  Steiner  eine  Reibe  von  Fundamenlnl-Eigeit« 
Schäften  der  Flächen  dritten  Grades  mitgetheill,  und  dadurch  di 
Grund  zu  einer  rein  geomeirrechen  Theorie  derselben  gelegt.  Dis 
Akademie  wünscht,  dass  diese  aii6ge;:eicbnele  Arbeil  des  grosstn 
Geometcre  nach  synthetischer  Methode  weiter  nusgortihrt  und  Ib 
einigen  weBenUichen  Punkten  vervollständigt  irerde.  Dazu  wütit 
es  zunächst  nolbnendig  sein,  die  gruE^tenlbcils  nur  angedentelen 
oder  ganz  fehlenden  Beweise  der  aurgeHtellten  Hauptsätze  zu  geben; 
dann  aber  mSssfe  die  Untersuchung  auch  auT  die  vnn  StoUer 
riicbl  berticksichligten  Fälle,  in  denen  die  zur  geumelrischen  CoD* 
struction  der  in  Rede  stehenden  Flüchen  dienenden  Elemente 
Theil  imaginSr  sind,  ausgedehnt  iverden.  Ausserdem  ist 
genaue  Cbaraklerisirung  der  verschiedenen  Gattungen  von  Rian- 
eiirven.  in  welchen  zwei  solche  Flächen  sieh  schneidon  kÜDnail, 
zwar  nicht  unumgänglich  erJ'orderlich,  Htirde  aber  von  der  Akademi« 
als  eine  wichtige  Etgünzung  der  8t  e  in  ersehen  Theorie  betraeli' 
tet  werden. 
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Die  auHBcblieäsende  Frist  fflr  die  Einsendung  der  dieser  Aul- 
gäbe  genidmeleii  .Scbririei),  weiche  »ach  der  Wahi  der  Bewerber 
in  deutscher,  laleiritscher  oder  rraiiz'lsisclier  Sprache  abgefasst 
Bein  IcüoDen,  ist  der  [.  MSrz  1866.  Jede  Uenerbungssi^briri  ist  mit 
einem  IHolto  zu  versehen  und  diese«  aul'  dem  Aeuseern  des 
siegellen  Zettels,  ivek-her  den  Namen  des  Verrusgers  entbSlt,  eu 
wiederholen.  Die  Crtbeilung  des  Preises  von  GOO  Thalern  geschieht 
in  der  üffeollicben  Silzdiig  am  Leihnisiscben  Jahrestage  im  Monat 
Juli  des  Jahres  18ti6. 


II. 

Die  Theorie  der  elliptischen  und  Abel'schen  Functionen, 
tvelche  schon  jelzt  fast  in  allen  Tbeileu  der  IVIulhemalik  die  Lü- 
saog  von  Aulgaben  niri^lich  f>eniacbt  hat,  für  welche  die  früher 
der  Analysis  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitlel  nicht  ausreichten, 
ist  ohne  Zweifel   noch  zahlreicher  weilerer  Anwendungen   f^hig; 

Ies  stellt  daher  die  Akademie  folgende  Preisfrage: 
„Es  soll  irgend  ein  beileuterides  Problem,  dessen  Gegen- 
„stand  der  Algebra,  Zahlen-Theorie,  Integral  Rechnung. 
„Geometrie,  Mechanik  und  inathematiscben  Physik  an- 
„geliüren  kann,  mit  Hülfe  der  elliptische»  oder  der  Abel- 
uSchen  Transcendenteo  vollständig  gelOst  werden." 
Die  ansschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Auf- 
gabe gewidmeten  Schriften,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber 
in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefasst 
sein  können,  ist  der  1.  März  1867.  Jede  Bcwerbungsscbrift  ist  mit 
einem  Motto  zu  versehen  und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  ver- 
siegelten Zettels,  welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu 
wiederholen.  Die  Erthcilung  des  Preises  von  lUO  Ducaten  geschieht 
in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnizischen  Jahrestage  im  Monat 
Juli  des  Jahres  1807. 


lestioDM  qaaji  trademiae  Regia«  srienliarau  Borusslcae  cluils 
fhjslca  ci  nifttlirmHlIra  ccrtamlnl  lillerulo  Id  a.  IS66  et  1867 
proponit,  iiromitlgnlB?  in  tunretita  eollemni  annituranrio  Leibnitii  memori*e  dicato 
il.   7.  Hl.  JuUi  a.   1664. 


iiuWimaSU  ttTtaminHat  UtttrariU  Itgala.) 
■umcDlatinne  egrcgia,  quae  aimo  MDCCCLVJ 


■* 
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iB  relalionibn»  AcadenUe  roeBttroU  prodiSt  *) ,  fvadaiDeBta  patutrit  qni- 
buB  tttperficieraiii  tertii  ordiflia  Ikeoria  gcoinelrica  tuperatrai  poteai, 
Academia  scientiaconi  liroa  in  methodia  synlheticia  Tersatoa  cohortator, 
ut  qaae  a  pracatantfaaimo  geometra  iachoata  •unc  compleant  atque  per- 
flciant.  Quem  ad  finem  id  potissiinora  spectandum  erit,  primnin  at  pro- 
positioDum  praecipuarain  demonstrationes  ab  ipso  auctore  hob  niai  priinia 
linets  deafgnatae  diligenter  elaborentur;  deinde  ut  disqaiaitio  gvometrica 
ad  eo«  qiioqne  casot  nondum  satit  exploratot  exlendator,  in  qolbnt 
evenit  ut  elementa  quaedam  ad  anperficiei  consCrnctionem  a  Steine ro 
adhibita  non  sint  realia.  Praeterea  etsi  Academia  non  postulat«  nl  lineae 
dnplicia  curvatnrae  ex  intersectione  dnarnm  superficierum  tertii  ordinis 
prodenntea  accnralius  examinentnr ,  tarnen  rem  graviasimam  facturnm 
esae  cenaet,    qui  hanc  partem  Steinerianae  docirinae  snppleTorit. 

Conalitotae  sunt  Galendae  Martiae  anni  NDCCCLWl ,  ultra  qoaa  noi- 
lae  comnientationea  ad  certamen  adroittcntur.  Addendae  tunt  ex  more 
solito  coramcntationibns  achcdulae,  quae  nomen  anctoria  contineant,  ob- 
Bignatae  atque  iisdcm  inscriptionibna,  quae  commentationibu«  praefixae 
annt,  inaignitae.  Praemium,  quod  est  DC  loachimicoram,  adtodicabitBr 
in  couTentn  aoUemni  Leibnitiano,  qui  habebitur  menae  Inllo  anoi 
MDGCGLXVI.  In  conacribendia  commenfationibna  iingna  oti  licet  aire 
Germanica  aiTe  Latina   aiva  Gallica. 


II. 

Theoria  fnnctionnm  ellipticarum  et  Abelianarom  iam  in  omnibua 
fere  mathcaeos  partibua  problematum,  quae  antehac  diffictiliraa  Wde- 
bantur,  solutioncm  perfectam  auppcditavit.  Neque  dnbitandnm  est  quin 
plura  adhuc  nee  minua  gravia  eluadem  generia  reatent,  qnae  noToa  geo- 
metrarum  conatua  exapectaat.  Quam  ob  rem  Academiae  acieatiarBm 
Tiaom  eat  banc  pnblico  proponere  quaeationem : 

,,ut  problcma  quodcunque  roaioria  rooraenti,  caiaa  argnmentam 
„ex  algebra,  doctrina  nnmeroruro,  calcnlo  integrali,  geane- 
,,tria,  diaciplinanechanica  et  physica  matheaatica  auni  pateat^ 
,ftranacendentium  ellipticarum  aut  Abelianaram  Opa  abaol- 
„vatur." 

Conatitutae  aunt  Calendae  Martiae  anni  MDCCCLXVII,  ultra  qaaa 
nnliae  commentationea  ad  certamen  admittentur.  Addendae  aunt  ex  more 
aolito  commentationibua  achcdulae  quae  nomen  auctoris  contineant ,  ob- 
signatae  et  iiadem  inacriptionibua,  quae  commentationibua  praefixae  sunt, 
inaignitae.  Praemium  quod  eat  centum  ducatorom  aureomm  adiodica* 
bitur  in  conventu  sollemni  Leibnitiano,  qui  habebitur  menae  lulio 
anni  MDCCCLWII.  In  conacribendia  commentationibua  lingua  uti  licet 
aiTe  Germanica  aive  Latina  aive  Gallica. 


*)  Videaa  etiam  diarii  Crelliani  vol.  Llll. 
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Literarischer  Bericht 


CLXVIII. 


Arithmetik. 

Jahresbericht  der  Wiener  Handels- Akademie.     Am 
Schlüsse  des  Studienjahres  1863.   Wien.    1863.    8^. 

Jahresbericht  der  Wiener  Handels-Akademie.     Am 
Schlüsse  des  Studienjahres  1864.    Wien.    1864.    8^. 

Beide  Schriften  im  Selbstverlage  der  Akademie. 

In  diesen  beiden  Jahresberichten  Gnden  sich  resp.  zwei  Ab- 
handlangen des  Herrn  Professor  S.  Spitzer  in  Wien,   nämlich: 

Ueber  die  Pensionsvereine  der  Beamten  öster- 
reichischer Eisenbahn-,  Dampfschifffahrts- 
und Bank-Gesellschaften  (1863). 


und: 


Ueber  Invaliden-Pensionen   (1864). 


welche  zwei  namentlich  in  jetziger  Zeit  in  socialer  Beziehung  sehr 
wichtige  Gegenstände  behandeln ,  und  sowohl  deshalb,  als  auch 
wegen  der  Gründlichkeit  und  Deutlichkeit  der  Darstellung,  und 
der  zur  Erleichterung  der  praktischen  Rechnungen  beigefügten 
Tafeln,  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Archivs  recht  sehr  zu 
empfehlen  sind. 


Geometrie. 

Die  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie  und 
deren  Anwendung  auf  die  geradlinigen  Figuren  und 
den  Kreis.  Ein  Lehrbuch  für  höhere  Untcrrichtsan- 
stalten   von   Carl  Schmitt,    Hauptmann    im   k.  k.  Genie- 
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Stabe,  PrnrcBsor  der   hühereo  Math«inal1li  sti  detHE 
Genie -Akademie").    Wien.    Carltiernld's  Sohlt.  ISM. 

Es  liegt   uns  hier  ein    Lleineros   Lehrbuch    tltr  EleiueikU  4I 
neueren  Oeoraetrie,  so  weit  dieselbe    die  K^'^de   l'ii 
Kreie  und  die  dadurch  enlslehendeii  ebenen  geomelriscbenGebili 
betrifft,  vor,  welches  nir   Tür  sehr  geeignet  halten,  als  fmraDdl^ 
des   Unterrichts   in  der   neueren  Geonielrie  auf  hiiheren  I^bn 
stalten  zu   dienen,    wenn  mnn  dieses  Lehrnbjecl,    ivie  allerdinj 
sehr  zu  wünschen  ist,    überhaupt    als   einen  besonderen  Tbril 
den  mnlbematiscben  Unterricht  auf  den  genannten  LehransUlti 
aufnehmen  will.     Ja  wir  glauben,  dass  es  noch  keine  Scbrilt  giel 
welche  steh  lu  dem  genannten  Zwecke  so  gut  eignet  wie  die  t. 
liegende,  und  sind  der  Meinung,    dass   Herr  Uauplmann  und  P 
feesor  Schmitt  sich  dnreh    deren  Herausgabe   ein  sehr  aaer~ 
nungswerthes  Verdienst   um  den   mathematischen  Unlerricbl  flb« 
haupt,  und  den  in  der  neueren  Geometrie  insbesondere  erworb« 
bat     Wir  haben    die    Daritlcllung    tilirrall  einrach,    deullie 
prScis  gefunden,    was   gerade  bei   diesem   Gegenstände  vo 
süglicher  Wichtigkeit  ist.      Auch    die   einfache    Behondlnng  <1| 
Gl  eich  stimmigen   und    Entgegengesetzten   in   den  Kiefatuogen   < 
Strecken  ist  dem  Zwecke  des  Ituchleins  sehr  angemessen.    Ei 
lieh  sind  die  Hauptlebreii  überall  durch  eine  grüssere  Aniabl  1 
Aufgaben  und  Lehrsätzen  erläutert,  welche  durch  hleinervn  X. 
ausgezeichnet  sind,  um  das,  was  für  den  eigentlichen  Uuterrld 
unentbehrlich  ist,   auf  ein    Minimum   zu  reduciren.     Auch  cnerl 
mSssigo    kürzere    Prägen    sind    eingeslreuet.      Aus    allen    diese 
Grttnden  glauben  wir  alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  dieses  Bficb 
lein  recht  sehr  aufmerksam  machen  zu  müssen,  so  wie  aberhavp 
auch  Jeden,    der  sieb    in  ntuglichst  kurzer  Zeit  eine  geoffgesill 
Kenntniss  von  den  Haupllebren  der  neueren  Geometrie  innef 
des  Umfangs,  den  die  Schrift  sich  selbst  vorgezeichnet  hat.  v 
schaffen  will,  ohne  gerade  zu  beabsichtigen,  diese  Dinge  xu  eloe 
ganz  besonderen  Object  tieferer  und  weiterer  Studien  zu  raachH 
Um  den  Geist,  in  welchem  die  IJarelellung  vorzugsweise  «ebalt« 
ist,  im  Allgemeinen  zu  charakteristren,  wird  es  vollatän^  bi 
reichen,  zu  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  vorzugsiveia«  tl 
trefflichen  „Geometrie  superi  eure"  von  Chasles  gefolgt  b 

Der  Hauptinhalt  ist  folgender:  Einleltunj^.    Getadlliifg 

Segmente.     Winkel.     P  rojeclio  nen.  —  I.  Müpitel.  Vb 
der  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  einer  ^«radlUI 
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gen  PiHililreihc.  -  II.  Kapitel.  Von  der  BestimmuD^' 
der  f>uge  <]e(.SIrablen  eines  e  liencn  S  t  rali  len  büscfaeta. 
—  111.  Kapitel-  Tli«ilverli3ltn'>sse  des  Dieiecks.  — 
IV.  Kapitel.  Von  den  T heil v«t hältn issen  der  Poly- 
gone. —  T.  Kapitel.  Anliarmoiii»  chcs  Verliällniss.  - 
Tl.  Kapitel.  Colliiioare  Punkirciben  und  Strablen- 
bilschel.  Geometrische  E)|;en  sc  hallen  dcri^elben.  — 
TU.  Kapitel.  Ausdräcke  colli  iiearer  Punktreiben 
und  Strahleobüschel.  -  Till.  Kapitel.  Von  den  Dop- 
pelt» unk  teil  und  Doppelsttahleti.  —  IX.  Kapitel. 
Collineare  Punktreihen  und  8(rahlenbil»chel  in  Invo- 
lution. -  IL.  Kapitel.  Involutionen  bei'm  Dreiecke, 
Vierecks  und  Kreise. 

Uie«er  reiche  Stoff  ist  auf  nur  148  Seiten  behandelt  worden. 
Druck  und  Figuren  lassen  nichts  eu  wünschen  übrig. 

Möge  das  Bitcblein  sich  bald  in  den  Händen  recht  vieler 
Lehrer  beünden! 


Elemenli  di  Geoiiietria  analitica  per  R.  RubJnr. 
Napoli.    1864.    8". 

Herr  ProfesKor  Rnbini  in  Neapel  hat  seinen  beiden  aua- 
gezeichiielen  algebraischen  Lehrbiichern  ,  die  im  Literar.  Ber. 
Nr-  CLXII.  S,  4.  um)  Nr.  CLXVI.  S.  L'.  angezeigt  norden  sind, 
jolzt  das  rorliegende  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie 
(in  der  Ebene)  folgen  lassen,  welches  wir  auch  deutschen  Lesern 
zur  besonderen  Beachtung  aus  mehreren  Gründeo  empfehlen 
iD&wea,  was  durch  die  folgende,  etwas  eingehendere  Cfaarakterisi- 
rung  des  Buchs  gerechtfertigt  werden  wird.  Ausser  der  blossen 
Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  zur  Lösung  von  Auf- 
gabeo  U.S.W,  beschäftigt  sieb  das  Buch  natürlich  vorzugsweise 
mit  der  eigentlichen  analytischen  Geometrie,  deren  Eigenlhäm- 
lichkeil  bekanntlich  hauptsächlich  darin  besteht,  dass  sie  ihre 
Betrachtungen  an  gewisse  Coordinntensysteme  anscblicsst  und 
Alles  auf  dieselben  zurijckfQlirt  und  gründet.  Es  geht  nicht  über 
die  Ebene  und  die  Gerade,  den  Kreis  und  die  Kegelschnitte  in 
deraelbea  hinaus,  enthält  nber  innerhalb  dieses  Umkreises  eine 
grosse  Anzahl  intcresüanler  und  wichtiger  Untersuchungeti,  na- 
mentlich auch  über  die  Keßelschnitle,  Ganz  besondere  Aufmerk- 
ssinlieit  und  ganz  bewunderen  Kleisa  hat  der  üerr  Verfasser 
auf  die  Ableitung  geometrischer  Constructiunen  aus  den  anslyti- 
scben  AuflUsungvn,  und  auf  eine  sehr  zweckmässige  und  deutliche 
Anleitung    zur    Ausführung    solcher  Cunstructionen     mittelst    der 
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auf  analytischem  Wege  gewonnenen  Resultate  verwandt;  und 
an  solchen,  oft  sehr  eleganten  Constructionen  enthält  denn  auch 
das  ßuch  einen  sehr  grossen  Reichthum,  mehr  als  in  allen  übri- 
gen uns  bekannten  Büchern  dieser  Art,  und  ist  in  dieser  Bezie- 
hung für  einen  Jeden  jedenfalls  ungemein  instruetiv.  Dies  ist  die 
eine  Seite ,  durch  welche  das  Buch  sich  vor  anderen  Schriften 
auszeichnet,  und  welche  seine  Empfehlung  zu  sorgßiltiger  und 
allgemeiner  Beachtung  auch  in  Deutschland  vorzugsweise  recht* 
fertigt.  —  Ausserdem  mCissen  wir  besonders  die  Beachtung  her- 
vorheben, welche,  neben  dem  C  artesischen  Coordinaten- 
Systeme,  auch  andere  neuere  Coordinatensysteme  gefunden  ha- 
ben, ganz  besonders  das  System  der  Dreilinien-Coordinaten  mit 
seiner  Anwendung  auf  die  Kegelschnitte,  was  hier  in  einer  Weise 
geschehen  ist,  wie  nach  unserer  Meinung  bis  jetzt  in  keinem 
anderen,  vorzugsweise  als  Fj  ehr  buch  zur  Grundlage  bei  dem 
Unterrichte  bestimmten  Werke,  welches  die  zweite  Seite  ist, 
weshalb  wir  das  Buch  zu  besonderer  Beachtung  auch  bei  uns  in 
Deutschland  empfehlen  müssen. 

Die  Darstelluns^  ist  ungemein  deutlich  und  hat  überall  einen 
elementaren  Charakter,  wobei  die  schon  erwähnten,  in  grosser 
Anzahl  vorhandenen  Constructionen  natürlich  sehr  viel  beitragen, 
um  den  Lehrling  in  den  Gegenstand  zweckmässig  einzuführen  und 
ihm  die  oftmals  ziemlich  abstracten  Gegenstände  interessanter  zu 
machen  und  besser  zur  Anschauung  zu  bringen.  Indem  wir  noch- 
mals wünschen,  dass  das  Buch  aus  diesen  Gründen  alle  verdiente 
Beachtung  auch  in  Deutschland  linden  möge,  geben  wir  im  Fol- 
genden noch  den  Hauptinhalt  an,  wobei  wir  uns  aber  leider  mit 
den  Ueberschriften  der  einzelnen  Kapitel  begnügen  müssen,  indem 
wir  zu  bemerken  nicht  unterlassen,  dass  eine  vollständige  An- 
schauung von  dem  reichen  Inhalte  nur  aus  den  in  dem  Buche 
selbst  (p.469 — p.  471)  nachzusehenden  Ueberschriften  der  einzel- 
nen Artikel  zu  gewinnen  ist: 

liibro  I.  Introduzione.  —  Cap.  1.  Applicazione  pura 
deir  algebrn  alla  Geometria.  —  Cap.  II.  Delle  proieziom.  — 
Cap.  111.  Esposizione  dei  metodo  delle  coordinate.  —  lilbro  II. 
Della  retta  e  Hei  circojo.  —  Cap.  I.  Della  retta.  —  Cap.  II. 
Del  circolo.  —  Iilbro  111.  Delle  coniche.  —  Cap.  I.  Pro- 
prieta  di  queste  ciirve  dipendenti  da  trasformazioni  degli  as.si. 
—  Cap.  II.  Pro|)ricta  delle  coniche  detotte  dalla  considerazione 
de*  coefficicnti  della  loro  cquazione  generale.  Equazioni  di  coniche 
soggctte  a  talune  condizioni.  —  (Jap.  III.  Fuochi,  raggi  vettori, 
e  direttrici    delle  coniche.  —   Cap.  IV.     Proprietä  delle   coniche 
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Irstte  dalla  Uro  comliinazioiie  con  uiia  reltii,  ~  Cbjp-  V.  Costrusioni 
graücho.  —  Cap.  VI.  Delle  conicfie  riferite  ad  nltri  ganeri  <ti 
coordinate  (Articolo  I.  Eiiuaxione  {;etierale  dello  coniche  e  rormole 
varie,  riferite  a  coordinnle  Iril'iDeari.  —  Arlicnlo  II.  Cquazinni 
special!  dolle  coniche  in  coordinate  trilineari.)  —  Cap.  VII.  Curve 
inviluppi.  UsservaKioni  generali.  —  Cap.  Vlll.  Coslraziane  ildl' 
intersezionc  di  (lue  coniche;  o  d'un*  equaKione  ileterroinata, 

iTubei  n-jr  iiocli  besanilers  bemerken,  dase  aucb  der  ei »eii (liehen 
Construction  der  Gletchunger)  bis  oinechliesslich  zum  vier- 
ten Grade  besoiulere  Aul'merksnnikeit  gcHidmet  norden  ist. 


Die  letzte  Aufgabe,  mit  welcher  der  Herr  Verfasser  sich  be- 
aebSftigl,  ist  das  berühmte,  schon  van  Apollouiiis  behandelte, 
und  durch  die  Durchschnitte  einer  ßleichseitigen  Hyperbel 
mit  dem  gegebenen  KegelsehnUte  gelüste')  Prübleni:  „Durch 
eineo  beliebig  gegebenen  Punkt  in  der  Ebene  eines  KegeUchnitls 
Normalen  an  denselben  zu  ziehen",  welcbes  bekanntlich  auf  eine 
deichung  des  vierten  Grades  Tührt.  Er  lehrt  dieses  Probleu» 
durch  den  Kreis  construiren,  ivie  schon  De  la  Hire  in  a 
Werbe  fiber  die  Kcgelschnille  gethan  bat.  Hierbei  thut  er  auci 
des  schiinen  Satzes  Erwähnung:  „dass  die  von  einem  Scheitel 
der  Hauptaxe  eines  Kegelschnitts  auf  die  von  einem  bestimmlen 
Punkte  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Normalen  gefällten  Per- 
pendikel den  Kegelschnitt  immer  in  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  liegenden  Punkten  schneiden"  auf  den,  in  Verbindung  mit 
einem  anderen  Satze,  bekanntlich  Joachimsthal  die  Construction 
der  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegelschnitt  zu  zie- 
henden Normalen  durch  den  Kreis  gegründet  hat  (Grelles  Jour- 
nal. Bd. 44.  S.377.J.  Herr  Ruhini  bemerkt  aber,  dass  der- 
selbe Satz  schon  früher  von  dem  trefflichen  Mathematiker  und 
hochverdienten  Lehrer,  Herrn  Professor  Fortunatu  Padula  in 
MeApel,  gefunden  und  zu  dem  nämlichen  Zwecke  angewandt 
worden  ist,  wahrscheinlich  (was  freilich  Herr  Kubini  nicht  be- 
merkt) in  der  von  demselben  herausgegebenen  ausgezeichneten 
Sammlung  analytisch  gelöster  geomelrischer  Aufgaben:  „Raccolta 
di  prohlemi  gcometrici  risoluti  con  l'analisi  algehrica" 
so  dass  also  die  Priorität   der  Ertindung  des  genannten  scbünen 
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riB    in    fbl.  XXXn.  d.  A 
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Satses  unbedingt  Herrn  F.  Padula  gebfihrt,  worauf  binsowäMi 
wir  hier  nicht  unterlassen  dfirfen. 

Wir  wGnschen   nochmals,  dass  das  Buch  sich  sorgflUtIgster 
Beachtung,  auch  in  Deutschland,  erfreuen  muge. 


Mechanik. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  theoretischeo 
Mechanik  von  Dr.  P.  Zech^  Professor  der  Mechanik  an 
der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart.  Stuttgart. 
Metzler.    1864.    8» 

Je  weniger  Aufgabensaromlungen  für  die  Mechanik  es  giebt: 
desto  mehr  ist  auf  die  vorliegende  aufmerksam  zu  machen.  Eine 
deutsche  Sammlung  ist  uns  eben  so  wenig  bekannt  als  dem  Herrn 
Verfasser.  Alle  hier  gegebenen  Aufgaben  geboren  zu  den  einfa- 
cheren und  sind  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Mechanik  be- 
stimmt, mit  vorzüglicher  Berücksichtigung  praktischer  Anwendung. 
Benutzt  sind  hauptsSchlich :  „Jullien:  problömes  de  m^ca- 
nique  rationelle,  Paris  1855"  und  „W.  Walton:  A  col- 
lection  of  Problems  of  theoretical  mechanics.  Cam- 
bridge 1855".  Aus  letzterem  Buche  hat  auch  vorzüglich  Jul« 
lien  geschupft.  Die  Resultate  der  Auflösungen  sind  beigegeben, 
nicht  die  Auflösungen  selbst.  Die  Anwendung  der  höheren  Ana- 
lysis  ist  nicht  ausgeschlossen.  Der  Inhalt  ist  folgender:  I. 
Schwerpunktbestimmungen  (24  Aufg.)  —  II.  Gleichge- 
wicht in  der  Ebene  ohne  Reibung (47 Aufg.)  —  111.  Gleich- 
gewicht im  Räume  ohne  Reibung(9  Aufg.)  —  IV.  Gleich- 
gewicht mit  Rücksicht  auf  Reibung  (11  Aufg.)  —  V. 
Bewegung  eines  Punktes  (65  Aufg.).  —  VI.  Stoss  fester 
Körper  (9  Aufg.).  —  VII.  Festigkeit  (16  Aufg.).  —  VIII. 
Hydrostatik  (15  Aufg.).  —  IX.  Drehung  eines  Körpers 
um  eine  feste  Axe  (17  Aufg.).  —  X.  Beliebige  Bewegung 
eines  Körpers  (30  Aufg.) 

Wir  glauben  die  ihrem  Zweck  entsprechende  Sammlung  zur 
Beachtung  empfehlen  zu  müssen. 


Astronomie. 

Die  kais.  russische  Sternwarte   zu  Pulkowa  hat   unter  der 
für  die  Wissenschaft  so  erfolgreichen  Leitung  ihres  hochverdienten 
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DirMtore.  des  Herrn  Oltn  Stritve,  nieder  einige  nichlige 
Schriften  verUffenllichl,  die  ivir  —  wie  es  deren  Nalnr  mit  sich 
bringt  —  hier  ßrüsätenthcils  nur  iliren  Titeln  nach  anzeigen  kön- 
nen, was  auch  für  jeden  mit  diesen  Gegenständen  hinreichend 
Tertrauten  vollsISndig  genügt,  um  die  Wiühligkeit  dieser  Puhli- 
callonen  ermessen  unil  nürdigen  su  künnen.  Diese  Schriften  sind 
die  folgenden: 

1.  Pusit'ioncs  mediae  steliaram  fizarnm  In  zonis 
Regiomontanis  a  Besselio  inter  -(-IS"  et  -f  45o  declina- 
tionis  oI)servatarum,  ad  aiinum  1825  reductae  et  in  ca- 
talogum    ordinatae   auctore  M  aiiiii  ii  iano   Weisse,    Di- 


[oro  quondam  Spe 
liae  Imperialis  Pe 
rs  est  Olfo  S-truve 
ron.ili  Ig63.     4» 


ula 


Cracnviensis.  Jussu  Aca- 
itauae  edi  curavit  et  prae- 
ulae  Pulcevensis  Oirector. 


1862..      Von    Dr.  A.  Wii 


lie  Zeit  der  Oppo- 
Afllronamen    der 


Nico1ai-Ha 


St.    Petersburg.     1863.     4". 


•to 


3.  Okser 
faites  a  Cazan  et  a  Pouiko 
Memoire  de  IVI.  Liapounov 
zan.  M.  Partie:  Ü.  Stnive 
M.  Liapoun 


;rande  ii^huleuse  dOrion, 
a.  Par  O.  Struve.  I.  Partie: 
ur  les  observalions  de  Ca- 
Additioiis  au  memoire  de 
ons    de  J'aullcova.     Avec  4 


plancfaes.    St.  Pcterahourg,  18(!2.    4» 

4.  Observalions  faites  k  IVpaque  od  le  plan  des 
anneaux  de  Saturne  pasaait  par  le  Soleü,  parO.  Strove. 

5.  Jahresbericht,  am  U.Juni  1863  dem  Comitä  der 
Nicolai-Hauptsternivarle  abgestattet  vom  Directur  der 
Sternivarte.  (Aus  dem  Russischen  Übersetzt.)  Anhang  I. 
Statuten  der  Nicol  ai-Uauptsternu  arte.  II.  Verordnun- 
gen des  Ministers.     St.  Petersburg.     1863    %•>. 

Diesen  Jabresbericht  müssen  wir  einem  Jeden  zn  näherer 
Kenntnis«! nähme  dringend  eropfeblen,  der  sich  mit  der  grossarltgen 
Einrichtung  und  Ausstattung  des  Institut.«,  welchem  derselbe  ge- 
widmet ist,  und  mit  der  Grossartigkeil  der  auf  demselben  ausge- 
nihrten  Arbeiten  naber  bekannt  machen  will.  Wir  haben  densel- 
ben mit  dem  grilssten  Interesse  gelesen,  und  sind  versichert, 
dasa  er  auch  filr  jeden  Anderen  dasselbe  Interesse  darbieten  wird. 


6.  Die  Zci tbeslimmuiig  vermil 
Durchgangsinstruments  im  Verticj 
VonW.  USlIen.    St.  Petersburg.     1) 


st    des  tragbaren 
des  Polarsterns. 
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Wir  Deoneo  diese  Schrift  unter  den  vorstehenden  absichtTicb 
zuletzt  Auf  ihrem  ersten  Blatte  findet  sich  die  folgende  Widmong: 

F.  6.  W.  Struve,  dem  scharfsinnigen  Beobachter, 
dem  besonnenen  Forscher,  dem  thenren  Lehrer  and 
leuchtenden  Vorbilde  bringt  Pulkowa  zum  18.  October 
1863«  dem  Tage  der  fünfzigjährigen  DoctorwQrde,  den 
Festgruss. 

Muge  dem  würdigen  Greise,  dem  die  Astronomie  so  Vieles, 
ja  die  alleinige  BegrOndong  und  den  Ausbau  mehrerer  ihrer  schön- 
sten, interessantesten  und  wichtigsten  Theile  verdankt,  noch 
lange  vergönnt  sein,  auf  sein  fünfzigjähriges,  so  thatenreiches 
und  ruhmvolles  wissenschaftliches  Wirken  zurückzublicken,  und 
an  den  herrlichen  Fruchten,  welche  demselben  nach  allen  Seiten 
hin  schon  jetzt  entsprossen  sind  und  immer  schöner  entspriessen 
werden,  sich  zu  erfreuen,  bis  er  selbst  eingehet  zu  den  Räumen, 
in  denen  er  schon  jetzt  so  heimisch  ist! 

Der  Inhalt  dieser  Schrift  ist  ein  sehr  lehrreichcfk',  und  betrifft 
einen  der  wichtigsten  Theile  der  neueren  praktischen  Astronomie, 
der  um  so  wichtiger  ist,  weil  tragbare  Durchgangsinstrumente 
gegenwärtig  in  so  grosser  Vollendung  und  mit  so  grosser  Ge» 
nauigkeit  verfertigt  werden.  Eine  bessere  Anleitung  zu  den  auf 
dem  Titel  genannten  Bestimmungen  in  theoretischer  und  prakti- 
scher Beziehung,  als  die  in  der  vorliegenden  schunen  Schrift  ge- 
gebene, ist  uns  nicht  bekannt,  weshalb  wir  diese  Schrift  sehr  zu 
sorgfältigster  Beachtung  empfehlen. 


Nautik. 

Ueber  die  Deviationen  des  Compasses,  %velche 
durch  das  Eisen  eines  Schiffes  verursacht  werden. 
Nach  dem  Englischen  von  F.  J.  Evans  und  Archibald 
Smith,  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  F.  Schaub,  Director 
der  hydrographischen  Anstalt  der  k«  k.  Marine.  W^ien. 
Carl  Gerold's  Sohn.    1864.    8^. 

Wie  wichtig  für  die  Schifffahrt  die  genaue  Berücksichtigung 
der  Deviationen  des  Compasses  namentlich  jetzt  ist,  wo  so  grosse 
Eisenmassen  hei  dem  Schiffsbau  verwendet  werden,  weiss  Jeder, 
der  sich  nur  einigermaassen  ftir  die  Fortschritte  der  Nautik  inter- 
essirt.     Die  Schrift: 
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ascHrtaiiiMig    and    applyin^ 
pa«s.  cnused   liy    (he  iroD  ot 


Adtnirally  Manua 
Ihe  Deviattona  of  Ihe 
a  Sliij.,    by  E.K.Evai.s,    R.  !V., 

of  tlie  conipaas  l)e|iattiiienl  ol'  tbe  Admiralty.  and 
ArchiUald  Smith.  M.  A,,  l-'.,  R.  S.  Londu...     1863, 

«nihlkit  Alles,  «as  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht 
Wissetischnfl  und  Erfahrung  liis  jetxl  aber  diesen  wichtigen  Ge- 
genstand gelehrt  haben,  in  im  Ganien  sehr  zweckmässiger  Dar- 
Btellang.  Herr  Itirector  und  Professor  Dr.  Schaub  in  Triest 
bat  sich  daher  ein  lelihari  anzuerkeNnendes  Verdienst  um  die 
Bautik  erworben,  dass  er  das  genannte  tvicfalige  englische  Werk 
in  einer  deutschen  Bearbeitung  dem  deutschen  Publikum  zugäng- 
licher gemacht  bat.  Uie  Schrift  des  Herrn  Prof.  Schaub  ist  aber 
keifiesnegs  eine  blosse  Ueliersetzung,  sondern,  namentlich  tvas  den 
theoretischen  Theil  betrifft,  eine  Bearbeitung  des  englischen  Werks. 
In  diesem  letzteren  ist  n.tmlich  in  dem  theoretischen  Tbeile  eine 
grossere  Anzahl  nialbemalischer  Kenntnisse  in  Anspruch  genom- 
men «Torden,  als  man  bei  dem  betreffenden  deutschen  Publikum 
voranszusetten  berechtigt  sein  dürfte.  Deshalb  bat  Herr  Scbanb 
die  Theorie  der  Deviation  in  einer  solchen  Weise  selbatstSndig 
entwickelt,  dass  dieselbe,  wenigstens  in  ihrer  ersten  Hfiine,  unter 
Voraussetzung  einer  gründlichen  Kenntniss  der  ebenen  Trigo- 
rinmetrie,  und  der  Bekanntschaft  mit  dem  Parallelogramme  der 
Kr&fle,  von  jedem  nur  in  dieser  Weise  mathematisch  Vorgebildelen 
ohne  Schtvierigkeil  verslanden  werden  kann.  Auch  ist  diese  ma- 
thematische Theorie  in  der  deutschen  Beartieilung,  nicht  wie  in 
dem  englischen  Original,  bloss  als  ein  Anbang  beigelegt,  sondern 
als  ein  besonderer,  die  Grundlage  für  den  praktischen  Theil  bil- 
dender, theoretischer  Thei!  vorangestellt  worden,  wodurch  das 
Werk  jedenfalls  an  llrauchbarbeit  wesentlich  gewonnen  hat,  ja 
sein  wissenschaftlicher  Werth  in  Bezug  auf  strenge  systematische 
Gestaltung  bedentend  erhiiht  worden  ist. 

Die  praktischen  Regelt)  sind  ursprOnglicb  von  einem  Comite, 
bestehend  aus  den  Admirälen  Sir  K.  Beaulort  und  Sir  James 
C.  Russ,  CapitÜD  Johnson,  Herrn  Chrislie  und  General 
Sabine,  im  Jahre  I84Ü  entworfen  worden.  Graphische  Älethode» 
zur  Erleichterung  und  theilweisen  Beseitigung  der  Rechnungen 
sind  Oberall  gelehrt  und  die  dazu  erforderlichen  Hiilfsmittel  sind 
in  lithographirten  Tafeln  dargestellt  und,  eben  na  »ie  eine  Anzahl 
von  Karten  der  Linien  von  gleichet  magnetischer  Declination 
gleicher  magnetischer  Inctinalion,  und  gleicher  HorirontaMnlensi' 
«t  des  Erdmagnetismus  (Alles  für  das  Jahr  I8tjü).  dem  Werke 
beigefilgt  worden. 


1 


12  Liierarischer  Berickt  CLKVIIL 

Dino.  p.  108.  —  Metodo  elementare  per  calcolare  ^peditamente 
valori  prossimi  del  rapporto  della  circonfereiiza  al  diametro,  e 
per  trovare  tanti  termiAi  quaoti  si  vogliono  delle  serie  circolari; 
per  Giuseppe  Maazola.  p.  110.  —  Not'izia  bibliografica  solle 
Opere  di  Desargaes;  per  L.  Crem  o na.  p.  115.  —  Sulla  pro- 
iezione  iperboloidica  di  una  cubica  gobba;  per  L.  Creme  na.  p.  122. 

—  Sul  cerchio  che  taglia  armonieamente  tre  segmenti  dati;  'per 
A.  Serra.    p.  127. 

Anno    II.     Maggio    1864.     Lezioni  sulla  teorica  delle  fun- 
zioni  Jacobiane  ad  un  solo  argomenito,  per  F.  Brie  seh  i.  p.  129. 

—  Teorica  de'  covariauti  e  degli  invarianti;  per  G.  Janni.  p. 
135.  —  Sülle  divisioni  omografiche  imroaginarie;  per  G.  Bat- 
taglini.  p.  142.  — Intorno  ad  un  determinante  piü  generale  di 
quelle  delle  radici  delle  equaziool;  ed  alle  loro  fnnzioni  omogeuee 
complete;  per  N.  Trudi.  p.  152.  —  Soluzione  delle  quistioni  I, 
%  U,  15.    p.  158.  —  Quistioni.    p.  160. 

Anno  II.  Giugno  1864.  Teorica  de'  covarianti  e  degli  in- 
varianti; per  G.  Janni.  p.  161.  —  Sülle  forme  binarie  de' prinii 
quattro  gradi;  per  G.  Battaglini.  p.  170.  —  intorno  ad  un  de- 
terminante piü  generale  di  quello  delle  radici  delle  equazioni;  ed 
alle  loro  funzioni  omogenee  complete;  per  N.  Trudi.  p.  180.  — 
Soluzione  delle  quistioni  30>  31;  per  G.  Battaglini.  p.  186.  — 
Soluzione  delle  quistioni  694  de'  Nouvelles  Annales;  per  A. 
Tore  11  i.     p.  191.  —  Errata  corrige;  per  L.  Cremona.     p.  192. 

Monatsbericht  der  künigl.  preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Berlin.  (Vergl.  Literar,  Bericht 
Nr.  CLXVII.  S.  5.) 

Juni  1864.  Weierstrass:  Ueber  ein  die  elliptischen  Fun- 
ctionen betreffendes  Theorem.  S.  381.  (Blosse  Mittheiluug  des 
Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.) 

Juli  1864.  Kummer:  Ueber  die  Strahlensysteme,  deren 
Brennflächen  Flächen  vierten  Grades  mit  sechszehn  singulären 
Punkten  sind.  S.  495  — S.  499.  (Die  betreffenden  Gleichungen 
sind  vollständig  mitgetheilt,  sind  aber  zu  viele«  um  hier  abge- 
druckt werden  zu  können.)  —  Aronhold:  Ueber  den  gegensei- 
tigen Zusammenhang  der  28  Doppeltangenten  einer  allgemeinen 
Curve  vierten  Grades,  mitgetheilt  von  Herrn  Weiertrass. 
S.  499— 523.  —  Poggendorff:  Ueber  eine  neue  Klasse  von  In- 
ductionserscheinungen.     S.  552  —570. 

August  1864.  Magnus:  Ueber  Wärmestrahlung.  S.693— 598. 


Logarithmen 


der 


Sekanten« 


^^   MMir  f.  Ift.) 


TaCcI  I. 

in 

|0"|  l-[  2-    1  3»   1  4"   1  &"   1   6"    1    T"    1    »«    ,    9" 

'    ,  !«Cr 

■Fr|  «er  1  ler  ]  «er  |  «er  {  «€«  |  Htc  |  (rc 

•cc 

-    i  3 

3       3    1     9    1    3    1    3     1    3          3     1      .1 

3 

1,S 

B.H 

ia.( 

;»S.3|56,2t79,B,i«8,3|l.l.( 

ira; 

1    1 

u\ 

tr 

0.1} 

241. 1 1 3&,6|!»S.6l  80,01 108,8|  1 42.t 

imi 

« 

>fi 

«,< 

»,1 

20.3  35,9  55,91 8O,4il0».3|t42.8 

18(1,1 

3,3  80.»|  »6,2156,31  HO,» 

im,i 

143,4 

IB1J 

1    J 

u 

a,fi 

»,4l20.7  80,658,7  81,3 

11  ü,^ 

144.< 

IWJ 

i    & 

0.« 

■i,t 

ö,6 
9,7" 

144.!. 

iia,T 

21, B 

37,1  57.41  Hi.S|ill,4|14a.l 

in. 

;  7io.<i|a,i 

9ä    21,4 

1MJ 

BiO/l 

2,H 

10,0  ai.6 

!17.T5B.8|M,l|ll2,5|l4s;4|llM.T 

U.4 

«,! 

10,2    21.1 

38.«  58,61  83,6 

II3.0|I47.0|IBS,I 

1< 

0,1131 

IU.3  |2a,i 

38,3  aS.»  84,0 

llS,S1147J|I8fl, 

'll 

0,1.1,1 

1«,5 
iU.7 

22,3 

ii4,i|i)a.9 

186,f 

1)2.6 

8».«I5»,T  184.9 

114.6  148. 1 

m.i 

IS 

1,1 13.! 

i:,;^^ 

39.-i>»),l  83,4 

115,1   i4»,«|1fl6,l 
115,7  lUI.(l|lB8,l 

1* 

».i|3,a 

i»,ft]60,5|8ft.8 

llft 

J,i 

3,^ 

II,a|83.aj39,B  60.91863 

1 16,2]  läO,6  inj 

11^ 

llT 

),a 

n.r,  (y3.8|*o.5  8i.ip7v2 

Il7.!l|l3l.8[l9lj 

11810,2)3,7 

11,7  l24.tlUll,H  i2,018T,7    1I7.S 

i!>a,4  isu 

11,8   21.3141,1  S2,4|rt8,2  118,4 

133.0  I9M 

a)|o.-j;3,!> 

ia.0la4,5|41.4  62.Bl8«.8   118.9 

153.7  19S,S 

-Ji;»,:VKii:l->.2   24.71-11,5 

63.2189,1  |lL9,4n54,3;i<A« 

63,6'89.6  12<»,0[  134,9' IMJ 

li:i|(l.:)l4,-2  12,S  |2j,2|J2.4 

64,0|!)O,0|l2U.3|l5.'>,5  I9S.0 

|'M:i),:I|),3[I2.7  125,31  42.t[6Ml»U,&|l2l>l|l56,l|l9a.7 

9l.0l|ai,6|i56.8  196,1 

24).44..> 
27|(..-l[l,« 

13.1   |Ü6.()(43,3 
I3,a  126.3]  43,r 

6.S.2 

B1.4lia3.2JI57.4'l»7.1 

15,6 

ai,9  i22,7n5H.O 

91,1 

9H0..-.i,7 

i:t.4U(i,S  44,0  60.0 

92.1   183,3 

auo.r-U.H 

13,6  26.8  44.3  66,4 

99,9    123,8 

159.3 

MS,» 

3I)[h,s|5,0 

I3.H  127,1)1  44,7  66,8 

93,4    121,4 

.'.Ö.Hi'lflS.S 

der  SckanteD. 

Tafel  1. 

1 

O«     !■>  1  2"   1  3°    1  4"   1  5"   1    6° 

7-    1    8.'    1    9- 

3      3    1    3 

3,3       3(3 

3     1      3         3 

B2 

i>.a 

0,6 
0.6 

5,0 

a,i 

6,2 

13,8 
14.0 
14,2 

27,0,J1,T  ä6,H|  Il3,41l24.4]lä9,»  199.9  11 
27.84^67,2    93,8  124.9  160,5  200,6  | 
2T,ö|45,4|67.6|  94.3|l25.&|lfil,2  201,3  || 

F 

0,T  &,3 
MS.* 
0.7  5.5 

is 

27 .8{  45,8168,01  D4,8|1S6.0liei,8 
88,0  46,168,4   95,8  126.«  162,4 
28.3|46.4|68,8|  &5,8|l27,3llÖ3,l 

Sil 

i 

kK 

11,9 

1&.1 

I&.3 

28.6146,8  69.31   96,3|127,7 

28,9|4t,)  6M    96,71128,3 

a9,l]47,4  70.l]  97,a|i2H,B 

163,7 
164,3 
165.0 

204.2 

ao4,» 

205.6 

^ 

ll 

6,0 
6,1 
6.3 

lä.7 
15.9 

29,4147.8(70,51  »7.71129.4 
29,64B,1  70,9    98.firl30,ü 
».9|48.571.3|  »8.71130,6 

165.61206,3 
166,2  207,0 
166,9  207,7 

i 

8,4 
S,6 
6.6 

16.1 130.2!  4H.a 

16!5|3o!7l49!! 

71,71  99.2[131,1J167,Ö|208^ 
T2.2    »9,7  131,7  l«8,2a0S.3 

72,6Ii0O,2||32.3|i6B,h|2O9.9 

1^ 

1-2 
1,3 
1,3 

B.9 
T.O 

m.7|3).Ü{49,fl|73,0|  100,7 
16,9  31,8  60,2  7!t.4  101,2 
I7,l|3l,6|5aa|73,9  101,1 

132.8 
133.4 
134,0 

169,51210,6 
i70,a2I1.3 
I70,a|212,l 

Vi 
19 
U 

1.5 

iii 

1T,S|31,8|50.9I74,3  102,2 
17,5  32,1  61,3  74.7  102,7 
17,7|3S.4|51.6|7&.2  103.2 

134,6 
185,1 
135,7 

171,41212,8 
172.1  213,5 
I72.7|214,3 

51 

i;i 

17,9132,7151,9 
18,133,0  52.3 
18,3|S3.S[W,B 

7ö,6|lü3,;  136,3 
76,0  104.2  136,9 
t6,«|]U4.7  I37.fi 

lT3,4|■yI^0 
174,0  215.7 
1 74,7 12 16.4 

64 

b6 

».II 
B,l 

lH.5|33,S|5S.0[I6.»|16ä,2;i36,« 
lS,7|33,fl  53,4(77^(1 0a.«13S^ 
1 9,u{  34.  l]b3,7i77.8|  106. 3|  139.2 

170,41217.2 
17e.0'217,9 
176.7|21B.7 

H.*|I9.2|34.4|54,1 
8.6!ni».«|34.T|4M 

7K,«  106.8 
Ta4lOI,8 

7Ö,1  107,8 
79,5ll08..1 

139,« 
140,4 
141,0 
141. 6 

m,4r«9,4 

l7B.0l290J 
17B,7l22«,9 
179,3'22].6 

T»fel  n. 


Log  tin«  -I-  !^ 

s 


—  Corr.  =  Logarci* 


Winkel 

Corr. 

0,00000,0 

4»61'81^ 

0,1 

6  23  88 

0,S 

7  15  35f 

0.8 

7  53  41 

0,4 

8  24  18 

0,5 

8  50  9 

Winkel  1  Corr.  | 

0,00000,5 

8»50'  9" 

0,6 

9  12  40 

0,7 

9  82  43 

0,8 

9  50  50 

0,9 

10  7  25 
10  22  43 

1,0 

10000^  =  2«  46'  40'' 
20000''  =  5®  33'  20*^ 
SOOOO'^  =  8»  20' 

Die  Umwandlung  der  Secanden  bis   10,000*' 
befindet  sich  bei  den  Logarithmen  der  Zahlen. 
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